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This paper presents a numerical method for steady-state interaction problems sta.ted by a run-
ning wheel, a track and a three-dimensional semi-infinite ground. The ra.ilway track is modeled 
by an infinite ra.il which is periodically supported by sleepers. The half-space bearing the track is 
given by a homogeneous elastic medium. The steady-state solution is derived by way of Fourier 
transform with respect to time, within the framework of dynamic analysis of periodic structures. 
Numerical analyses are performed with varying speed of wheel. Through those examples, the 
influence of the running speed and the ground stiffness on the dynamic response is discussed. 
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1. はじめに

列車走行による鉄道軌道の動的応答特性の把握は，列

車の乗り心地の改善や地盤振動の低減，軌道破壊の抑制

などの観点から非常に猷要となる．さらに，軟弱地盤上

の窃速列車走行では，共振により輪重応答が増大するこ

とが知られている1). そのため，地盤剛性も考礁した，走

行荷重に対する軌道系の動的応答の評価が有用な知見を

与える．走行荷重下での軌道振動解析では， レールを有

限要素や GreenI罪数2)によ り表現する手法が広く用いら

れている． しかしこの場合，軌道構造に打ち切り端が存

在する有限長モデルが用いられることとなり，減哀を適切

に設定したとしても，定常解に十分近い結果を得るため

に必要とされる軌道区間長の設定には曖昧さが残る．こ

れに対し，はりのたわみの表現に Fourier級数を用いた，

走行車輪 ・軌道連成系の定常応答解析法3)の構築が検討さ

れたただし，この解析では追床以下を剛体とし，主に

レール ・まくらぎから構成される軌道部のみのモデル化

を採用している．そこで木研究では，文献3)と同様の手順

により定常問題を導出する．さらにまくらぎ接地点にお

ける， 3次元半無限地盤の地盤剛性を表現するインピーダ

ンス4)を森出し，走行車輪 ・軌道連成系の方程式に組み込

み，地盤も考應した定常応答の定式化を森＜．また，本研

究では，地盤剛性や車輪走行速度などが定常応答に及ぼ

す影響について調べ，さらに地盤 ・軌道系が共振する臨界

速度を求める．

2. 連成系の定常応答解析手法

Fig.1の様に，まくらぎにより離散支持されたレール

上を，車輪が一定速度 Cで走行する問題を考える． レー

ルは軌追パッド，まくらぎ，まくらぎ下パッ ドを介して地

盤に支持されているものとする．

レールは Timoshenkoばりでモデル化する． レールの

連動方程式を，時間tに関して Fourier変換して次式を

得る．

GAK立（炒ー竺)-pAぷ＝均戸（均e―9りを
如釦 cc  

ー府 Le―'丑8(x-lL),
l 

GAK（炒 — 岱 — plw塙 ー EI誓~ = 0 

(1) 
ここで， Xはレール軸方向の座標， Uはレールのたわみ，

ゅはレール断面の回転角，p（ま竹祉密度， Aは断面積 I

は断面二次モーメント， Gはレールのせん断弾性係数， K

はせん断係数， Eはヤング率，o(x)はDiracのデルタ関

数であり，（^ ）はFourier変換後の値である． Ftu,Fiはそ

れぞれ車輪とレールとの接触力，まくらぎ反力を表わす．

接触力の周期性を考屈し， FWを荷重位四x= ctにお
いて次のように Fourier級数により表現する．

~00  

Fwば） ＝ ど F;:e屯豆 (2) 
C 

n=-oo 

ここで，るは lxl~ L/2の実数である．
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ー

n. Fig.2 Traction on the ground surface 

Fig.1 A running wheel, a railway track and a 

semi-infinite ground 

F,~u = l,F;界＝O(m五）に対する式（1)の解をa,t，如
とおく ．周期性を考應し次の様に解を与える．

伽（x,w)

＾ 珈（x,w)

；叫(W)ei（デ—そ）る
”t=-00 

f b~,(w)ei（デそ）る
”t= -00 

1, 1 府
aぷ＝一(-6,tm--)  

Xm C L 

FQ — 炉＋ msw国 ＝ 0,

対 ＝（ks+iW1}s）（如 ー如），

炉 ＝ 偽 ＋ iw枷）（如 ー如）

如＝占（Fに対），
msw 

S
O

G
 

F̂
-
K
 

＝
 

c
 

^
U
 

(3) 

接触力戸（t)と解如，如を式（1)に代人し！を理すると．

次式の様に振幅a出を表わすことができる3).

(4) 

2.1 まくらぎ反力の導出

次に，未知祉であるまくらぎ反力府を導出する． まく

らぎ位骰のレールたわみを如（O,w),まくらぎ変位を妬，

地盤表面の変位をucと表わす． まくらぎの運動方程式を

次式で与える．

(5) 

ここで，炉はまくらぎ下バッド作用力の Fourier変換で

ある．

地盤表面の等価剛性（等価インピーダンス）を kcで与

え，妬と如を次の様に表しておく ．

(6) 

式 (5),(6)を整理することで，まくらぎ反力の Fourier変

換府を得る．

柑 ＝

柘（枇＋iw廓 ーmswり(ks+iwr,s) 

知 (kb+i切7b-ms企） ＋（ks+ iWT/s）（知＋ kb+iWT/b) 
如

(7) 

2.2 たわみ振幅係数の決定

式(4)にまくらぎ反力府を代入し，振幅を表わす係数

a：しを求める．

ここで， b,s,gbは次式で与える．

b =(kb+ iW1]b -mswり，
S =(ks+ iWTJs), 

gb =(kc+桃十iWTJb)

u=▽¢＋▽ X 'Ip 

(9) 

さらに，式 (8)のmについて和をとり Lamを消去する

と，振幅係数 a孟は次の様に求めることができる．

n 1 
am = --;-;--. 

cXm 

（如，n―Xn{L(KGb+  s gK嘉:k:b s （こ1／ふ）｝）

(10) 

3. 3次元半無限地盤のイ ンピーダンス導出4)

ここでは求解する上で必要となる地盤のインビーダン

ス知を求める．Fig.2の一様な3次元半無限地盤を考え

るまくらぎは剛体とする地盤との接触力は一様分布

で仮定し， その合力を 2F/(t)とおく．応答は XI軸につ

いて対称と仮定し， レール 1本当りの運動を考える．

接触而にせん断応））は作用しないものとし， まくらぎ

下而と地盤との変位の適合条件は，まくらぎ接触域重心

で評価する．地盤変位 uを次式により与える．

(11) 

また，¢，ゅを一意に決定するために，次式をさらに加える．

▽ •ゆ ＝ 0 (12) 

地盤変位について， m と時間 tに関する Fourier変換を

施す．その下で¢とゅの Fourier変換を次の様に与える．

か＝ どAne―(3ぃ、エ3ei（平—詈）エ
？し

朽 ＝ どBjne噸T心3e四（平—号）0
9l、

式 (11)より叩の Fourier変換は次式で与えられる．

如＝ぶ，3+妬，1+ ik如

(13) 

(14) 

また，まく らぎ接触面の応力 U33の Fourier変換は次

式でりえられる．

吐＝亡 （長m ―L(KGKGb::gb)~a::,) (8) 

知＝入（¢,11-k弱，22＋¢,33)+2μ（¢,33＋ゆ2,13+ik如，3)

(15) 

ここで， 入，μ はLame定数であり，μは正の減衰を与える

様に複索剛性により，μ*= (1 + iw"{)μ と与える．なお，

'Yは減衰定数である．
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単位接触力を次式により Fourier級数で与える，

知 ＝ど C,let（デ）工le―2そエI

n會

ただし，式 (16)の係数 Cnは次式で与えられる．

4sin(W切／~sin(~ -~) Cn = ~ sin(―--
L（午 ー号）K2 L c 

式 (12),(16)を式 (15)に代入して次式を得る．

｛入［応—蒻 ー （デ — 号）2] + 2μ,此 ｝心

(16) 

(17) 

-2μ恥｛切B・ln＋ （手—号）B2n} = Cn 

(18) 

また， a-31= a-32 = 0 より €31 = €32 = 0となり，

件より次式を得る．

2nrr w,. .,2nrr w 
-i2(JLn(―--)An-K2(----)Bln 

L c L c 

-{（デ ー号）2+(J仇｝ 恥 ＋ik2(J紐3n= 0 

つ 2 2nT W 
i2k2(3L,.An + (k2 + f3r,,)Bin + k2(―--)(32n 

L C 

+i（手—号）年B3n = 0
さらに式 (12)より次式を得る．

., 2nrr w 
t(― --)B1n -i切B加ー針nB珈 ＝ 0 

L C 

当該条

(19) 

(20) 

(21) 

式 (18)~(21)を連立して解くと， An,B1ri~B3,.を求め

ることができる．これらの係数が決まると，式 (14)より

如が求められる．

如（O必 ，0)=苫{-加A,.+i（手）恥＋疇 ln}

(22) 

式 (22)の切に関する逆 Fourier変換より四を得る．

鴫 0,0)=] JOO如(0,k2, O)dk2 
-oo 

(23) 

式(16)のまくらぎ接触力に対する，まくらぎ直下中心点

での変位応答が式(23)により求められる．すると Fcf= l 

とした荷重に対する変位応答 Uc は次式で与えられる．

/ 2 
如 ＝ 一＿ー四(0,0,0)

B W  
(24) 

地盤表面の等イjIli剛性を KGとおくと次式が成り立つ．

kcuc = FJ (25) 

また， Ucに対しては，

知uc;= 1 (26) 

したがって 3次元地盤のインピーダンス KGは次式で森出

される．
1 

kc=―-叱
(27) 

4. 車輪の運動方程式と求解

式(10)を式 （3）に代入して，単位荷重の下での，式(1)

の解血が決定できる．

Un(X, t)およぴ如（i:,t）は，それぞれ如，如の逆

Fourier変換により求めることができる以下に，血の

導出過程を示す．

叫る，t） = + [ 0000d（る，W）etwtdw

= -J00 区a盟(w)ei~号るどdw
2T _00m  

(28) 

ここで，車輪位骰をx= ctとおき， uも：＝珈(ct,t)と定

義すると ，車輪位置のレールたわみは次のように与えら

れる．

凶（t)＝五JOO ど品(w)ei~ctdw
-00,1L 

＝恥：e岳 l[ OOOO叫 (w)dw

(29) 

ここで，
1 OO 

A盟＝ 戸[OO ぶ~(w)dw (30) 

とおくと， uも(t)は次式により与えられる．

u~(t)＝こ品e2笠ct (31) 
m 

最終的なたわみ応答訪（t)は，心により次式で与えら

れる．

認（t)＝ど F;:1叫＝ LLF,~UA：詞11£-"-cl (32) 
n n m 

よって，接触力の大きさを表わす係数F,iuが最終的な

未知杖となる．これは， レールと車輪との連成により求

める最終的に，未知杖 F~ に関する無限連立方程式を

次の様に得る．

p 
WO = — + LF;:UAo, 

kw. -<;;, 

[1-竺（」戸］樗 ＋K1Uこ芹A孟＝ー知PAぶ
mw'2mrrc 

?t#0 

(m-:JO) 

(33) 

実際の解析では，式 (33)を有限項で打ち切り，それを

解いてF,iuを求める．また，いったんF：：：が求まれば，式

(33)第 1式より woが求まり，さらに式 (2)より，荷重作

用位置における接触力 Fw(t), 式（32)よりレールたわみ

砂(t)などを求めることができる．

5. 解析結果

5.1 解析条件

解析対象は， Fig.1に示した様に，地盤剛性を設定した

道床上にバッドを介して敷設された無限長レール上を車輪

が一定速度cで走行するモデルとする．上載荷重は 1車両
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Table 1 Pa1・ameters of rail 
mass den~や）

っ
cross-secLional area (m~) 
Young's modulus (GPa) 
Poisson's ratio 
geometrical moment of inertia (mり
shear factcr 

7880 
77.SxlO―ヽ I

206 
0.33 

3.09xl0―5 
0.44 

っ
こ
と
S
疇

』

t

-
1.V

J

ア

,r
 

ノ

5

.
.
 

~
 

ヽ
‘
;

]

“— 

5

I

‘
 

5

/

,

9

,

 

•I

/ 

.

I
 

ぃ

I

,

・
-
.
,
 

500001 

Table 2 Meterial parameters of three-dimensional 

semi-infinite ground4) 
mass density (kg/mり
Poisson's ratio 
damping facter'Y 

ma.5s of a sleeper (kg) 
width of a sleeper (m) 
length of a sleeper (m) 
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Fig.4 Steady-state with a soft-ground 
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Fig.3 Numerical results 

ける接触力応答，下にたわみ応答を示した図より，地盤

を剛体とした結果と良好な一致が確認でき，本手法の妥

当性が確認できるまた本手法においても，まくらぎ通

過後で輪頂が急減する輪重抜けや，まくらぎ通過前後で

たわみ応答が非対称となる挙動を確認することができた．

5.3 地盤剛性が応答に及ぽす影響

次に， CT=lOOm/sとしたやや軟弱地盤での解析結果を

Fig.4に示す．輪重応答は十分地盤が剛な場合と同様な

挙動が得られている．一方， レールたわみは，臨界速度

92.7m/sの走行速度において急激に増大していることが

確認できる．

の重且を 1車輪あたりに換勾した値に基づき， P=57750N 

と設定し，車輪質祉mw=450kg,接触バネ kw=2GN/m

と設定した．支持間隔は L=0.6111,パッドは Voigtモデ

ルで与え，軌道パッドのバネ定数，減哀定数はそれぞれ

ks=llOMN/m,'I'/s=l.lMN・s/mと設定したまくらぎ下

バッドについても同様に桃＝60MN/m,砺＝0.6MN・s/m

と与えたまた，地盤のせん断剛性は μ=PG• (CT戸と

して与えている．ここで PGは地盤の質i比密度 (kg/mり，

CTはせん断波速度 (m/s)である．その他の条件を Table

1, Table 2に示す．なお，レールたわみを求める際の，

逆Fourier変換の積分域は精度を確認の上,|り|=3000Hz,

Fourier級数項は In|=25項で打ち切るものとした．

解析では，地盤剛性を 2ケース設定したまず，手法

の妥当性を確認する目的で地盤を十分剛とし cr=500m/s

として，列車走行速度 cは 30,70, lOOm/sの3ケース

で解析を行う．次に，軟弱な地盤を設定して cr=lOOm/s

とし，この場合の臨界速度 cn=92.7m/sを加えた 4ケー

スについて解析を行う．

5.2 妥当性の検証

まず， cr=500m/sの結果と地盤を剛体とした結果3)を

Fig.3に示すなお，解析結果では上に荷重作用位骰にお
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6. おわりに

本研究では，半無限地盤 ・無限長軌道 ・走行車輪迪成系

の定常応答解析を行った．その際，軌道は，まくらぎによ

り離散支持されたレールにより与えた解析では，十分

に地盤を剛に設定した場合と，地盤を剛体とした解との

比較を行った両者の応答は良好に一致し，本手法の妥

当性を確認することができた地盤をやや軟弱に設定し

た場合では，臨界速度において卓越応答を確認すること

ができ，地盤剛性の影梱を調べることができた．今後は，

車輪に加え車（本をモデル化した，より現実的な解析モデ

ルにより，さらに解析を進める予定である．
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