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DYNAMIC RESPONSE ANALYSIS OF CONTINUOUS WELDED RAILS 
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Dynamic response of a railway track consisting of a railroad switch and continuous welded 
rails is analyzed with varying temperature stress. The tangential rails connected to the railroad 
switch are modeled by semi-infinite rails supported by sleepers with constant spacing. Inしhe
analyses these sub-structures are replaced with impedance matrices. The impedance matrix 
of rail subjected to an a.xial load is derived by eigenvalue problem of a transfer matrix of a 
unit cell defined by the periodicity. The infinite railway track is then represented by attaching 
the transmitting boundaries to a finite track region including the switch. Through numerical 
analyses, the relation between the rail temperature and the resonant frequency is obtained, and 
the capability of the rail stress measuring method utilizing this relation is discussed. 
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1. はじめに

鉄道軌道において，レールの庫ill力管理は軌道座屈やレー

ル破断を防ぐ上で非常に重要である． レール軸力は主に

温度変化により発生するが， レールのふく進によっても

変動する．そのため，単に温度管理だけでは軸）］を把握

することができない そこで，本研究至では，軌追の共振

周波数が軸力に依存することを利用した軸力測定法（振動

軸力測定法）の可能性について検討してきた文献1)-3)

では直線を，文献‘l)では曲線i軌追を対象に軌追を周期構造

として検討し，いずれの軌道についても振動軸力測定法

により庫ill力を測定し紺るという結論を得た．

なお，鉄道軌迎において列車の進路を振り分ける分岐

部は不可欠である（図 15)). 分岐器介在レールにおいて

は図2に示すように，いずれのレールにも淵度上昇によ
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り軸力が発生し，分岐器を介して 1本のレールと 2本の

レールとが互いに押し合う．そのため，1本の側のレール

は相対的に大きな圧縮を受け，分岐器付近では通‘常の温

度上昇により発生する圧縮軸力より大きな軋lI力が作用し，

座屈の危険性が闘くなるりしたがって，分岐器介在ロン

グレールの軸力笛理は軌道保守上極めて市要である．

そこで，本論文では分岐器介在ロングレールを対象に，

振動軸力測定法によるi|illI力推定の可能性を検討する分

岐器介在レールの揚合分岐器が存在するため，周期場

の様に共振モードとレール刺l力との関係を分散解析より

求めることが不可能である．そのため，本研究では，実

際の測定法を想定した調和加振応答解析を実施し，その

結果より共振周波数と庫Ill)Jとの関係を抽出する その際

に，分岐器前後の直線ロングレールは，それと等(illiなイ

ンピーダンス行列で与え，分岐器をイiする無限長軌道（無

減哀）を対象に解析を行う．
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図 3 軸力が作用する無限長軌道

と，図3の有限領域Qllに対して次式を得る．
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図 4 たわみ振動を しているはり

要素の作用カ

図5 軌道モデル 1

ユニット

2. 分岐器介在レールの振動解析法

本研究では，l|リl追を水平IJII振する問題を対象とする．図

2の分岐部の軌道を図 3の様にモデル化する．水平たわ

み振動において，レールとまくらぎは一•体化しているも

のとし，道床横抵抗｝）および道床縦抵抗力を線形バネと

して与える．構造およびIIlII))分布が定ではない非周期

区間を取り出してモデル化するそして，その非周期区間

の両端に一定軸力作用の下，まくらぎで周期的に支持さ

れている半無限長のi(i線軌道が接続しているものとする．

レールは水平たわみとせん断変形を考血したTimoshcnko

ばりでモデル化し，哨II)]を受けるレールについての迎動

方程式をはり要素による布限要素方程式から祁出する．

図4に示すような哨lIl力N（圧縮を正）の下で円振動数w

で振動している長さ lのはりを考える．仮想仕事式より次

式を紺る．

l {(EA竺＿」V）生＿N空生十EI些生o l,---dx -1 d．℃ （lx dx • --dx dx 

+GAK（ゆ—皇）（綽一塁｝ cl:℃

= /l pw2(A函＋Au加十I叫）clx

゜ +[Qov+No,(L十 AI砂］も

(1) 

ここで．＇Uは軸方向変位， vは水平方向変位， ゅは断而回

転角． 6（)は仮想変位であるまた，Qはせん断）），M は

曲げモーメント． Gはレールのせん断弾性係数．Iくはせ

ん断係数，Aは断而禎，pは密度， Eはヤング係数， Iは

断而二次モーメントである．

この式において，vを 3次 Hermite打1irtり．ゅを 2次

Lagrange補聞により与える TIM7要素7)で離散化する

k:::l:RKn] {u::} = {f:/』
ここで，k= [K -N(B + C) -w2 M]であり，［K］は

道床抵抗力を表現するバネを反映した剛性行列，［C]は

式(1)の軸力に閲する項を離散化して得られる行列，［M]

はまくらぎ質屈を考悲した質屈行列，｛u}は節点変位ベ

クトル， N[B]{u}は分岐部QIIの端部軸｝）のたわみ方向

成分，｛f}は軸力のたわみ方向成分以外の節点力である

（）ぃ伽は Ql•1 端部の節点値 () l｛ はQ,-/内部節点に関

する値であるまた，［KL]は図3の左半無限軌道系幻

右端のインピーダンス行列，［KR]は右半無限系QR左端

のインピーダンス行列である．この式を解くことで，無

限系の動的応答を得ることができる．

3. 軸力が作用する軌道のインピーダンス行列の導出

前節に述べた，＇ilIl力を受ける軌道に対するインピーダ

ンス行列を群出する． 図5に示す直線軌道モデル 1ユニッ

トにおいて，軸力 N以外に作用外力のない振動問迎を考

える 1ユニット当たりの運動方程式は次式の様に表わさ

れる．

[I< -N(B + C) -w頃］｛1i}= {O} (3) 

ここで，各行列は 2.2に定義したものを 1ユニットに適

用したものである

式（3)より，次の固布値問迎を得る．

[i<-N(iJ+c)]伽｝ ＝w｝[M]{¢;} 

ここで，Wjは固布円振動数，¢,は1舌l有モードである．

式（4)の固有モードの一次結合で任意の振動解を表わ

すと次式を得る．

II 

国 ＝ど碍，
i 

ここで．Qiしま結合係数， nは1ユニッ ト当りの自由度で

ある．外力{f}作用下の運動方程式に式(4),(5)を代入

し変形することで左端の節点値から右端のそれを与える

伝達マトリックス [G]を得る．

[G] { ;~} = { _u;n} 

ただし， Fはユニッ トセル両端の節点）jベク トルである．

ここで，右隣のユニットセル左端の節点ベクトルを uf,
Fりと表すと，変位の適合条件と力のつり合い条件から次

式が成り立つ．

uf = un, Fり＝ーFR

式(6),(7)より次式を得る

[G)ね｝＝｛芦｝

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 
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表 1 軌道の各種物性値
[x10•61 

2 

クロッシング

密l立(kr;/m3)

断而禎 (mり
ヤング率 (GPa)

ポアソン比

断面二次モーメント (mり
せん断係数

線膨脹係数(/℃)

追床縦抵抗バネ (N/m)

道床横抵抗バネ(i\•Im)

p = 7880 

A = 64.05 x 10-4 

E = 206 
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図 6 分岐部付近の軸力分布（基準線）

このユニットセルにより与えられる無限周期系を考える

式（8)において定常条件ur= e―iKIJUL, Flt = e—’^•LpL 

を課すと次の固有伯問題を紺る．

[Gl {；：｝ ＝入 ｛；：｝，入 ＝e—9. •̂L (9) 

式 (9)の固有値と固有ベクトルは，右へ進行するモー

ドと，左へ進行するモードに 2分することができる右

方向進行モー ドを{un;,Fm}(i= 1,2),左方向進行モー

ドを{u1.,;,F1.,;}(i= 3,4)とすると，右半無限系左端のイ

ンピーダンス行列[kn]と左半無限系右端のインピーダン

ス行列 [KlJ]が次式によ り与えられる．

［釦]= [Fn1 Fn2][um u叫 ―19 

[KL]= -[F1,3 Fい］［UJ,3Uい］―I

4. 無限長分岐器介在レールの加振応答解析
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図 7 加振点におけるレセプタンス
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4.1 解析対象

分岐番数は在来線区間において一般的に用いられている

12番に設定したその番数に対応する分岐角は 0= 4°46' 
となる分岐器前後の軸力変動区間を離散化し，その端部

に一定軸力下のインピーダンス行列を接合する．具体的

には 4.2に示すili1l1)]分布解析に拮づき，翡準線は 78.55m

を，分岐線は 34.99mを哨111)Jが変動する非周期区間として

設定し，それぞれの端点に半無限長の直線軌追を表現す

るインピーダンス行列を接続したレールは 50kgN レー

ルを想定し， まくらぎ 1区間を 12要素で一様分割してlj.

える．通常区間においては，レール 1本当りの質屈 100kg

のPCまく らぎを0.6mの一定間隔で設四する分岐区間

においてはレール1本当りの質屈 13~27kgの合成まくら

ぎを設骰晶準に合わせた問隔で遥宜設附する追床縦・横

抵抗）」を表わすバネ定数此，仙を含む各種物性値を 表

1に示す．

4.2 軸力の設定

分岐器付近ではその構造ゆえ軸）jの分布が変動する．そ

のため，予め静的解析を行いそれぞれのレール箇所に作

用する帷l力を求めておく．

その際，まくらぎの追床縦抵抗バネを線形モデル，道

床横抵抗バネを非線形モデルとし，それぞれ次式のよう

に表す．

ただし，Joおよびaは道床横抵抗力に1対する定数であり，

それぞれJo= 5768(N), a= 3 x 10―ヽI(m）とした的こ

の条件の下，温度上昇に伴って生じる混度ひずみおよび

変形により生じるIliIII方向ひずみから，各汲素に生じてい

る軸力を次式により評価する．

N = EA(a,t -c) (12) 

F1、=kuu,
V 

F., = Jo 
lvl +a 

(11) 

ただし，aはレールの線膨脹係数，tはレールの相対温度

if(1分．cはレールの直ひずみである．

例として， 図6にレール相対温度50℃における分岐部

付近の基準線における軸力分布を示す．

4.3 分岐部の軸カー共振周波数関係

上で求めたレール要素紺の軸力を甜入し，各相対温度

における共振周波数と軸力とのI剥係を求める．分岐区間

と通常区問との境界から通常区間(Jlllに 3m離れた箇所に

おいて水平調和加振を行い，A．分岐器前側の拮準線， B．

分岐器後側のJ1f準線， C．分岐線の 3つのケース（図 2)に

ついて検討するなお，応答振術の測定は）JII振する位四と

同じ箇所で行うものとする分岐線における周波数と応

答振幅との関係を図7に示す．レール相対温度の上昇に

伴い，共振点が低周波数側に移行していることが確認で

きるこ うして求めた各レール相対湿度における共振周

波数から， 11411カと共振周波数との関係を求めた分岐線側

における解析結果を図 8に示すなお，分岐器前後の基

準線についてもほぽ同様の関係が紺られたなお，直線

レールの場合共振周波数と軸力との関係はほぼ完全な

線形性を有しているのに対し，分岐器介在レールの場合，

わずかに上に凸の関係となっている
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次に，図 9にレール相対沿度と周波数との関係を示す

分岐器介在レール， 直線レールにかかわらずほぼ一致し

た関係を示 していることが確詔できる． 図 8および図 9

から分かるように 同じ共振周波数において分岐器介在

レールと直線レールの軸力は可いに異なるにもかかわら

ず，相対温度はほぽ・致しているこのことから，分岐器

近傍の局所的な軸力変動は動的応答特性に対してほとん

ど影密しておらず，直線部分の共振特性が支配的である

と考えられる． したがって， 図 6に示した様な分岐部に

沿った局所的な軸力変化の様fを動的応答特性から詳細

に求めることは容易でないと考えられる

ただし，分岐部前後の軸力が一定となる直線部分の軸

力は共振周波数から求めることができているので， 図 8

の様な分岐部の軸力と直線部分のiIlll力との関係を予め得

ておけば，分岐部の軸力はrtll接的に概ね予測し得ると考

えられる

5. 減衰を伴う分岐器介在レールの加振応答解析

実際の軌道には様々な滅衰が存在しており，その減哀

が共振周波数を変動させる恐れがある．そのため，減哀

を含む場合と含まない場合との結果を比較し，減衰が共

振周波数に及ぼす影孵について確認する．

5.1 解析対象および解析条件

滅衰甜人の下，有限長軌道によりモデル化し，打切り

端からの反射波が無視し得る程度に軌追を十分長くとる．

具体的には，枯準線は 250mを，分岐線は 125mをモデ

ル化するまた道床縦抵抗バネおよび道床横抵抗バネを

それぞれ， 次式のように複素剛性的，的として与えるこ

とで，減哀効果を甜入する．

蛉＝ ku(l+iwg),屁＝知(l+iwg) (13) 

ここで， 9しま滅衰定数であり，g= 0.051)と設定した

5.2 解析結果

分岐線における周波数と応答振幅との閲係を図10に示

す．無限長軌道における共振周波数（図中垂直線）と比較

すると，ほぼ一致する結果が褐られているすなわち，減

衰を叫入する ことによる共振周波数への影響は無視でき

る程度のものであることがわかる以上より，無減哀無

限長分岐器介在レールを対象に柑た前節の結果は，滅衰

を有する系においても適用し得ることが確認できた．

図 10加振点におけるレセプタンス （減衰系）

6. おわリに

本研究では，温度応力を受ける分岐器介在ロングレー

ルを対象に，共振周波数から分岐部の軸力を換n：して求

める手法について検討した

加振応答解析の結果，分岐部の局所的な軸力と共振周

波数との間に，直線レールのそれと一致した関係を見出

すことはできなかったこのことから，共振周波数から分

岐部の軸力分布を詳細に求めることは容易ではないと考

えられるしかし，分岐器前後の軸力分布が一定となる

直線部分の哨111))は，分岐部の局所的な軸力の変動の影響

を受けることなく，共振周波数から換算して求めること

ができる．そのため，分岐部の軸力と直線部分の！lilll力と

の関係を予め求めておくことで，分岐部の軸力を概ね予

illIlし得るものと考えられる．

また，滅哀を考應した有限長軌道を対象に加振応答解

析を行った結果，減哀の有無による述は無視し得る程度

のものであることがわかった
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