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バラスト道床沈下解析のための hypoplasticモデルと

時間域均質化法とを用いた有限要素解析法
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Finite element method using time-domain homogenization scheme 
and hypoplastic model and its application to ballast settlement analysis 

Kazuhiro KORO (Niigata Univ.), Hisashi MURAMATSU(Niigata Univ.), Kazuhisa ABE (Niigata Univ.) 

The accumulation of the permanent deformation of the railway ballasted track under cyclic loading is sim-
ulated using the 3-D finite element method with the hypoplastic constitutive model and the time-domain 
homogenization method. The original equilibrium problems are decomposed into coupled the micro-
chronological-and macro-chronological equations using asymptotic analysis. The proposed algorithm en-
ables us to change the step width of the macro-chronological analysis, and to reduce the number of the 
micro-chronological analysis. The accuracy of the simulated permanent axial strain and void ratio depends 
on the beginning cycle No and the cycle step width△N of the present method. This tendency is remarkable 
when the large permanent deformation is accumulated in a loading cycle. 

キーワード：バラス ト道床，繰り返し荷重，時間域均質化法 hypoplaslicモデル，有限要素法

Key words : railway ballast, cyclic loading, time-domain homogenization, hypop/astic model, FEM 

1. はじめに

砕石粒子の集合体であるバラス ト道床は，列車通過に

より容易に残留変位が発生・累積する道床沈下が軌道保守

上の重要項目である．そのため．道床沈下メカニズムの

解明，および道床沈下量の定量予測は，鉄道工学上の璽

要な課題の一つである．

今日，道床沈下量予測は，実車走行試験等の観測結果に

基づき構成された経験式を用いるのが一般的である 1）．実

験的アプローチによるバラス ト道床沈下メカニズムの解

明を目的とした先行研究2),3)でも，試験結果の経験式への

フィードバックを念頭に置いた考察が展開されている し

かし，経験式からは沈下量しか得ることができないため，

実際のバラス ト道床における 3次元的な残留変位の発現

挙動の検討には，数値シミュレーションが有効である．

バラス ト道床およびバラス ト材の繰返し載荷時におけ

る運動の数値解析は，バラス ト道床を構成する単粒度砕

石の粒径が道床厚などの代表寸法と比べて必ずしも小さ

くないことを考慮して，不連続変形法(DDA)4)や個別要素

法（DEM)5)しこより行われてきた DDAやDEM は粒子集

合体としての力学特性を容易に表現できるものの．動的接

触解析が中心となるこれらの手法は．残留変位の累積・進

展のような長時間にわたる現象の解析には不向きである，

そこで著者らは，単粒度砕石の集合体であるバラス ト

道床を弾塑性連続体としてモデル化し，有限要素法に基

づく道床沈下醤予測手法の開発に取り組んできたりただ

し，通常の弾塑性モデルでは応力履歴をもれなく追跡す

る必要があり，多数回の繰り返し荷重作用時の残留変形量

の評価のためには，計算のさらなる効率化を図る必要が

ある特に．hypoplasticモデル7)では古典的弾塑性論で用

いられる降伏曲面を必要としないこともあり，著者らは残

留変形量の効率的な評価を目的として，時間域均質化法

8)による構成式の時間に関する 2-スケール分離の定式化，

および具体的な応力点解析アルゴリズムを示したり

本研究では，バラス ト材の繰り返し変形挙動をhypoplas-

ticモデルで表現することを前提に，準静的釣り合い問題

における有限要素・時間域均質化解析法を用い， 繰り返し

変形解析の計算量を削減しつつ残留ひずみ・間隙比を評価

する その際の解析精度と計算量の削滅効果について検

討し，解析手法としての問題点について論じる

2. 時間域均質化法の定式化

本研究では，文献7)のhypoplasticモデルを対象に時間

域均質化法8)の定式化を適用し， ミクロ時間スケールとマ

クロ時間スケールの2つの時間スケールの下で準静的釣

り合い問題を弱連成の下で解く．本節では，文献9),10)で示

した定式化の要点を説明する

2.1 構成式への時間域均質化法の適用

まず， hypoplasticモデルで用いる構成関係式への時間

域均質化法の定式化の概要を説明する．詳細については，

文献9)を参照されたい

まず，ミクロ時間変数 T とマクロ時間変数tを定義し，

くをスケール変換パラメータとして T = t/( ((≪ 1) 

なるスケール間関係を仮定する．さらに，物質点 X にお

ける応力びij・， ひずみC:ij,間隙比eに時間に関する多重

スケール性を仮定し，スケール変換パラメータくで漸近

展開し，hypoplasticモデルで用いる応力速度 ・ひずみ速

度関係式および間隙比の発展則に適用するその結果

0（ぐりの構成式として次式を得る

忍＝f}0)［心＋f｝°)汎°)
(1) 

堺＝［1+ e(O)]心，T'
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なお，上添え字 (0)は漸近展開の 0次項の成分であるこ

とを表しており，6岱＝ o屈／叶吼，p(O)= -c,位／3であ
堺， N炉，JiO)' f,~o ) は次式で定義される ．る．

堺：＝ a10)2c｛乳＋埒か認，

N岱．＝ a岬［忍＋亨]'

炉＝芸（三）`（O)（ど）1-n

f仰：＝（：：：：： ：厚）゚
a1°) := {c1 +c2IIがo)*ll[l+ cos(30(0))]}―1' 

cos(30(0)) :=喜tr（ふ（0)*3)(tr（研（0)*2))―3/2,

ei := e;.o := e;o exp [-(3p<0)加）n]'
叫~)/edo = e~o) /eco = e砂／eio,

ここで，

する．

(0) 
6ij' 

堺 (X,t,T）＝勾（X,t)＋む(X,t,T),

c翌(X,t,T）＝ 的 （X,t)＋む (X,t,T),
i0l(x,t,T) = e(X,t) + e(X,t,T), 

式(1)より，

式を得る

(2) 

(3) 

(4) 

堺 e(O)が次のように分解できるものと

(5) 

ミクロ時間スケールにおける構成式として次

恥＝Jlo)[ ai0)2知＋埒埒屹kl,T
叫°)亭（埒＋亨）口，

和＝ ［1 + e + e]ikk,r, 

。｛：9)t＝J!0) [a『°)2c19,t+ 6•｛り 6｛,!)c i恩t ]
(O) (O) 

+ J!o) f~O) N}~) ~ 
ij l (O) (O)' 
ら6,TC'Y6,T

堺＝ ［1+ e(O)]心，t,

(6) 

一方， 0((0)の構成式は，諸量の漸近展開において高

次項を無視すると，次式で与えられる

(7) 

ここで，式(5)を式(7)に代入し， Toをミクロ時間スケー

ルの代表長さと してバこついて次式の時間平均をとる．

工\(9) において，〈（T -71 )€ij, t〉 =0, 〈 (T 一乃）5kk , t 〉= 0 

のように町，72を選び，む，l, 和を含む各項を平均値の

定理を用いて近似すると，マクロ時間スケールにおける

構成式として次式を得る．

的，t+〈知〉，t=〈Cijkl〉6A,l,t+ Cijい(-r1)〈和〉，t）

e,t +〈e〉,t= [l + e +〈6〉]6kk,r

+[1+e+e(-r2)]〈6叫，t.

(I 0) 

2.2 準静的つり合い問題における時間域均質化法の定式化

次に．準静的つり合い問題において時間域均質化法を

導入し．ミクロ・マクロ双方の時間スケールの下での釣り

合い問題に対応する仮想仕事式を導出するなお， 定式

化の詳細は文献10)を参照されたい．

時間に関する多重スケール性を有する応力場において，

つり合い式と境界条件は次式で与えられる

知i~(X, t ,r) +bi(X,t,r) = 0, 
8Xj 

叫 X,t,r)= Ui(X,t,r), 
防 (X,t,r)= Pi(X,t,r), 

(on 0), 

(onfu), 

(on fq), 

ヽ`
＇
ノ
]

2

 

~
 

（

（

 

ここで，囮は変位， biは物体力，Piしま表面力，巧しま境

界上での単位外向き法線ベク トルであり，防(X,t,r)= 
l7ji(X,t,T加であるまた， Ui,Piの既知量を広， Pi

で定義しておく．なお，Qは領域，几は変位規定部分境

界 几は表面力規定部分境界である．

式(11),(12)において，びij,bか出をく(=t/r)につい

て漸近展開し，くの高次項を無視して式を整理した上で，

2つの時間スケールにおける仮想仕事式をそれぞれ迎出す

る．その結果，ミクロ時間応答の計算に用いる仮想仕事

式は次式で与えられる．

JQふ忍叩＝lp(Pi― た）血dr
+J汎パ＋詞）如dO

(I 3) 

なお， ouiはミクロ時間スケール問題での仮想変位と し，
'Ui = ui -fji (on ru), o和＝ （如，j＋凡，i)/2である．
また， ウ'i=0-ji巧＝ Pi-Aであり，

勾＝む(X,t)十む(X,t,T)+ 0((), 

囮＝叫X,t) + Ui(X,t,T) + 0((), 

b，＝ 似X,t)＋似X,t,T)+ 0（く）．

(14) 

〈¢〉：＝汀 ¢゚(X,t,r)dr
ro Jo 

その結果次式を得る．

知＋〈元〉，t=〈C叫如＋〈C心知〉，

｀i  :＝抄°)亨（如妙＋如＋知）

+ Jio)埒叫＋Jio)がN(O） 和，T
ij ✓□,T匂，:;)

e,t +〈6〉,t= [1 + e +〈6〉]乞kk,t
+ (1 + e)〈5叫 ，t+〈66kk,t〉.

(8) と定義している．

方．マクロ時間応答に関する仮想仕事式として次式

を得る．

fo a-．息叩＝／rp p,6私clr
(15) 

(9) 
+ JQ仇＋ 〈ふ〉＋岱訂）狐 dO

ただし， 6佑をマクロ時間スケール問題での仮想変位であ

り，佑＝広 (onfu), 8的＝ （如，j+8知）／2であるま

た，戸i＝む叫 ＝Rである．
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式(13),(15)は互いに独立な方程式ではなく，相互の

連成関係が存在するそのため本手法では，文献8)を参考

に， 2つの時間スケール応答を与える式(13),(15)を弱連

成条件下で解く．以下にそのアルゴリズムを示す

解析アルゴリズム

(I)載荷・除荷Noサイクルまでは，hypoplasticモデル
を用いた通常のFEM解析を実行するただし，接線

係数および各サイクル内でのひずみ・間隙比の変動

成分に関する時間平均計算は解析に平行して行う

(2)載荷・除荷No+k△N(k = 1, 2, 3, • ・ ・)サイクルの

マクロ時間応答の評価から，時間域均質化法を適用

するまず， No+1 + (k -1)△Nサイクルのミク

口時間応答5,6を式(13)より計算する．このとき，

マクロ時間応答は既知として扱うまた， Tl, 72, お

よびミクロ時間応答および接線係数の時間平均もあ

わせて計算しておく．

(3)上記(2)の結果を用いて式(15)を解くことで，載荷・

除荷No+k△Nサイクルでのマクロ時間応答5,e 
を求める．当該サイクル終了時の残留ひずみ・間隙比

は，マクロ時間応答から評価可能であるなお，計

算の際にはミクロ時間平均のマクロ時間変化率〈砂〉，t

を計算する必要があり，次式の差分近似で評価する

〈忍），t：：：：：：〈忍〉No+11 -〈応。，（No十△N th cycle) 

～ 〈ぷ〉No+l+k△N―〈る〉No+l+{k-1)△N (16) 
位〉，t：：：：：：△N

(No+ k△N th cycle, k = 2,3,4,...) 

式(16)は．載荷・除荷No+1 + (k-1)△Nサイク

ルから No+1+ k△Nにおいて，マクロ時間平均の

値はサイクル数に対して線形に変化することを仮定

している．

(4)上記(2),(3)の計算を，繰り返し実行する．その結

果，残留ひずみ ・間隙比は，載荷 ・除荷No+k△N

サイクルでの値を評価することとなる．

3. 解析結果

本手法の定式化の妥当性を確認する目的で，石川らによ

る大型繰り返し三軸試験3)を対象とした応力解析を行なっ

た拘束圧をー19.6(kPa)で一定として， 等方応力状態と

軸差応カー78.4(kPa)の状態との間で負荷・除荷を一定周

期の下で繰り返している

一方，FEMモデルは一辺が 1の立方体を定ひずみ要素

で分割して構成した．亀℃ ＝0, y = 0, z = 0の各面は

対称面となるように境界条件を設定したまた，式 (13)

のミクロ問題を解く際には， z＝1の面に軸差応力 (O~-

78.4kPa)に相当する直応力を繰り返し作用させ，残りの

側面では表面力 0に設定している．式(I3)のマクロ問題

を解く際には， 全ての表面力規定境界上で一19.6kPaを各

而に直応力として作用させるなお，材料定数について
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Fig. I残留軸ひずみ評価値姦3に及ぼすスケール分離開

始サイクルNoおよび計算サイクル幅△Nの影響

はc1= 1.65, c2 = 1.874, hs = 5.65(MPa), n = 1.725, 

a = 0.15, fj = 1.25, eco = 0.600580, edo = 0.600400, 

eio = 0.600588に設定し， eo= 0.6とした

ここで，時間スケール分離移行サイクルを N。=1,
2, 4, 8のいずれかに固定し，それぞれ解析サイクル幅を

△N = 1, 2, 4, 8に変化させた場合における，残留軸ひず
み森3の評価結果を Fig.1に示す 当該の問題では，繰り

返し開始初期に比較的大きな残留軸ひずみが生じ，各サ

イクルでの残留ひずみの増加量は繰り返し載荷・除荷サイ

クルの進行とともに急速に減少しているそのため，時

間スケール分離開始サイクルが小さい場合，すなわち従

来法で解析するサイクル数が少ない場合には， 1サイクル

当りの残留軸ひずみ増分の変化が大きく，このことは式

(16)で近似評価した〈e〉,t,〈e〉,tの値に反映されることと
なる．その結果，△Nの設定値により残留軸ひずみの予

測値が大きく変化する．一方，スケール分離開始サイクル

Noを次第に大きくしていくと，各サイクルでの残留ひず

みの増分が概ね一定で小さいため，解析サイクル幅の影

響は徐々に小さくなることがわかる．

次に，時間スケール分離移行サイクルをNo=1, 2,4, 8 

のいずれかに固定し，それぞれ解析サイクル幅を△N=1, 

2,4,8に変化させた場合における，各サイクル終了時の間

隙比eの評価結果をFig.2に示す残留軸ひずみ同様，今
回の解析条件では 1サイクル当りの間隙比の変化量が初

期サイクルほど大きいこともあり，時間域均質化法適用

開始サイクルNoが小さいほど，解析サイクル幅△Nの

設定が解析結果に及ぼす影響が大きく，△Nが大きいほ

ど解析精度が低下することがわかる．

以上の結果より，本手法は残留ひずみの変化量がサイ

クル間で概ね一定の場合には，残留ひずみやサイクル終
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Fig. 2各サイクル終了時の間隙比評価値eに及ぼすスケー
ル分離開始サイクルNoおよび計算サイクル幅△N

の影響．

了時の間隙比が比較的精度よ く高効率で評価できるし

かし， その変化量がサイクル間で大き く変化する場合に

は，従来の FEM解析に移行するか， もしくは本手法の下

で解析サイクル幅△Nを小さく設定して解析を進めなけ

ればならない本手法によれば，従来法による解析との

接続が容易であり，解析時に特段の障害は生じないと考

えるまた，1サイクル当りの残留変形の進展が大きい場

合に（時間域均質化法を適用しない）従来の FEMを適用

することは文献II)でも行なわれており，精度低下防止に

は簡易で有効な選択肢であると考える

4. おわりに

本研究では，バラス ト材の繰り返し変形挙動をhypoplas-

ticモデルで表現するこ とを前提に，準静的釣り合い問題

における有限要素 ・時間域均質化解析法の定式化を示し

たまた， 繰り返し変形解析の計算量を削減することを

目的と した，具体的な解析アルゴリズムを示し，解析精

度と計算量の削減効果について検討した

その結果残留ひずみの変化量がサイクル間で概ね

定の場合には，本手法を用いて残留ひずみを比較的良好

な精度と計算効率で評価できることがわかったしかし，

残留変形の進展の度合いによって解析精度が大きく左右

されるため，この点は本手法の大きな問題点の一つであ

るなお，同様の解析精度の低さは，粘塑性問題を例に

JosephらII)しこより指摘されており，文献II)では物理応答

のサイクル内変動をwavelet級数で近似評価する方法を採

用し，履歴依存型問題における時間域均質化法特有の精

度上の弱点を回避する方法を提案している．今後は，こ

の定式化の導入も含め， 精度維持の工夫について検討し

ていきたい

また，解析においては式(9),(I 0)で示したC勺u（巧）

の全成分を全ての応力評価点で保存する必要があり， こ

のメモリ負担も実用化を考える上では問題点となりう る．

これらの問題点の解決， およびよ り領域内で応力やひず

みが変化する，よ り一般的な釣り合い問題における本手

法の適用についても今後取り組む予定である．
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