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We studied an efficient numerical simulation method of the railway vehicle-track dynamic interaction. Applying the 

Shcnnan-Morrison-Woodbury fonnula to numerical simulation of the railway vehicle-track dynamic interaction, we achieved 

a reduction in calculation time about 1/13. 
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1.はじめに

車両が軌道上を走行する垢合の車両／軌追の相互作）TI
に関する運動方程式を数値的に解く方法として， ＇般的

には直接利分法またはモード解析法が用いられる．この

うち，直接和分法による数値シミュレーション．では連立

方程式の係数行列が各時1li]ステップで変化するため，各
時間ステップで大規模な連立方程式を繰り返し解く必要

があり ， Jt~に膨大な時間が必要である． しかし，各時

Itlステップにおける係数行列の変化はほんの一部である
ことに牙f• II してJI節の邸速化に関する方法を検，付した結

果，計箕時間の大輻な短縮を図ることが可能であること

がわかった．

そこで，直接枡分法による車両／軌道の相互作用に1及l

する数値シミュレーションの計箕の秘速化に関する計符

方法および計箕結果について紹介する．

2 数値解析モデルの概要

半車体モデルによる車両／軌道の相互作用に関する数

値シミュレーションモデルを図 1に示す．

軌道については， レールはまくらぎにより離散的に支

持されているものとし，有限嬰素の梁としてレールをモ
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デル化しているまくらぎは梨中例点としてモデル化し，

軌追バッドは線形ばねおよび減哀淡素として考える．バ

ラストは有効質htを持った複数の附としてモデル化し，
各形が線形ばねおよび減哀要素により結合されているも

のとする．車両については半車体モデルとして車体，台

車および輪軸で構成しており，それぞれ集中質点として

モデル化している．車両モデルの構成要素はそれぞれ線

形ばねおよび減哀要素により結合されているものとする．

このとき，車両および軌道の運動方程式，車輪とレー

ルの接触力を与える式は以下のとおりとなる．なお，以

下ではレールの有限要素モデルにおける有限疫索数を N,

まくらぎの本数を L,バラストの府数をJとする．

2. 1車両の運動方程式

車両の運動方程式は，以下のように表わされる．

Mぷ(,)+cふ（I)＋ら (t)=P.,•l:l-p~rn (I) 

ここで，机は車両に閲する質批行列， Cvは車両に関す

る減哀行列，凡は車両に関する剛性行列， Uvは車両各部

の変位を表すベク トルである．また， Ps/。は静止輪重，

P(t)は時間 1における輪重を表す．

2.2軌道の運動方程式

軌道の運動方程式は，以下のように表わされる．

M凸 (I)+C山 (I)+KR叫）＝P（仁。~1)) (2) 

ここで， MRは軌辺に関する質枇行列，CRは軌道に関

する減哀行列，応は軌道に関する剛性行列，UJIは軌道各

部の変位を表すベク トルである．また，ベクトルawlま軌

道上の車輪の位骰によって定まるベクトルである．

Fig. I Numerical Simulation Model of the railway 

vehicle-track dynamic interaction 
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゜
゜21ー1 凡（~)

aw(,)= 21 蟷）IER2(N-1) (3) 

21+1 凡(g)
21;2 凡(g)

゜

M =[]v :; i] C=[c:、9::: Crco:] 
k =[k:V -K;;:rG kr::] 

(9) 

2(/i-l)l 〇

なお， N;(~), i=l,2,3,4は有限要索法で内挿1対数として用

いる 3次のエルミッ ト多項式で，以下のように与えられ

る．

咄）＝1-3且）2＋2(t)3 
疇）＝且）ー2且）2サ）3
疇）＝3且）2-2（[)3 

凡(t)=-(t)2+(t)3

2.3接触力

車輪直下のレール上下変位を uw(I)とすると，

叫t)=a：ゅ 。・(I)

(4) 

(5) 

と表わされる． したがって，車輪直下のレール表面凹凸

（軌道狂い）を rw(t)としてレール・ 車輪接触ばねを線形

ヘルツ接触ばねで近似する場合，

P(t)-P“a =k,ふ(t)ーり（心(t}-rw(t}) (6) 

と表わすことができる．

2.4車両／軌道の相互作用の運動方程式

ここで，式(1), (2), (6)をひとつにまとめると以下の

ようになる．

Mii+Cか k圧f(u,t) (7) 

ここで， uは未知変数のベクトルで次のように与えら

れる．

舟l,Uv =[y::l 
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なお， Yeは車体変位，yりま台車変位， Ywは車輪変位，

U；および O、は節点におけるレール変位および回転角，y,J

はまくらぎ・バラストの変位である．

行列 M,C, Kは以下のように与えられる．

ここでFおよびGは，レール，まくらぎ，バラストの

相互作用を上式のように行列形式で表現するために定義

された行列で，まくらぎ支持位骰に対応する要索がそれ

ぞれー1および 1にセットされ，他の要素はすべて 0の行

列であるまた， M。・は有限要素法によるレールの質址マ

トリクス，柘はまくらぎ・バラスト部の質北マトリクス，

K。・は有限要素法によるレールの剛性マトリクス， K1,CI 

は，まくらぎ・バラスト部のそれぞれ剛性マトリクス，

減哀マトリクスである． Kr, Crは軌道パッドのそれぞれ

ばね定数，減哀係数である．

右辺の関数j(u,t)は次のように与えられる．

゜

。
w
 
a
.
 

゜J(u,t)= -K、u-Kllr」-l. I+ Pst」ぶ
aw 

:0
 

(I 0) 

ここで行列 k1は次のように与えられ，時間とともに変

化する対称な行列である．

・o o o : o : o 
： 

0 0 0 : 0 :O 
： 

K、=k11ID o I :-a:io ．．．．．．．．．．．．．．．．．．．ヽ．．．．．．．．，．．．

0 0 -aw : aぶ：:o
·•···· ·············-····· ······ ··· · 
O O O i O iO 

ここで式(10)を式(7)に代入して脆理すると，

Mu+Cu+(K +K、)u=g(t)

を符る．ここで，

0 ¥ (0 

g(t)=-Kl/r」-0.1し」ぶ
.
0
 

w. 
a
.
 

w
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(11) 

(12) 

(13) 

ところで，運動方程式の左辺の時間とともに変化する

行列 k，は，ベクトルa，を

゜゚
a,=呂|.-.l. (14) 

aw 

ヽ

゜
のように定義することにより，

K、=a,a「
と簡単に表すことができる．ここで，行列 k，は非零要素

が全部で25個のみの対称行列であり ，非零要素が時間と
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ともにその値を変えながら車両の走行に伴って行列内を

左上から右下に向かって移動することになる．

3.数値シミュレーションの高速計箕法

逓動方程式(12)をニューマーク 8法を用いて数値的に
解く場合，時刻 tにおける解が既に知られているとき，

時間 t+Lltにおける解は以下の式を満たすように求める．

Mu(t十△t)+C“(t＋△t)+(K+ K、+“)u(1＋凶）＝g(t十△t)

(I 5) 

時刻 tから t+Lltの間における変位，速度，加速度の増

分については

u(t +tit)= u(t)+位

l”(I+At)=U(t)+伍

ii(t十△I)=ii(t)+位

(16) 

となるが，ニューマーク B法を用いると加速度および速
度の増分は変位の増分を用いて次のように表わされる．

j:＝声凶—孟u(t)—立u(I) (17) 

位 ＝孟血ー；u(t)＋△1(1古）u（I)
式(16)および式(17)を運動方程式(IS)に代入すると，次

の連立方程式が得られる．

(A+K、山知＝g(t＋凶）ー(K+K(+A1)u(t}+Du(t）＋邸（/)

(18) 

ここで， A,D, Eは次のとおりである．

I.,. Y 
A=―M+―C+K 
BAI2 fJ△I 

D＝盆M-(1う）c (19) 

叶点— l]M -凶〔1 -嘉）c

ここで式 ( 18) の連立方程式の左辺の係数行列を A、•9A19

未知変数4uをx、“‘，右辺のベクトルを

b、+“=g(t＋凶）ー(K+K1+tol)u(1)+Du(t)+Eu(1) (20) 

とおいて次のように表わされる．なお，添え字は時間依

存を表す．

A、,1,.,X,心 I=b,..l,J (21) 

ここで，係数行列A，十A，は

A,iA1 = A+k,+“ 

のように，時間に依存しない行列Aと，時間に依存する

行列k"A1の和で表わされる．さらに，時間に依存する行

列 k”‘は，

゜゚
a,'“＝ぷI・..二l.•* 

叫1+t:,.1)

゜のように定義されたベクトルa19A、を用いて

(22) 

T 
k,+/)J =a(+/)Ja;../)J 

と表わすことができる．行列K、+A，は疎行列で，ゼロでな

い要素の数はわずか25個だけである以下においては表

記における煩雑さを避けるため，添え字のt+Lftを誤解の

ない限り単に節え字 1で表わすことにする．したがって，

解くべき方程式をあらためて

A,x、=b, (23) 

A、=A+a,a「 (24)

と杏＜ ． このとき連立方程式を解 くの に次の

Sherman-Morrison-Woodburyの公式 1,2)を用いることがで

きる．

(A+a、a[)-1= A―1ーロ
l+.:l. 

ここで

炉 a{A―la、

この公式を上の連立方程式に適用すると，

x、=(A+a、a「)-Ib、

＝（A~1 -互炉）b、
ztw「b,= A-lbt ---
l＋え

ここで，

z, = A-'a,, w「=a • A-1 

と置いた． z,は連立方程式

Az(=a( 

を解いて得られる．また，

w;'b, =a;・A―ib, =a{ Y, 

のようにy1を連立方程式

Ay, =b, 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(3 I) 

を解いて計箕することもできる．以上をまとめて新しい

次の計算手順を得る．

まず，最初に一度だけAのコレスキー分解

PAPT = LLT 

を実行する．以下，シミュレーションの各時間ステップ

において次の計勾を繰り返し実行する．

①連立方程式Ay,=b,を解く

②連立方程式Az、=a,を解く．

③x,=yt［気）z、により解 x1を求める．

上の①②の連立方程式は，すでに計箕してある行列 A

のコレスキー分解を用いることで効率的に解くことがで

きるこれまではコレスキー分解を毎回必要としていた

ため多大の計箕時間を必要としたが，この計箕手順では

シミュレーションの開始時点で一回だけ実行しておけば
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よいので，大幅な効率向上が期待できる．

係数行列のコレスキー分解を用いて連立方程式を効率

的に解く 手順は， 連立方程式を Ax=bとすると

①連立方程式Lyl= Pbを解いてy1を求める．

②連立方程式L.'必＝Y1を解いてY2を求める．

③x=P7れ により解xを求める．

4.計算時間の比較

前章で述べた商速計算方法について，従来の計箕方法

である時間ステップ毎にコレスキー分解を毎回行い連立

方程式を解く 方法との比較を行った．シミュレーション

に使用したコンビュータの条件は表 1のとおりであり，

プログラム言語には Fortranを用いた．また， 主な解析条

件を表2に示す．

まくらぎ本数 IOI~501本（まくらぎ間隔 60cmで軌道

延長で 60~300m)の区間を新幹線車両が 270km/hで走

行 した場合の計箕時間を表 3に示す．

Table I Specifications of Comeuter 

OS 
Microsoft(R) Windows(R) XP 
Profess1onalx64 Edition 

Processor I 
EM64T Family 15 Model 4 
Steooing 3 Genuine Intel 3791 Ml lz 

Processor 2 
EM64T family 15 Model 4 
Steooing, 3 Genuine Intel 3791 MHz 

合計物理メモリ 4,029.86MB 

利用可能な
3.03GB 

物理メモリ

Table 2 Major Analysis Specifications 
項 目 単位 数値

車体質駄 Kg 3970 

台車質址 Kg 785 

ばね下灯枇 Kg 892 
車両 車体～台車間ばね定数 kN/m IOI 

車体～台車問減衰係数 kN・s/m 12.7 

台車～輪軸問ばね定数 kN/m 1180 

台車～輪軸問減衰係数 kN・s/m 39.2 

車輪／レール間接触ばね MN/m 1500 

質杖 kg/m 60.8 
レール

曲げ剛性 kN・m2 6345 

軌道 ばね定数 MN/m 30 
パッド 減哀係数 kN • s/m 98 
まくらぎ間隔 Cm 60 

質杖 Kg 129 

まくらぎ 支持ばね定数 MN/m 1780 

支持減衰係数 kN・s/m 980 

バラスト肘数 3 

上府
質址 kg 52.5 

ばね定数 MN/m 890 
バラスト

減哀係数 kN・s/m 980 

中附
質杖 kg 52.5 

ばね定数 MN/m 810 
バラスト

減衰係数 kN・s/m 980 

下用
質杖 kg 90.3 

ばね定数 MN/m 2500 
バラスト

減衰係数 kN・s/m 980 

Table 3 Comparison with Comjl_ll_(__i11g_l'ime 
まくらぎ 従来の計箕法 高速計箕法 比率

本数 （秒） （秒）
IOI 74.36 13.94 5.34 
151 228.73 32.08 7.13 
201 467.64 76 13 6.14 
251 858.70 114.72 7.49 
301 1398.84 163.23 8.57 
351 2221.98 222.08 10.01 
401 3116.69 279.97 11.13 
451 4439.41 364.23 12.19 
501 5861.27 460.98 12.71 

この結果をみると，森速計算法では従来の計箕法に比

べて格段に計算時間が短く，まくらぎ本数501本（軌道

延長 300m)の場合では約 13倍程度計算が早くなってい

ることがわかる特に，まくらぎ本数（すなわち軌道延

長）が長いほど計節時間の短縮効果は瀬芽である．

5 おわりに

本稿では半車体モデルの走行時における計箕方法およ

び計鍔結果を紹介したが，この計算方法は 1車体モデル

や編成車両モデルヘ拡張が可能である． 今後も引き続き

モデルの拡張を行うとともに効率的な計箕方法について

検討し， 車両／軌道の相互作用に関するシミュ レーショ

ンの精度向上を図っていきたい．
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