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This paper presents a wave propagation analysis method for a periodic railway track having a finite irregular 
zone. A half-infinite periodic sub-region is represented by an impedance mau・ix. The infinite system is 
reduced Lo a matrix equation with finite DOF by coupling the impedance matrices with the irregular zone. 
Through numerical examples, influence of the heterogeneity on the wave propagation is discussed in terms 
of the dispersion of wave modes. IL is found that the irregularity is effective to cut off the wave transmission. 
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1. はじめに

これまで箸者らの研究グループでは，鉄道軌追をまく

らぎにより離散支持された無限周期構造としてモデル化

し，その動的特性について検討してきた例えば，文献 I)

では軌道内を減哀せずに伝播して行く波動モードの分散

特性を調ぺ，パッドの剛性などの軌道構造が振動低減に及

ぽす効果などについて検討したまた，文献2)では定点

調和加振を受ける無限周期軌道の応答解析を行い，上述

の波動伝播特性と加振応答との対応関係について調べた．

なお，これらの解析では，軌道系を無限周期構造として

モデル化している．しかし，実際の軌道においては，レー

ル継目のように一部の区間で他の構造が含まれるケース

がある．そこで，文献3)では一部構造の異なる区間を有

する無限軌道系を対象に，調和加振時の動的応答解析手法

を構成し，定点加振下での応答特性について調べた．その

際に，有限な非周期部のみをはり要素等の有限要素によ

り離散化し，その打ち切り端に半無限周期軌道の動特性

を反映させた伝達境界（インピーダンス行列）を設定した．

当該解析では，加振点は非周期区間にのみ作用するも

のとし，定点加振応答の解析を対象としている．しかし実

際の軌道では，列車走行により励起された波動が遠方よ

り伝播し，非周期区間を透過して行くような状況につい

ても考察する必要がある特に，波動の遮蔽効果は軌道や

地盤の防振性や軌道破壊などにも関係するため，基礎的

検討によっても新たな知見が得られるものと期待される．

そこで本研究では，一部に他と異なる軌道構造を有す

る無限軌道系を対象に，無限遠方より波動入射を受ける場

合の波動透過解析法を構成する．具体的には，文献3)と

同様に伝達坑界を用い非周期部のみの離散化による解析

を実施する．なお，文献 3)では Floquet変換4)に基づき，
半無限周期構造のインヒ°ーダンス行列を作成した．しか

しこの場合，逆Floquet変換の際に， Floquet波数に関す

る有限区間籾分を行う必要がある．当該梢分の被梢分関

数は，有限要素解により与えられる．さらに，特異梢分を

適切に処理する必要もあり．計鍔効率上改善が望まれた．

そのため本論文では， Floquet変換によらず，固有モード
解析に基づき5)解法を構成する．

なお，数自由度から成る簡単な周期構造に対する同様

の検討が李 ・田邊6)によりなされている． しかし，より複

雑な周期構造を対象とする場合，有限要素解析の枠組み

の中で定式化を一般化する必要がある．ここでは，多自由

度系に対するより一般的な解法の構成を示す．以下では，

まず具体的解法について述べる．次に解析例として，一

部に異なる構造を有する無限軌道の波動伝播解析を行い，

軌道構造と波動透過特性との対応関係について検討する．

2. 定式化

2.1 入射波を受ける無限軌道

Fig.1のように，左方から右方向へ伝播して来る波動 III

の入射を受ける無限軌道を考える．ここで．Q/． とQRは

左右の半無限周期軌道であり，Qllはそれらと異なる構造

を有する部分軌道である．また， 「ぃ応はそれらの境界点

である．なお，Qllには外力が作用していても良いものと

する．

解析に当り，この軌道系をFig.2に示す様に3つの部分

構造に分割する．図において， 研 は結合境界 r1．からの

反射波， F1.,ULおよびF凡叩はそれぞれQ1,,QRの端点に

おける内部節点力と節点変位であるまた， F1,U1および

F3,U3はそれぞれQII両端の節点力と変位である．部分領

域Q／ー／の運動方程式は次式で与えられる．
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Fig. 1 An infinite railway track subjected to incidental waves Fig. 3 Unit cell of a periodic track 

Fig. 2 Sub-structures of infinite track 

ここで， （）2は伽 ＼（几U応）における部分ベクトル， K;j= 
K;j-W2団 は要素剛性行列と質此行列からっくられる部

分行列，wは円振動数である．節点力のうち， F1,F3は半

無限周期軌道との接合部における内力であり，この段階

では未知枯となる．

なお，結合境界rぃ応 では，次の変位の適合条件とカ
のつり合い条件が成り立つ．

U/, = UJ, UR= U3, 

F,.+F1=0, 凡＋F3= 0 
(2) 

よって，式（I)における未知力 Fぃ凡はF,．，応により与

えることができる．

2.2 左半無限系右端内力の評価

F,.,u,．は入・反射波動により構成され，次式のように分

離できる．

Fi.= Ft +Fぶ ul= u1 + UR (3) 

ここで， Q,，右端(r，，）にのみ節点力Fu、が作用する場合

を考える．これと変位 u,. との関係を与えるインピ •グン

ス行列を Ku.とする．同様に， Q/．を補完する右半無限系

の左端における節点力F1,Rと変位Ut.との関係を与えるイ

ンピーダンス行列を K,.Rとおくと，次式が成り立つ．

Ku.u1, = Fu、, Kt.RU/,=F1.R (4) 

次に， n,.と同じ周期構造を有する無限系内を波動ll'が
伝播する届合を考える．几に相当する点において，左半

無限系右端の内部節点力は図に一致する．u'は右向きに

伝播するものとしているので，聞 はQ1，を補完する右半

無限系左端にUを強制変位として与えた垢合の節点力に
より評価できる．すなわち，式（4)より次式を得る．

一方，反射波の節点力F1はQL内を左向きに伝播して
行くので，次式により与えられる．

F7,、=ku,UR 

F1. = K1.1.u1. -(K1.H + KuJu' 

(6) 

式(5),(6)を（3)に代入して次式を得る．

(7) 

さらに式(2)より． F1について次式を得る．

F1 = -Ku,u1 + (K,Jl + K叫 u' (8)

2.3 右半無限系左端内力の評価

次に， QRについて考える． rRにおける作用力凡 と変

位mとの関係を与えるインピーダンス行列をKRRとおく
と，次式が成り立つ．

KRR叫 ＝FR (9) 

これと式(2)より次式を得る．

F3 = -K郎 U3 (I 0) 

2.4 求解方程式

式(8),(I 0)を(I)に代入して， QH両端点の未知力を消

去することで最終的に次の求解方程式を得る．

［紅;21ku，心：心：］（：；）＝ （（K1.Rげ")UI
応邸邸＋KRRJ l U3) l 0 

口`と言::::::::;n：:::;;;;:力[、))
3. インピーダンス行列の作成

3.1 伝達マ トリ ックスの導出

式(11)より， 当該問題は各インピーダンス行列の導出

に帰着した．

これらを求めるために，Q,事またはQRに対応する無限

周期場を考える．Fig.3のような，まくらぎ問隔Lで与え

られる周期場を構成する最小単位（ユニットセル）につい

Fi. = -KLHu' (S) 
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て考える．ユニットセル当りの運動方程式は次式のよう

に与えられる．
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ここで，（）／，（），，（），IIはユニットセル左右端節点およびそ

れ以外の節点に関する部分ベクトルである．上式の解を

次の固有振動モードにより構成する．

[K-wfMJ¢、 =0 (I 3) 

ここで， ¢，は固有ベクトル，砧は固有円振動数である．多

少の計算の後， Uは次式により与えられる．

U = 名汎（~· F
ここで，19li=¢{M¢,. nはユニットセルを離散化した際

の自由度である．

ユニットセル両端点以外に力が作用していないものと

すると，上式より両端節点力と変位との関係を与える次

の関係式を得る．

{ uu：｝ ＝皇，n、（¢豆：［研）｛ ：：｝ 

＝ ［土心：l{：： ｝ 

[G] { ;; } = { ;: }, 

Ur = U[、 F,= -F1 

(14) 

(15) 

ここで， りiは¢iから U/,Urに対応する成分のみ抽出して

構成されるベクトルである．

式(15)を変形し，左端節点祉より右端のそれを与える

式を得る．

[G] = [ H;~1r1 -H,'閲盟,;H,1 l 
右隣のユニットセル左端の節点ベクトルを u~,F~ と表す

と，変位の適合条件と力のつり合い条件とにより次式が

成り立つ．

(16) 

(17) 

すると，式(16),(17)より伝達マトリックスGに関する次
式を得る．

aeーIKlコ（は波数の実数成分）を課すと，次の固有値問題を

得る．

[Gl{;:}=A{;:} (19) 

上式の固有モードには，右へ伝播するモードと左へ伝播

するモードが半数ずつ存在する．そこで，右方向へ伝播

するモードのみ抽出し，それらを U;,F;(i= 1,--・N/2)と

おく．なお， Nは全固有モードの個数である．

すると，右半無限系の左端におけるインピーダンス行

列KRRに対して次式が成り立つ．

[K叫 [u1---uN12l = [F1 --・FN12l (20) 

したがって， KRRは次式により求めることができる．

[KRRl = [F1 • • • FN12Hu1 • • • UN12r1 (21) 

ku,,KLRについても同様の計算により求めることがで

きる．

4. 解析例

4.1 解析条件

Fig.1に示した様な無限軌道系を解析対象とするな

お， レールはSOkgNレールを想定し， Eulerばりによりモ

デル化した左右の半無限周期軌道は同一構成とし，軌

道バッドとまくらぎ下パッドのパネ定数はいずれも柘＝

k,1 =60(MN/m)で与えた．珈 区間でもk2= k,2=60(MN/m) 

と設定した均ーな系をeasel,k2 = 30,k,2=5(MN/m)とし

て両方のバッドの剛性を低減させたものを Case2として，

これらの解析を行った．また，まくらぎ間隔 L=60cmの

下，まくらぎ質枇はレール 1本当り 80kgとし質点でモデ

ル化し，道床は剛体で与えた

4.2 透過率

波動がある点を通過する際の時間平均エネルギーは次

式で与えられる．

E=} 』•r Edt (22) 

ここで， T=2汀／（uは波動の周期である．

左半無限系における伝播モー ドUがr,.に入射する際
の時間平均エネルギー E；と，右半無限系左端応 を透過

して行く波動エネルギー瓦は次式により求めることがで

きる．

[GJ { ;, } = { ;~ } • 

[G]=[ iriHfrf;l -HrrH応llHH1:1+H"] 
(18) 

“ ーし）E;= —Im(u'•KLRu'), E, = ~Im(ujKRRu3) (23) 
2 2 

ここで，Im()は虚部， （Yは共役転置である．
透過率凡はこれらの比により定義する．

E、
Er = --=--
E; 

(24) 

3.2 インピーダンス行列の導出

以下では主に k/1/1の導出過程について述べる．当該の

無限周期系を伝播する波動モードに対して， u~ = t!u1(t! = 
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分布していることとなる． Fig.4において， CaseIにおけ

る透過率がパスバンド域にのみ存在し，その周波数域で

完全に透過する結果を得たのは，このことによるもので

あるまた，理論と矛盾のない結果を得ていることから，

本手法の妥当性が確認できる．

一方， Case2のQHに対応する周期軌道系においては，

ストップバンドが 34Hz以下と 104~187Hzの帯域とに分

布している．以上のことより， 1つ目のバスバンド域につ

いては， CaseIとCase2のQflに相当する無限系とで韮複

する周波数城が存在していないことがわかる．なお本来，

無限に続く周期軌道であれば，ストップバンドの周波数楷

における波動は減衰して完全に伝わらないただしCase2

でのQ/1の領域はまくらぎ2区間と短く，そのため当該構

造のストップパンド内の周波数であっても，波動が幾らか

は透過して行くこととなる． しかしFig.4より， Caselの

最初のバスパンド内の波動エネルギーが， Case2の軌道に

対して殆ど遮蔽される結果となっており，僅か2区間で

あっても異なる軌道構造が介在することにより，波動エネ

ルギーのほとんどが遮蔽されていることがわかる．

274Hz以上の周波数域は，CaseIおよび， Case2のQt/

に相当する周期軌道の両者に対してパスバンドを与えて

いる．そのため，この周波数域の波動モードはほぽ完全

に透過している．

5. おわりに

本研究では，左右の半無限周期軌道の間に，他の構造

を有する有限軌道が存在する場合を対象に，入射波動に

対する応答解析手法を梢成した．その際に必要となる半

無限系に関するインピーダンス行列の導出過程の計葬軽

減を図るため，モー ド重性による解法を採用した．解析

を通し，透過率と軌道構造の分散特性との対応について

考察した．短い軌道区間であっても，異なる構造を挿入す

ることで軌道内を伝播する波動を大幅に遮蔽し得ること

がわかった

Fig. 5 Dispersion curves 

4.3 解析結果

左右の半無限系に対応する無限周期構造内を減衰せず

に伝播する波動モードを入射波として用い， SOOHzまで

の範囲で解析を行った． Case!とCase2におりる透過率を

比較した結果をFig.4に示す．

なお，周波数によってはCaseIの無限周期系内を伝播

して行く波動モードが存在しない場合がある．このよう

な周波数帯をストップバンドと呼び，逆に伝播モードの

存在する周波数帯をパスパンドと呼ぶ． Case!の周期軌道

と， Case2における QHを無限に連ねて得られる周期軌道

とにおける伝播モードの分散曲線を求めたものをFig.Sに

示す図より， Case!では 112~192Hzおよび， 274Hz~

の周波数域に分散曲線が存在しており，すなわちこれら

の周波数帯がバスバンドを形成していることが確認でき

る．逆に，112Hz以下と192~274Hzの範囲において，伝

播モードの存在しない周波数帯であるストップパンドが
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