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Reduction of computational cost on cyclic deformation analysis of railway 
ballast using time-domain homogenization method 
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The numerical algorithm for reducing the computational work of the cyclic deformation analysis 
using the hypoplastic model with the time-domain homogenization is proposed. The multiple 
temporal scales of the stress, strain and void ratio are introduced, and the original constitutive 
equations are decomposed into coupled micro-chronological and macro-chronological equations 
using asymptotic analysis. The proposed algorithm enables us to change the step width of 
the macro-chronological analysis, and to reduce the number of the micro-chronological analysis. 
The accuracy of the simulation results depends on convergence speed of the accumulation of the 
permanent_ deformation. 
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1. はじめに

今日，わが国の鉄道軌道の多くでは，単粒度砕石から

なるバラスト道床が敷設され，荷重分散や振動・騒音低減

に効果を発揮している．バラスト道床は経済性や施工性

に優れているものの，列車が通過する度に残留変位が生

じ，その累和が道床沈下現象として顕在化する追床沈

下は軌道保守上の重要項目であり，長期間での道床沈下

址の商精度・麻効率予測は重要な課題となっている．

これまで，道床沈下メカニズムの解明を目的として，実

験的または解析的なアプローチからの研究が試みられて

いる例えば，石川らは，実物大有道床軌道の繰返し載荷

試険1），および大型繰返し三軸試敷2)を行い，道床沈下メ

カニズムの解明に取り組んでいる．実験によって残留変

位の発現特性や繰返し載荷による変形係数の変化特性に

ついて明らかにされているが，内部の応力分布やひずみ

分布が一様とならない実物大軌道では，追床内部の3次

元的な運動状態の観測が現在のと ころ困難であり，それ

を評価する試み3)もまだ端緒についたばかりであるその

ため，バラスト道床内部の運動状態は，離散化解析手法

による解析結果に基づき，定性的な識論に終始している

のが現状である

離散化解析手法によるバラスト道床およぴバラスト材

の繰返し載荷解析は，バラスト道床を構成する単粒度砕

石の粒径が道床厚などの代表寸法に比して必ずしも小さ

くないことを考慮して，不連続変形法(DDA)4).5)や個別

要素法(DEM)6),7),s)により行われてきたしかし，これ

らの手法では，粒子数の増加に伴って接触判定等の計勾

負荷が膨大となり，計算を安定に進めるために微小の時

間ステップを設定せざるを得ないことも相まって，数万回

以上の繰返し載荷・除荷によるバラス ト道床部の残留変位

解析は現実的とは言い難い

そこで著者らは，単粒度砕石の集合体であるパラスト

道床を弾塑性連続体としてモデル化し，道床沈下をバラ

スト道床部に発生した塑性変形として評価することに取

り組んできた．構成則と してhypoplasticモデルと拡張下

負荷面モデルの適用可能性について検討し9)'特に拡張下

負荷面モデルについては，実物大有道床軌道の繰返し鉛

直載荷試験の有限要素解析を行っている10). ただし，通

常の弾塑性モデルを採用しても，DEMやDDAと比べ計

節は容易となるものの，負荷・除荷の履歴をもれなく追跡

しなければならない点では変わりはないそのため，著

者らは，連続体モデルを用いた際の計節負荷を軽減する

ことを目的として， hypoplasticモデル11)による繰返し変

形解析において時間域均竹化法12)を適用し，その定式化

を示した13).ただし，解析精度の検証や計算の効率化に

対する実効性についての検討は十分とは言い難いなお，

連続体モデルに基づくバラスト道床の残留変形解析の計

窃効率を改善する試みとして，関根らが残留ひずみを累

梢損偽度1剥数として扱い，弾性有限要素法(FEM)モデル

を用いて簡易に評価する手法を提案している14)が，モデ

ル化の妥当性の而で課題が残されている．

そこで，本研究では， hypoplasticモデルによる繰返し

変形解析において時間域均質化法を適用した解析手法を

対象に，本手法の適用による繰返し変形解析の効率化の

可能性について検討する．

2. Hypoplasticモデル

本研究では，バラスト道床の繰り返し変形挙動の評価

にhypoplasticモデルを用いる． Hypoplasticモデルは，

古典的弾塑性論のように，弾性城と塑性域の区別がない

ために，，古典的弾塑性モデルと比べて簡易な構成式で表
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現できる構成式は．次式で与えられる11). 次式で与えることができる．

T';j = J.［如＋fdNijp可，

如 ＝afDij +Tiぷ l知 ， N;1= a1（九＋勾）
(1) 

巧（X,t)；＝勾 (X,t,r)= 

なお，文献11)では，客観応力速度とストレッチングとの

間の関係を規定しているが，本研究では微小変形を仮定

し，客観応力速度は応カテンソルの物質II寺!'!II微分Tで，
ストレッチングは微小ひずみテンソル eの物質時間微分

Cでそれぞれ与える．また，九＝TijITkkとし，勾は

fijの偏差成分である．

定数fs,fdは それぞれ次式で与える．

f.＝点（9）干信）I n 

fd=（三 ）or

h叶＋i - （こ ―― こ ）or~
ei = e;o exp [-(3p/h8)n], 

ec/e; = eco/e;o, 

ここで，

なお，

P = -Tkk/3 

匂／e;= edo/e;o 

ただし， 加 は粒子硬度，c1,a, {3, n材料定数である．

e;, ec, edは最大問隙比，限界状態間隙比，最小間隙比

であり，p=Oにおける各々の値e;o• eco • edOは材料定

数として与える．

材料定数a1は，材料の限界状態における偏差応力を T

平面上でプロットした勘合の原点から偏差応力までの距

離に相当し，次式で与えられる．

a1 = {c1 + c2IIT*ll[l + cos(30)]}―1 

cos(30) =—V6tr（炉）［tr（和）］

c2は材料定数である．

間隙比の変化速度は次式で与える．

e = (1 + e)Dkk = (1 + e)知
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3. 構成式の時間域マルチスケール分解

本研究では，前節で示した構成式に対し，文献13)で示

した時間域均質化法12)の定式化を適用し， ミクロ時間ス

ケールとマクロ時間スケールの 2つの時間スケールの下

での構成式を弱連成の下で解く．本節では，文献13)の定

式化の要点と，解析に用いる 2つの構成式を示しておく．

まず，ミクロ時間変数 Tとマクロ時間変数tを定義し，

2つのスケール間でくをスケール変換パラメータとして

T = t／く （く≪ 1)なる関係を有するものとする．さらに，
時間に関する多重スケール性を応力Tij,ひずみcij，間

隙比eに仮定すると，X は物質点の位骰ベクトルとして，

ど く吋炉(X,t,T),
m=O,l,・・・

心（X,t):=叫X,t,T）＝ こ（＇ nc炉(X,t,T), 
m=O,l, ·• 

こ＜me(m)(X,t,T),
m~ O,l,·· · 

i(X,t) := e(X,t,r) = 

(10) 

式(10)の物質時間微分は，くの項別に整理して，次式で

表すことができる．

ど＜m-1礼＂l l)(X,t,T) 
m=O,J,... 

心(X,t):= ど <”1-le{Jm-1)(X,t,T)
m=0,1,... 

が(X,t):= ど くm-le(m-1¥X't,r) 
m=O,J,... 

裕(X,t):=

T.(.-1)=T(O) 
”ij,T’ 
,(-1) __  (O) 
c. ・ = c.. 
9] 2J,T’ 

• (-1) (0) 
e', = e;r・' 

芍 ―1=T叩＋Tii,r

•9l - l n 
的 ＝Cii,t +cij,T 
-n-1,  n 
e・・ • = e,t + e;~ 

ここで． n= 1,2,・・・とする．
3.1 応力速度 ・ひずみ速度関係式

まず， 応力速度・ひずみ速度関係について考える．マル

チスケール分解の対象となるのは，式(1)-(8)である．こ

れらの式に対し，式(10)-(12)を適用し，くに脚する主要

項を評価する．その結果， 0（ぐりの構成式として次式を

得る．

虚＝f{0)［堺＋Ji0)汎°)

堺：＝aio)2心＋九°)f}加認，
N岱:=ai゚） ［埒＋礼~)•]'

f~o) 三国［品（O)（で）1-n

/JO):= (~：喜 ） ゜

(11) 

(12) 

(13) 

ここで，T，呼 ＝Tt呼／T四 ，p（O)= -T図／3であり，L妍，

N隈Jio>,J!o)は次式で定義される．

(14) 

(15) 

亭：＝｛C1 + c2IIT{0)• 11r1 + cos(30(0))]}―l 

cos(30(0)) := —V6tr(f (0)•3) (tr(T゚＊2))-3/2

e; := e;o := e;o exp [-(3p(o) /hs『]
(O) (O) (O) 
匂 ／edo= et'/eco = et'/e;o 

ここで， Ti~o) . c隈 e(o)が次のように分解できるものと
する．

(16) 
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T岱(X,t,T）＝九（X,t)+T;j(X,t,T)
堺(X,t,T）＝的（X,t)＋的(X,t,T)
e<0>cx,t,T) = e(X,t} + e(X,t,T) 

(17) 

式(13)より，ミクロ時間スケールにおける構成式として

次式を得る．

鯰＝炉［叶0)2知＋九°)fl図，T
叫°)亭（呼＋礼°)*)¢

(18) 

一方， 0((0)の構成式は，諸祉の漸近展開において展

開第1項のみを考えて高次項を無視すると，次式で与え

られる．

T,！翌 ＝Ji゚） ［吋0)2l::ij,t +'1岱°)1:;?hi!]]
(0) _(O) 

+ j}O冴O)Ni~)沿芦奇
cァ6,TCT6,T

(19) 

ここで，式(17)を(19)に代入し． TOをミクロ時間スケー

ルの代表長さとして Tについて次式の時間平均をとる．

〈¢〉：＝汀゚ r/>(X,t, r)dT 
To Jo 

(20) 

その結果，次式を得る．

恥＋〈T,山＝〈Cijkl〉如＋〈Cijkt€ij,t〉,

知：＝杯°)亭（如妙＋如＋知） (21) 

+JJO屯°)埒＋fi°)f(O)N(O) gkl,T 
d "ij ✓匂，ふ6,T

式 (21) において，〈（T- 町）€ij,t〉 =0 のように n を選び，

€ij,tを含む各項を平均値の定理を用いて近似すると，最
終的に次式を得る．

如＋〈加，t＝〈C叫如＋Cijkt(T1)〈和〉，t (22) 

式(22)は，マクロ時間スケールにおける構成式となる．

3.2 間隙比の発展則

応力速度—ひずみ速度関係の場合と同様に，間隙比の発

展則についても時間域均質化法を適用する．式(9)の諸訊

にマルチスケール性を仮定し，式 (10),(11)を適用する

と次式を得る．

0（戸） ： 

0((0) : 

e烈＝［1+ e(O)]t::kk,r, 
(O) (1) (1) 
et + eT = e ckk,T 

+ [1 +e(O)][c昆＋c此］
(23) 

ここで，漸近展開の高次項（添字”(1)” の付された項）を

無視すると，式(17)を式(23)第1式に代入すると，ミク

ロ時間スケールにおける発展則を規定する式が得られる．

e,t = (1 + e + eJikk,r (24) 

一方，式(17)を式(23)第2式に代入し， Tに関する時間

平均をとる．さらに〈(r-T2)ikk,t〉=0となるように乃

を定め，平均値の定理を適用すると，マクロ時間スケー・

ルにおける発展則を規定する式は次式で得られる．

印＋〈恥 ＝［l+e+〈6〉]ekk,T

+ (1 + e + e(r2)]〈弘〉，t
(25) 

4. 要素試験の解析アルゴリズム

供試体内の応力場が一様となる要素試験の繰返し載荷

試験を対象に，本手法を用いて応力解析を実行する協合，

ミクロ時間スケール・マクロ時間スケールの連成効果を弱

い意味で考應した，以下のアルゴリズムを適用する．

解析アルゴリズム

(1)載荷・除荷N。-1サイクルまでは， hypopla.sticモ
デルを用いた通常の弾塑性解析を実行する．ただし，

接線係数および各サイクル内でのひずみ・間隙比の変

動成分に関する時間平均計算は解析に並行して行う．

応力解析を実行するに当たり，最初の No-1サイク

ル分を時間域均質化法の適用対象から除外するのは，

残留ひずみの各サイクル終了時の増分批が大きい段

階で時間域均質化法を適用すると，均質化法適用に

より生じる誤差の影態が大きくなるためである．

(2)載荷・除荷 Noサイクルから，ツースケール分離解

法を適用する．まず， ミクロ時間応答e,eをミクロ
スケール構成式より計算する．また， TI, 72, およ

ぴミクロ時間応答および接線係数の時間平均もあわ

せて計罫しておく．

(3)上記(2)の結果を用いて，載荷・除荷 No十△Nサ

イクル終了時の残留ひずみ・間隙比を計節する．そ

の際，ミクロ時間平均のマクロ時間変化率〈る〉，tを計

節する必要があるが，次式で評価する．

〈¢〉N。-〈¢〉No-I
1 

<¢>,t~
~),t ~ ~ （載荷 ・除荷Noサイクル）
伽。十k△N-〈ぶ〉No+(k-I)△N

△N 
（載荷・除荷No+k△Nサイクル）

(26) 

ミクロ時間平均のマクロ時間変化率を式(26)で与え

ることは，載荷・除荷 No+(k -1)△Nサイクルか

らNo+k△Nまでの間，マクロ時間平均の値はサイ

クル数に対して線形に変化することを仮定すること

意味している．

(4)上記(2),(3)の計算を，繰返し計算する．その結果，

残留ひずみ・間隙比は，載荷・除荷 No+k△Nサイ

クルでの値が得られることとなる．その結果，△N

の値を大きく設定するほど，解析時の計算祉は削減

されることとなる．

5. 解析手法の妥当性の検討

上述の解析手法の妥当性を検討するために，石川らが実

施した，バラスト材の大型繰返し三軸試験2)の応力解析を

行った．試験は直径30cm,高さ 60cmの円筒供試体を対

象に，圧密排気条件のCD条件のもとで実施している．拘

束圧は四＝ 19.6kPa，最大主応力比（芸）max=5に定め

ている．本手法では，載荷・除荷 Noサイクルから時間ス

ケール分離解法を適用するが，適用開始時の残留ひずみ・

間隙比をマクロ時間応答€, eの初期値とし，ミクロ時間
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変化率が大きく，本手法ではその変化率の値は Noサイク

ルから No十△Nサイクルまで一定と仮定しているため，

本来であれば漸減していく マクロ時間変化率を精度よく

近似できていないことが原因と思われる．一方，No=5 

（載荷・除荷5サイクル）から時間スケール分離解法を適

用した楊合には，解析結果にそれほど大きな差は認めら

れない．そのため，残留変形の発現がある程度収束した

状況下では，本手法を適用することで計箕負荷を軽減で

きる可能性があることが分かる．

今後は，実物大有道床軌道の繰返し変形解析に本手法

を適用し，その籾度や計箆効率について検討することと

したVヽ．

Fig. 1 Permanent axial strain under the various val-

ues of No and△N. 

0.6 

，
 
，
 

5
 ゜

0
!
)
l!l
P
!
O
J¥ 

―←  N。=5.△N=5 
・・・・A・・・ N。=5.△N=lO 
•…… •• No= 5.• N=l 

0.598 

ー No=2△N=5
··••o--- N。=2△N=lO 
— N。=2 △N=l 
----Conventional 

t,>-・・O-・・・O・・・・O・・・-0 •• •◊···◊···0-···0…•O 

゜ Number of cycles 
100 

Fig. 2 Influence of the values of No and△Non the 

void ratio at the perfect unloading state in ev-

ery loading/unloading cycle. 

応答e,eの初期値はいずれの成分も 0と設定するまた，
応力については，'I'ij= -19.6妬(kPa),冗＝勾 ー九

となり，応力振幅一定の条件から，〈fij〉,t=Oとなるな

お，時間スケール分離解法適用前の通常の弾塑性解析に

ついては，試験条件を考應し，初期ひずみはいずれの成

分も 0,初期間隙比は 0.6としている．

本手法を適用するに当たり，時間スケール分離解法適

用開始サイクルNo,およびマクロ時間応答の計鍔ステッ

プ △Nの設定が解析結果に及ぽす影製を検討する必要が

ある．そこで，No=2, 5,△N =1, 5, 10とした場合に

おける，各載荷・除荷サイクルでの残留軸ひずみを Fig.

1，間隙比を Fig.2にそれぞれ示す解析結果より，残

留ひずみの進展がさほど進んでいない No=2（載荷 ・除

荷2サイクル）から時間スケール分離解法を適用 した場

合，マクロ応答評価のサイクル幅△Nの影響が非常に大

き<,△Nが小さいほど従来の弾塑性解析結果に近い値

をとるが，△Nが大きくなると残留変形が過大評価され

ることが分かる．これは， II寺問スケール分離解法適用開始

時において，ミクロ応答の時1t1平均に関するマクロ時間
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