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Contact problem between a wheel and rail is a fundamental problem of railway vehicle dynamics. J.J.Kalker 

proposed the method for solving the contact problem considering the three-dimensional elastic theory using the 

active set method for optimal calculations required in solving the problem. It is shown that the proposed method 
using the primal-dual interior point method for optimal calculations is better in calculating speed than Kalker's 

original method. It is also found that the area which has to be analyzed can be calculated reasonably and 

automatically using our proposed method. We have concluded that one can solve the contact problem by our 

proposed method about 2 to IO times faster than by Kalker's original algorithm. 
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1. 緒言
鉄道車両の連動を考えるうえで，走行シミュレーショ

ンを行うような場合，車輪とレールの間の接触問題，特

に，車輪とレールの接触領域でどのような弾性変形やそ

れに伴うクリープカが生じているのかという問題を精桜

よく高速に解けることが頂要である．

過去のシミュレーションでは，殆どのケースにおいて，

車輪とレールの接触領域と接触l七分布の計符．には Hertz

接触が，接触領域内の接線力の計節には KaIkerが提案し

た FASTSIMが川いられてきたこの計符方法では車輪

とレールの接触領域は常に Hertz接触解による楕円形と
なる．実院の接触形状や接触面内の圧力分布は Hertz接

触解と大きく異なる場合があることが知られ，このとき

のクリープカを止確に求めるのは困難である．現実の接

触状態に向けてより厳花な解が求まる方法として，

Kalkerが提案 した，弾性学の理論に某づく EXACT

THEORYを川いるとより止確なnt3知：ができるとされて
いる．しかし．EXACTTHEORYでは各時間ステップに

おいて最適問題を解く必要があり， FASTSIMに比べて計

符：時間が必要であり，現状では EXACTTHEORYを時刻

歴の車両運動ンミュレーション解祈などに適川した計窟

例は殆どない

そこで，本研究ではKaIkerのEXACTTHEORYについ

て，（I)EXACT THEORYの内部で行う最適計窟のアルゴ

リズム，（2)接触領域を効果的に見禎もる方法，の検討

を行った．本報店では，提案した計節手法について記し，

それが実院の車輪とレールの接触計節にも 1•分に適川で

きることを述べる．

2. EXACT THEORYによる接触問題の定式化
Ka Ikerは， Fichera,Duvaut-Lionsらのエネルギ｝｝代理に

1対する理論をも とに，EXACTTHEORYでは，ある時刻 I

における圧力分布 pが，各時間ステップにおいて式(I)

に示す最適問題を， pを変数として解くことにより街ら

れることを示した＂＇ ．

1 
mm C = ipi;A1;1iPJi + h1p13 + (W1,―咋）PIT

sub P/3 ~ 0、 IPrTI~ μp,3、 dQ[PrJ = P, for J = 1..MN  (I) 

但し，記け•はp:接触面内の｝十：力， h: 車輪・レールの法
線方向距離，μ摩擦係数， W:剛体すべり， 11':Iステ

ップ前の時刻における変位， A:影密係数行列， また 1

(l=l,2,3,... MN), J (1=1,2,3,... MN)（硲字）：解析対象領城面
内にとったグリッド番号で MNはグリッド総数，i

(i=l.2.3), j (j=I,2、3)（餘字）：x，y,z方向，て（て＝1,2)（節字） ： 

x,y方向， dQ:Iつのグリッドの面積を表す．なお，影響
係数行列は対称行列である．

本研究では，車輪とレールは同一の物性値をもつもの

として扱う ．その場合，式(I)は「法線方向の問題(NORM)」

（式(2))および「接甲面内の問題（TANG）」（式（3）)に示す 2
つのプロセスに分かれ，各時間ステップにつき 1回ずつ

これらのプロセスを計節すればよい．

・法線方向の問題(NORM)
1 

min <f, = ~p,凶13/3p/3 +hJPJ3 

sub pp ~ 0 Jar J = l..MN, dQ L PrJ = P (2) 
．接平面内の問題（TANG) • 
1 

min <f, = ~p1,AITJTPJT + (WJT ―咋）Pl•

sub IPJTI ~ μp,3 for J = l..MN  (3) 

3. 接触問題の求解アルゴリズム
式(2),(3)の解は，それぞれ式（5)~{8),式(9)~(12)に

掲げる，最適性の条件 (KKT条件：カルーシュ ・キュー

ン・タッカ一条件）を満たすようなpとして求められる．

但し， zはイ＜等式条件に対応するラグランジュ乗数，yは

等式条件に対応するラグランジュ乗数，gl= μp/3である．
・式(2)のKKT条件

A国3PJ3+h1-y-z, = O 

P-dQL四 ＝0
I 

(5) 

(6) 
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ZIと0

点ー叶＋佑）凶〇

(I 0) 

(11) 

3. 1. 2接線方向の問題に対する KaIkerのアルゴリズム

Slcpl:g:-(P:1 + pぶ ） ＞ 0 を油たす P11• P12がそれ
ぞれI=1,2,3,…,m とIn個あるとすれば，残り の
MN-m個のPn, P12はg;-(p;, + Pi2) = 0を
滴たし，これらの MN-m個の小等式粂件が有効制約

である．式(12)から．g;-(p;, + Pi2) > 0を満
たすP11, P,2に対応する z,はz,=0を満たす．

stcp2：未知の虻はそれぞれ MN個のPn• P12 • MN-m個
の Z1 であり ， ェ~(9)の方程式の数が 2MN 個 ， また

g; -(p}1 +ph)=0がMN-m個のp/1, p/2に
ついて成り寸．つので角名を求めることができる．即ち

［ 塁唸：芯：；

巳し［言言[:[：］：：言言：／`
3. 1 Kalkerの計算方法

Kalkerの計節手法は．いわゆる有効制約法のアルゴリ

ズムI21を一部條l卜．．したものである．具体的なアルゴリズ

ムについては文献(3]に述ぺられているので，ここではiit

節の流れを簡深に記す．

3. 1. 1法線方向の問題に対する KaIkerのアルゴリズム

stcpl: p13 > 0となる p13がI=1,2,3,...,m と ，n個ある
とする．すると，残りの MN-m個のp139まp13=0 
であり ．これら MN-m個のイ漉等式条件がイ「効制約で

ある．式(7)から． Pn> 0となる Pnに対応するz,
はz,=0を滴たす．

stcp2：未知の砧は m個のp13,MN-m個のz,.およびy
であり，式(5),(6)の方程式の数が MNI-1であるこ

とから鮒を求めることができる．即ち

Auu... A1""3 0 ... 0 -1 

: -1 

: -1 

A四 J... A.,., 0 ... 

゜
-1 

A.♦1313 • • • A.心～ ー1 -1 

-1 -1 

-1 

Aぼ 313 • • • A- -1 -1 

l 1... 1 0 ... 

゜゚
を解く．

゜
Pl1 W,'―咋

゜
f/ll W29-Uh 

(I 2) 

゜
P•l w..'―ヽ鵬1

2z.+1P—會11 p ．會11 w．會II-Uし＋11

Pu -hn 

—h12 

p.., 

工m1

ZM 
-h而p 1MN 

y 
(13) 

stcp3: 111個の Pnが

• p13 "?.0をir!riたせばstcp4ヘ
・滴たさない場合， Pn"?.0を満たさない Pnに対
応するIを全て新たにイf効制約に加えて stepIへ

stcp4:MN-m個のz,が
• z,;;:: 0を満たせばp13、z,.yは式(2)の最適鮒
．悩iたさない届合． z,;;::0を悩たさないz,に対応
するIを令て．布効制約から外して step2ヘ

2zM「 | + ( ~:と： ）,~, + ,~l = o (14) 

゜と會IP•心

2zMNPMH2 

l::̀:：：ば：`
品枷―叫!NIサも、2)=0

を解く．

p .. 
P•+U 

P凶d2

w..ーな
w..n - 、.♦12

W叩 2-U畑2

(15) 

step3: m個の pll,pJ， が
• g]-(p]1 +p了2)こ0を油たせばstcp4ヘ
・協iたさない届合，g; -(p;I + pぶ ） ~ o を滴た
さないpll, p/2に対応する1を令て， 新たに有
効制約に加えて step!へ

step4: MN-m制のz,が
• z, ~ o を油たせばp/1. p/2.Z， は式(3)の最適解
．泌たさない場合，z,~ 0を沿たさないz,に対応
するIを全て，有効制約から外して slcp2ヘ

法線）JlhII})|tilむと(/)違いは1逹今式条件が有効制約と な
っていても1直ちには P,rは分からない点，それに関述し

て式( 14) , 式（ 15)から分かるように方程式は連v••一次方程

式になっている点である．Kalkcrは文献(3]におし、て ‘'We

have had cxccllcnt results using a Newton-Raphson technique 
to solve it."と述ぺている．そこで本研究でも方程式の求

解にはニュートン ・ラプソン法を）IJいた．ニュー トン ・
ラフソン法を適川するためには式(14),式（15)のヤコビ行

列が必要であり．そのサイズは 3MN-mである．

3. 2主双対内点法による計算方法

1980年代後半に提案されて現在も放学の分野で研究

が行われている，内，点法の一稲であるキ双対内点法を本
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研究に川いて独自に実装を行った．キ双対内点法では，

KKT条件のうちのイ沼等式制約に閑する相補性の条件，式

(7), (12)の右辺を止のパラメータμで脱き換え，μを逐

次小さくしながら KKT点に収束する点列を生成 し，あ

る小数Eに対しμ ＜どとなった段階で収束したものと判
定する．式(2),(3)の求解のために中双対内点法を適川 し

た届合の計捺の流れは次のように表される．

3. 2. 1法線方向の問題に対する主双対内点法のアルゴリ

ズム

step I: p 13, z 1, Y. μの初期値を定める．

step2: k回目の反復においては
-1 -1 
-I -1 

A”’ 呵~+lti - ~-!'i
-1 

(~ l= 
-L’’ -1 ztJl1ーμ

-1-1...-1 I 

゜ ゜
如—µ

ZI I,,..厄石

゜
z“”“-μ 

如‘ | 知 | J (16) 

を鮒いて p13,z,,yの進む方向を求める．但し，

P =(p13,p23,…,pAIN3)', z = (z1,z2,…,ZAIN)''右
辺右下の K は “ K 回 H の反復における f11~:" を意味す

る．

step3: p、zについては，最大のステップサイズを1として，

非負条件を油たすように dp,dz方向に進む．

step4: L、P;Z、<¢が
・満たされていればp13、zyは式(2)の最適解
• そうでなければµ ← aご，Pizi <§と して sICp2ヘ

式(16)井辺の係数行列ばサイズが 2MN+Iであるが，

実際にはよりサイズの小さな方程式を解けばよい．式

(I 6)内の井辺の各プロック行列を B11,B,2,…,B33・右辺

の各プロック行列を C1,C2,C3と表せば，式(16)は

｛ご：＋B12dz + B13y : :: 
恥 dp＋恥dz = C; ., 

(17) 

の形に祷ける． 3番Hの式から dzは容易に梢去できるの

で，結局，係数行列のサイズが MN+lである

ロニl(dp)=( c•1 -9:] 
を鮒けばよいことが分かる．

3. 2.2接線方向の問題に対する主双対内点法のアルゴリ

ズム

step I: p Jr, Z 1, JIの初期値を定める

step2: k回Hの反復においてぱ式(19)を解く．但し，
Pi= (P11,P21,.. ·,PMNI )'• Pi= (P12,P22,…,PMN2 )' • 
z=(z1,z2,…,ZMN)',右辺右下のKぱ “K回Hの反
復における 111~:’' を意味する．

贔

A1111P11 +An呻rz+ (Wn -uj,) + 21 :~:: 

． 11 

Z1pu 

o[ i: ]= A111がn+A叩prz+ (W12 -uj2) + 2 I Z如
ば ー叫＋p2n）)z1-μ

ば ー品＋1"-22)）石一μ

： 

,MN2 

~N ― Cntm ＋p2MH2))zMN ー µ
ここで Dは

佃 I會2「”z」 7'11 
知

知

伍＋fz, ・...」
わU
わ

知

1(19) 

’’~--

’"~—• 
一:!pnz1 加 ZI r. ~(t,d, + ーf,吐,)＋み）
ーや互 ー知り

ーわMm血 -:l!J¥“”四 ¢—吐血”~)

である．

step3: p, zについては巌大のステップサイズを 1として，

非負条件を協たすように dp,dz方向に進む．

s1ep4: L炉;Z;<どが
..hiiたされていればpll,p2,z1は式(3)の最適解
• そうでなければµ ←aご戌iziくどとしてstep2ヘ

式(19)左辺の係数行列は，サイズが3MNであるが，実

際にはよりサイズの小さな方程式を解けばよい．式(19)

内の左辺の各プロック行列を B11,B,2,…,B33,右辺の各

プロック行列を C1,C2,C3と表せば，式(19)は

に：芯：芯：忍
B31dp1 + 832dp戸B逆z =c.~ 

(20) 

の形に即ナる． 3番Hの式かられは容易に消去できるの
で，結局，係数行列のサイズが 2MNである

A麦こ口り
= (~、：：ビ）

を解けばよいことが分かる．

(21) 

3. 3両者のアルゴリズムの比較

3.1 i1ii, 3.2節で述べたことから、解析対象領域に同一
数のグリッドがとってあり，かつ計節が収束するまでの

反復阿数が両者で仮に同程艇であれば．キ双対内点法に

よる角名法を川いたほうが，①法線方向の問題については，

方程式の係数行列のサイズは同じだが，係数行列が対称
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行列に掛けるため，理想的には計椋時間が Kalkerの方法

の半分程炭になると考えられる，②接線方向の問頗に対

してはよりサイズの小さな， しかも連寸r．線型方程式を解
くのみでよいので数倍～数 1•倍高速である， と い う予想

ができる．実際に 2球の接触問題において数値実験を行

ったと ころ，計節時間を Kalkerのアルゴリズムよりも法

線方向の問題では 2/3和炭に，接線方向の問題では，問

題にもよるが 1/2~1/10程炭にできることを確かめた．

4. 解析の対象領域を効率的に見積もる方法

法線方向の問題については，第 3岸で述べたことから

分かるように，予め定めた解析の対象領域内でPn> 0 
の部分と Pn=0の部分を分けるこ とで接触領域の判
別が行われる． 一般の物体同上の接触については，接触

領域を Hertz接触の場合のように見禎もる ことはできな

い解析の対象領域に、真の接触領域以外の部分の割合

が実際の接触領域に比べて多くなると，接触圧力分布な

ど，接触の様fを上手く表せなくなる．そのような例を

図 1に掲げる．（a）と(b)とでは，初めに定めた解析対象領

域のみが異なり，（b)は上手く 接触状態が求まっていない．

9--令“か鍮Y '“·叫 99999999•一

X̀0 

夏口：t0:.-0.o °゚

;l]]]z:od: 
5 車輪とレールの接触計算への適用

本研究で提案した計節手法を実際の車輪とレールの接

触領域を求める問題に適川した例を掲げる．

例として，欧州で川いられている SI002JI-沓面形状の車

輪と UIC60レールの組合せにおける右側車輪の接触圧力

分布の計鈴をとりあげる．

5. 1 本研究で提案した計算方法による結果

00,0f 

Y7.. :tt,:,.:匹(a)Contact patch (b)Pressure distribution 

Fig.2 Optimized result for problem "NORM" 

NomnI””'U9●oa心umn

:9 / s 

計節条件は，中止位四で軸項 78.SkNとした 最初の角名

析の対象領域は概ねレール長手方向に 40mm,断面方向

に 70mm和低であり， レール長手方向に 30個，断面方

向に 40個のグリッドをと って離散化している．計節時間

は 4.29sであった．求まった接触領域の形状と接触圧力

分布を図 2 に示す．

5. 2 Ka Ikerの計算方法による結果

5.1節の計鉢を行えば，頁の接触領域を含む長方形の

サイズが分かるので，続いてその長方形を解析の対象領

城として， 5.1節と同様の計掠条件のもとで Kalkerのア

ルゴリズムを川いて計採を行った．計鈴時間は 5.26sで

あった．接触領域の形状と接触圧力分布を図 3に示す．

0091 

O O ・

,IM10; 

-0006, 

009ト

600l 

四 I

： 
a、OOJ
;!_.., 

心 I

N如•,"es匹•a`"“m

如g• -:~ .- - - --~ .―ー。
.."I,¥19 -009 -0.00, d ooo, o09 

.hl 
0019 OOI 。"：；冨• .:~-0901 如l

(a)Contact patch (b)Pressure distribution 

Fig.3 Optimized result for problem "NORM" 

図 3より， Kalkerのアルゴリズムで計椋を行った場合

も， 接触領域と圧力分布について同様の結果が得られる

ことが分かる．

なお，この接触計符：については文献(4]等に計節例が示

されており，本研究における計掠結果はそれらの計節結

果とも一致している．

6 結捨

本研究のキな結論は次のとおり である．

I.接触lit麻のアルゴリズムについては，本研究で採川し

た中双対内点法を川いたアルゴリズムをJIJいたほうが，

Kalkerの計節方法よりも，法線方向の問題，接線方向

の問題ともに高速化される．

2.キ双対内点法の計探の進み方を生かして，解析の対象

領域を 1 回の最適計探の内部で修止していくことでグ

リッドを有効に使う方法について考寮し，実際の数（直

実験によって提案した方法が有効であることを示した．

3.代表的なレールと車輪の組合せに対して接触計掠の

過程及び結果を示し，本研究で提案した計筒方法が，

従来知られている方法よりも高速で効率の良い手法で

あることを示した．
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