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不均質部を有する無限軌道の動的応答解析
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This paper presents a numerical method to construct transmitting boundaries for periodic railway tracks. 
To achieve this, the Floquet transform is utilized. The developed method is applied to a periodically 
supported rail having a finite irregular zone subjected to harmonic loads. Through comparison with the 
present method and the conventional way of very long but finite railway modeling, the superiority over 
the truncated model is demonstrated. 
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1. はじめに

軌道系の動的応答特性の把握は，周辺地盤や列車の振動

抑制などの観点から重要であり，これまでに数値モデルに

よる動的解析が多くなされて来た．その多くはレールを有

限長で打ち切ったモデルを採用している．なお，レール振動

をGreen関数表現する場合凡これを無限長のはりとして

モデル化可能であるが，まくらぎ等による離散支持部の設

定は有限区間に限られる． したがって，そのような手法に

よっても離散支持下の無限軌道を表現することはできない．

減衰系での応答解析の場合，解析領域を十分に長くとれ

ば打ち切り端からの反射波は消散することとなるため，従

来解法による有限長モデルでも適切な結果を得ることがで

きる．しかし，モード解析など無減衰系により理想化し，軌

道系の基本的動特性を抽出しようとする場合，打ち切り端

の影響が応答全体に及ぶため，有限長モデルによる解析は

無意味となる．

鉄道軌道では，一般にレールをまくらぎで離散支持する

構造が用いられている．当該構造は無限に長い周期構造に

より理想化することができる．著者らは，この様な無限周

期場の振動解析を通し，波動伝播特性等について調べてき

た2),3),4). 周期構造系の力学問題は， Floquet解析手法に

より，それを構成する最小単位（ユニットセル）における問

題に帰着して解くことができる．したがって，この方法に

よれば無限周期軌道の力学解析が可能となる．

しかし，一部に周期性から外れた不均質部を含む場合，も

はやFloquet解析は適用できない実際の軌道においては，

レール継目に代表される様な非周期部を含む構造を有する

場合がある．この様な箇所が軌道構造上の弱点となるケー

スが多く， したがって，非周期部を含む無限軌道構造の応

答特性の把握は重要である

そこで本研究では，上述の様に一部に他と異なる構造を
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含む無限軌道を対象とした解析手法を提案する．具体的に

は，非周期構造端に，その左右の周期軌道の動的応答を表

現する伝達境界を接合する．なお，半無限周期場の伝達境

界は， Floquet変換を用い構成する．構成手法を継目の加振

応答解析に適用し，本手法の有効性を確認する．

2. 解析手法の概要

2.1 対象とする問題

図 1の様に，一部に他と異なる構造を含む無限軌道を考

える．なお，左右の半無限域は周期性を有するものとする．

また，調和外力は非周期部にのみ作用するものとする．

2.2 求解方程式

上述の問題の具体的解法を構成するまず，非周期域の

部分構造における運動方程式が次式で与えられているもの

とする．
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図 1解析対象問題
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る単一加振に対して行う．この結果求められた {Uふ{E}
を並べて得られる行列を [U),[F]と定義する．これにより，

左右端の伝達境界に関する行列 [KL],[KR]が次式により陰

的に与えられることとなる．

m1 m1 m1 
[KL][U叶＝ ［FL], [KR][U叫＝ ［F司 (4) 

し
図 2無限周期軌道の加振問題

ここで， Kii= Kii -w2Mii, Kii, Mi]はそれぞれ剛
性および質量部分行列である．また， wは加振円振動数，

{U}, {F}は節点変位および節点カベクトルである．なお，

下添字L,R,Hは非周期部左右端節点，およびそれ以外の

節点を意味する．今，当該域にのみ外力が作用しているの

で，｛F｝のみ既知量として与えられている．
左右の半無限周期構造端（結合点）における節点変位と節

点力との関係が次式により与えられているものとする．

[KL]{UL} = {FL}, [KR]{UR} = {F叶 (2)

すると結合点での変位の連続条件ど力のつり合い条件

より，次式を得る．
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式(3)を解くことで，非周期部を含む無限場の加振応答を

求めることができる．

3. 伝達境界の構成

3.1 無限周期構造の加振問題

前節において設定した問題は，式(2)の伝達境界式を与え

る行列 [KL],[K叫を求めることに帰着する．波動の伝播方

向に一様な半無限場の伝達境界は Lysmerら5)によって提

案され，現在広く用いられている．一方，周期構造系に対

するものは，小自由度の単純な系に対し文献5)と同様の手

法を適用した例があるのみである6）．ここでは，有限要素法

などの汎用離散化手法の下に与えられる多自由度系に適用

可能な一般的手法を構成する．

図 2に示すような，図 1の周期部のみで構成される無限

系を与える．ここで，外力としては，図 1の接合点 Lまた

はRに相当する節点における単一加振を考える．この外力

に対する結合点での節点変位と内部節点力を {U小{Fi}と
おく ．なお，内部節点力はL点の場合，加振点を右端に持つ

要素で， R点の場合は左端に持つ要素でそれぞれ求めるもの

とする．同様の解析を，接合点の全ての節点力成分iに関す

式(4)を[KL],[K叫について解くことで，当該行列を得る．

3.2 Floquet変換による解析

前述のとおり，［K吐[K吋の計算は無限周期構造の加振

応答解析によりなされることとなる．当該の解析にFloquet

変換を用いる．以下にその概要を述べる．

x方向の無限域で定義された関数f(x)の，ある基準長L

における Floquet変換jは次式で与えられる7).

00 

知，l'i,)＝ こJ（る十nL)einKL (5) 
n=-oo 

ここで，ると KはそれぞれーL/2~ x ~ L/2, 0 ~,,,, ~ 21r/L 
における実数であり， K をFloquet波数と呼ぶ．jはるに

ついて次のような周期性（第 2種周期性）を有する．

fほ＋L,K) = e―iK-L f（X,K) 

L(x)u（x,K) = lほK)

L r21r1L 
叩）＝云Im)e―inK-L dK 
゜

(6) 

式(5)の特性により，周期長 Lの無限周期構造における

力学問題は，それを構成する 1ユニットセルにおける力学

問題に帰着して解くことができる．

(7) 

ここで，£は当該力学問題の支配方程式における微分演算

子， a，iは変位と外力の Floquet変換である．

式(7）のaに第2種周期条件を課して解くことで， d（X,K) 
を求めることができる変位u(x)は次の逆Floquet変換に

より与えられる．

(8) 

以上の手順により，無限周期構造の加振応答解析がなさ

れる．

3.3 逆Floquet変換の処理

式（8)の逆Floquet変換は Floquet波数域での積分計算

により実行される．減衰系の様に dが波数―周波数空間で

特異点を持たない場合，当該積分はFFTにより効率的に処

理が可能である． しかし，無減衰系の場合，図 2の無限場

において，無限遠まで伝播して行く波動モードが存在する

ため2), K-w空間の分散曲線上に特異点が分布することと

なる．この特異性は一般に1/K,のオーダーであるため，通
常の積分では評価できない．ここでは Kの積分域を実数軸

から複素平面に拡張し，積分区間における特異点（極）を迂

回する方法を採ったなお，詳細については文献4)を参照

されたい
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図 3 無限周期軌道の単位調和加振問題
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4. 解析例

4.1 無限周期軌道の加振解析

図 3に示す無限周期軌道の単位調和加振問題の解析に，

本手法を適用した．当該軌道は完全な周期性を有している

ので，本来伝達境界を設定しなくても， Floquet解析のみ

で求解可能となる．ここでは，提案手法の妥当性を確認す

る目的で本問題を解析対象に選んだ．レールは 50Nレール

とし，まくらぎ質量を 80kg（レール 1本当り），支持点にお

けるバネ定数k,ks=60MN/mとしたまた，解析において

レールは Eulerばりによりモデル化し， 1支間 (L=60cm)

を16要素分割したなお，減衰は一切考慮していない

図 3のL,R両端点に伝達境界を設け，その内側を上述

のように離散化して周波数応答解析を実施した． Floquet解

析により無限周期軌道の調和加振問題を直接計算した結果

と合わせ図 4に示す．図は，周波数 (0~500Hz)と加振点

たわみ応答の実部との関係を示したものである．当然のこ

とながら，両者は完全に一致しており，本手法が有効に機

能していることを確認することができる．

当該軌道における波動伝播モードの分散曲線を文献2)と

同様の手法により求めたものを図 5に示す．この図より，図

4のたわみ応答に認められる共振点は，当該軌道における

分散曲線のバンド端における定在波モードに対応している

ことがわかる．なお， llOHz付近の共振点はまくらぎが大

きく振動するモードに， 275Hz付近の共振点はまくらぎは

殆ど振動せず主にレールが大きく振動するモードにそれぞ

れ対応している2).

次に通常の加振周波数応答解析による結果を図 6に示す．

なお，ここではレールを 30スパンの有限長で打ち切ってい

る．図 4の応答結果と異なり非常に多くの共振点が存在し

ており，無限長軌道における応答を全く再現できていない

ことがわかる．なお，有限長モデルによる従来解析法では，

軌道の打ち切り長を長くとる程複雑な応答を示し，無限長モ

デルとの差異が拡大する傾向が認められた．このことより，

モデルの長大化が本質的解決になり得ないことが窺える．

4.2 レール継目部の加振応答解析

図 7に示す継目部の加振問題に本手法を適用したなお，

解析における軌道部の各種物性値は表 1のように設定した．

継目部前後のまくらぎ 3本を含む有限領域の両端に図 7の

ように伝達境界を設けたそれより左右外側の軌道は半無
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図 4 加振点たわみの周波数応答（無限周期構造）
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図 5 無限周期軌道の波動分散曲線
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図 6 加振点たわみの周波数応答（有限長モデル）
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図 7 レール継目の加振問題
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表 1継目を有する軌道モデルの解析条件

k1 MN/m I 110 

k2 MN/m I 47.3 

柘 MN/mI 35.5 

知 GN/mI 10 

知 MN/mI 133.3 

知 MN/mI 200 

m1  kg I 80 
m2  kg I 43. 75 
叩 kgj 117.58 

[x1 o-7] 
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図 8 レール継目における加振点たわみの周波数応答
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図 9 レール継目における加振点たわみの周波数応答（有限

長モデル）

らず，打ち切り端の存在が結果に大きく影響していること

がわかる．

5. おわりに

無限周期軌道に対する伝達境界を， Floquet解析法に基

づき構成した．また，それを用い， 一部に非周期構造を含

む無限軌道の加振応答解析を試みた．解析例を通し，構成

手法の妥当性を確認することができた．さらに，有限長モ

デルによる従来解析手法との比較を行い，無減衰系の解析

による卓越応答評価には，無限長軌道の適切な考慮が不可

欠であり，本手法が有効となることが確認できた．
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限周期構造を有するものとした．

加振周波数と加振点（継目部）におけるレールたわみ応答

の実部との関係を図 8に示す．なお，比較のため図には無

限周期軌道の加振応答も示した．継目の導入により， 300Hz

付近の共振点の他に， 160Hzと230Hz付近にも新たな共振

点が発生していることがわかる．

次に，レールを 30スパンで打ち切った有限長モデルによ

る解析結果を図 9に示す． 4.1の解析結果と同様に，有限

長レールでは軌道系の卓越振動特性を適切に捉えられてお
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