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バラスト材の繰り返し変形解析手法における時間域均質化法の導入
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Temporal homogenization method 
for cyclic deformation analysis of railway ballast 

Kazuhiro KORO (Niigata University), Hisashi MURAMATSU (Niigata University), 

Toyo KAKAZU (Hope Design), Kazuhisa ABE (Niigata University) 

The time-domain homogenization method for elastoplastic model is formulated for reducing the 
computational cost of the cyclic deformation analysis of railway ballast. The constitutive equa— 
tions are given by the hypoplastic model. The multiple temporal scales of the stress, strain and 
void ratio are introduced, and the original constitutive equations are decomposed into coupled 
micro-chronological and macro-chronological equations using asymptotic analysis. Accuracy 
of the simulated macro-chronological strain, corresponds to the accumulated permanent strain 
induced by cyclic loading, depends on the approximation of the time derivatives of temporal 
averages of micro-chronological response. 
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1. はじめに

バラスト道床からなる有道床軌道では，列車の走行に

よる繰り返し載荷・除荷により，単粒度砕石の集合体であ

るバラスト道床部には残留変位が生ずる．この残留変位

は道床上面の沈下量として軌道保守上の問題となるため，

道床沈下による軌道狂いを解消すべく，定期的な保守作

業が必要となる．その際，道床上面の沈下量の高精度な

予測は，軌道の設計・維持管理上有益な情報を与えるもの

と思われる．

今日，道床沈下量の予測は経験則に基づいた式で行わ

れることが一般的である1),2)_ また，実測が困難である

道床内部の運動状態の評価を目的として，不連続変形法

(DDA)3)や個別要素法 (DEM)4)などを用いたシミュレー

ションに取り組んだ研究成果が報告されている経験則は

実用の面で有用であるが，バラスト内部の変形機構の解

明には適用困難であることは明らかである．一方，上述の

不連続性体の離散化解析手法は，短時間の運動状態の評

価には有用であると思われるが，解析の際の計算負荷が

大きい点が最大の弱点である．そのため，著者らは，バラ

スト道床部を弾塑性連続体モデルとして取り扱い，その

運動・変形状態を巨視的に評価することに取り組んできた

5). しかし，連続体モデルを用いた変形解析においても，

一度の載荷・除荷過程を増分解析で評価した上で，さらに

軌道保守が必要となる沈下量レベルに達するまでには一

連の載荷・除荷過程解析を数百万回—数千万回反復する必

要があり，計算負荷の軽減が必須である．

そこで本研究では，連続体構成モデルの一つである hy-

poplasticモデル6)を用いたバラスト材繰り返し変形解析

を対象に，時間域均質化法7)の適用を試みる．通常の繰り

返し弾塑性解析結果との比較を通して，定式化と解析手

法の妥当性を検討する．

2. Hypo plasticモテル

本研究では，バラスト道床の連続体構成モデルとして，

hypoplasticモデル6)を用いる． Hypoplasticモデルは，古

典的弾塑性論のような弾性域と塑性域の区別がなく，構

成式が古典的弾塑性モデルと比べて簡易な形で表現でき

る利点を有している文献町こ示されている構成式は，真

応力几の客観速度 1¥jとストレッチングDijとの間の
関係が次式で定義される．

九＝fs［如＋f心喜□応］，
(1) 

伝＝ af恥＋九ねDkt, Nij = a1 ('I'ij + tj), 

なお，本研究では微小変形を仮定し€ijを微小ひずみとし

てT勺．：：：：： Ti3,DiJ•＝的で与える．また，九＝ Tij /Tkk
とし，元は九の偏差成分である．また，材料関数fS,

fdは，それぞれ次式で与える．

fs＝是（引f3ぞ信）1-n, (2) 

fd=(~)゜，（3)

h,=½+½- （こ―_:::)゜点， （4） 

ei = eio exp [-(3p/hs)n], p = -Tkk/3, (5) 

ec/ei = eco/eiO, ed/ei = edo/eio• (6) 

ただし，比は粒子硬度， c1,a, {3, nは材料定数である．

ei, ec, edは最大間隙比，限界状態間隙比，最小間隙比

であり，p=Oにおける各々の値 eio,eco, edoは材料定

数として与える．
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材料関数mは次式で与える．

-1 

a1 = { c1 + c2IIT*II [1 + cos（蹄）］｝，

cos(30) =一西 ．tr（炉）• ［tr（炉）］ ， 
-3/2 

ここで， c2は材料定数である．

なお，間隙比の変化速度は次式で与える．
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元(X,t)：＝ L,m-lyijm-1¥x't, T), 
m=O,l,.. 

‘、,',‘
.
j

7

8

 

、
し
（

心(X,t):=こ (m-1€ば―l)(X, t,r),
m=0,1, .. 

(15) 

が(X,t) := L (m-le(m-l) (X, t, T), 
m=O,l,. 

芍1)=T岱， Tば―1)= T~（仁― 1) + T謬

e = (1 + e)Dkk = (1 + e)ikk. (9) 

なお，本節では当該構成式を用いて変形解析を実行する

ために必要となる最低限の情報を示した． Hypoplasticモ

デルの概念や材料パラメータの設定方法等に関する詳細

については，文献6)を参照されたい．

3. 時間域均質化法の適用

本節では， hypoplasticモデルーの構成方程式に対し時間

域均質化法を適用する定式化においては，未知量と内部

状態変数に対して時間に関するツースケール性を仮定し，

漸近展開法を用いてマクロおよびミクロ時間スケールに

おける構成方程式が導出できることを示す．

まず，ミクロ時間変数 Tとマクロ時間変数tを定義し，

T=t/(((≪:1)なる関係を有するものとする．今，対象

とする変数（応答）¢が時間に関する多重スケール性を有

するものとするとして，

約X,t):= </>(X,t,T(t)), (10) 

のように表わすものとするなお， Xは物質点の位置べ

クトルである．¢くの物質時間導関数祈は，

1 
約X,t)= <P,t (X, t,r)+ —ん(X,t, r), (11) 

＜ 

のようになる．

ここで，がを <=0のまわりで漸近展開し，次式で表

わす．

炉＝こ＜唸(rn)(X,t,r). (12) 
rn=O,l,... 

このとき，物質時間導関数は次式で表わすことができる

訊＝ L (rn-1 ;p(m-1¥x't, T), 
m=O,l,.. 

J(-1) := <I>砂，J(n-1):= l;―1) + <I>炉，
(13) 

なお， n= 1,2,...とする．
式(12),(13)より， hypoplasticモデルにおける変数で

ある応力 T勺，ひずみ cij,間隙比 eとその時間導関数は，

時間に関する多重スケール性を仮定して次のように与え

ることができる．

T~江 (X, t) := Tij(X,t,r) = L (mT,炉(X,t,r),
m=0,1,... 

心（X,t):=叫X,t,T）＝こ＜匹炉(X,t,T), (14) 
m=O,l,... 

•(-1) (O) e. ・ =C.. 
tJ -iJ,T' 

• (-1) (O) 
e = e,T, 

・(n-1) (n-1) (n) 
c. ・ = C+c.. ij -'---ij,t 1'---ij,T l 
;(n-1) _ ~(n-1) 1 ~(n) 
e = e,t+  e,T, 

ここで， n= 1,2,...とする．
3.1 応力速度・ひずみ速度関係式

まず，応力速度・ひずみ速度関係式について考える．時

間域均質化法の適用対象となる式(1)-(8)に対し，構成式

を構成する諸量について式 (14)-(16)を適用し，（に関す

る主要項を評価するその結果， 0((-1)―の構成式として

次式を得る．

T図＝JJO)［埒＋f評Nt(30)

ここで，九°)= T岱／T位，p（O)=-T位／3であり， L妍，

N i~o), Jlo), f~o) は次式で定義される．

埒：＝ aio)2叶悶＋九°)T炉心
N炉：＝ aiO)［呼＋九°)*],

杷：＝上（ご l+e四（三＼1-n
・"'・ nhi ¥ e(O)} e仰＼如｝

f}°) := (:：：： ： ：［：：）゚
亭：＝｛c1 + c2 IIT(O)* II [l + cos(30(o))]}―1' 
cos(30(0)) :=—v'6 ・ tr(T(0)*3) • (tr(T(0)*2))―3/2, 

e~o) := eio exp [-(3p(O) /加）n]'

e~O) /edo = e~o) /eco = e四／eio・

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

ここで， Tijo)と叶J)'e(O)が次のように分解可能であるも

のとすると，

雫(X,t,r）＝九（X,t) + I'ij(X, t, r), 
心(X,t,r）＝的（X,t)＋勾(X,t,r), (21) 

e(o)(X,t,r) = e(X,t) + e(X,t,r), 

式(17)より．ミクロ時間スケールにおける構成式として

次式を得る．

ね＝炉［吋0)2知＋九°)T炉5kl,T

+ f~o)刷（T岱＋九°)*)ぷ二］ ．
(22) 

e<(x,t) := e(X,t,T）＝どくme(m}(X,t,T),
m=O,l,. 
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一方， 0((0)の構成式は，諸量の漸近展開において展

開第 1項のみを考えて高次項を無視すると，次式で与え

られる．

T~図＝J!O) [ ai0)2 ci悶＋1］(Jo)1]]))4岱］

+ f 1°) f ~o) Ni(?) 4芯心 (23) 
ij I (O) (O). 
ら6,TC16,T

ここで，式(21)を(23)に代入し， Toをミクロ時間スケー

ルの代表長さとして Tについて次式の時間平均をとると，

1 To 
〈</>〉:=-J</>(X, t, r)dr, (24) 
ro Jo 

その結果，次式を得る．

恥＋〈加，t=〈Cijkl〉知＋〈C匂kl和，t〉，

C印：＝杯o)aio)2（如妙＋如知） （25) 

+Ji呪°)埒＋J!o) f~o)Niso)~
ij ✓匂，ふ6,T.

式 (25) において，〈（T- 町）€ij,t〉= 0のように nを選び，
的，tを含む各項を平均値の定理を用いて近似すると，最

終的に次式を得る．

九，t+〈九〉，t=〈Cijkl〉乞kl,t+ Cijkl(r1)〈和〉，t, (26) 

式(26)は，マクロ時間スケールにおける構成式となる．

3.2 間隙比の発展則

次に，間隙比の発展則についても漸近展開を用いて時

間に関するツースケール分解を行なう．式（9）の諸量にマ

ルチスケール性を仮定し，式 (14),(15)を適用すると次

式を得る．

0（ぐり：

0（び） ： 

e附＝［1+ e(O)]心 ，T'

叩＋心＝ e(l)心 ，T

+ [ 1 + e(0)] [c~芯＋4ん］．
(27) 

ここで，漸近展開の高次項（添字 ”(1)”の付された項）を

無視すると，式(21)を式(27)第1式に代入すると，ミク

ロ時間スケールにおける発展則を規定する式が得られる．

ら＝［1＋ e+e]弘，r・ (28) 

一方，式（21)を式 (27)第2式に代入し， Tに関する時

間平均をとる．さらに，〈（T- T2)€kk,t>= 0となるよう
に7"2を定め，平均値の定理を適用すると，マクロ時間ス

ケールにおける発展則を規定する式は次式で与えられる．

匂＋〈e),t= [1 + e +〈e〉]Ekk,t

+ [1 +e+e(r2)]〈gkk〉,t・
(29) 

4. 応力解析アルゴリズム

式(22),(26), (28), (29)に示したように，マクロ時

間応答（5か九， e)とミクロ時間応答（的，tij,e)とは

完全に独立ではない．本研究では，文献7)を参考に，以下

の弱連成アルゴリズムで繰り返し応力解析を進める．図

1は流れを図示したものである．
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図1本手法におけるミクロ・マクロ弱連成解析の流れ．

(a)マクロ時間変数t軸上の離散時間t＝ゎ（載荷・除

荷繰り返し第 nステップ）において，

(i)ミクロ時間スケールにおける構成式 (22),(28) 

を解き，得られた増分量△的，△tj,△どを積

分してミクロ時間の諸量和，'i'ij,eを求める
（図 1の一点鎖線「ミクロ解析」の部分）．

(ii) （必要に応じて） Tl,72を求める．

(iii) T軸上での時間平均〈Tii〉,〈む〉，〈e〉，〈Cijkl〉.
および Cijkl（巧）， e(r2)を計算する．

(b)マクロ時間スケールにおける構成式(26),(29)を解

＜．マクロ応答に関する各種増分量△€ij,△Tか△e

が得られる

(c)マクロ時間の諸量的,'I'ij,eを更新する（図 1「マク
ロ解析」の部分）．マクロ時間ステップを進め，（a)

に戻る．

なお，次式で定義される町， T2しま，

〈(T-T1)Eij,t〉=o, 〈（T-乃）€kk,t〉 =0, (30) 

本研究では式(30)の代わりに次式で与える．

Tl=〈T • €ij>/<€ij>, 7•2 =〈T • €kk >/<5kk>,(31)

また，式(26),(29)よりマクロ時間応答を計算する際に

は，元と 6の時間平均について，tに関する変化率〈和〉，t,

〈e〉,tの評価が必要になる．本研究では， tに関する差分
近似を用いて次に示す 2通りのスキームのいずれかで与

える．

スキーム 1 時間平均をとる物理量を忍として．現時刻

t=ゎと， 1ステップ前の時刻t= tn-1における時間平
均値の差分近似で時間変化率を評価する．

〈忍〉 lt=tn-〈忍〉lt=tn-1
砂 lt=tn = ~ (32) 

ただし，t= t1におけるマクロ解析では，一つ手前の時
間格子点t= toでの値〈忍〉I が存在しないこの場合t=to 
には，ミクロ・マクロ弱連成解析に先立って通常の繰り返

し変形解析を 2サイクル実行し，各サイクルで算出した

時間平均値の差分で〈忍〉，tの値を近似する．

-417-



107-S2 第 15回鉄道技術・政策連合シンポジウム(J-RAIL2008)

．
 

6

4

2

 

J

J

l

J
 

[

I

I

I
 

J

)

)

J

 

(

(

l

[

 

[
ま

]

l

l

.7

心
玉
〇
蓄

T
'

-

―

―

 
9
ーn"" 

-

n" 

^"~ 

＾
 
＾
 

"̂" ＾
 

A
 

on
n
n
H
 

因

ー

一

．

6

8

6

 

ー

9

9

(

9

9

 

L
J

:

J

-

II

O
 

丑
垂
寧
一

0 5T. JOT,, 

時間（応力制御パラメータ）

(a)間隙比．

— 従来法の解析結果 £l l

＇ 
0 マクロ時間応答 でll ] 

0 玩 )II,;,

時間 （応力制御パラメータ）

(b)軸ひずみ釘1・

図2繰り返し 10回目までのマクロ時間応答 e，e11の評

価精度（スキーム 1)
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(a)間隙比．

玩． 11)7,

時間 （応力制御パラメータ）

(b)軸ひずみ C11・

スキーム 2 マクロ時間tによらず，ミクロ時間 Tにお

ける解析は常に連続する 2サイクル分実行し，〈り〉，tは次

式で評価する．

〈ぶ〉，tlt=tn =〈Q*〉|t=tn -〈砂〉1t=tn.
tn - tn-1 

ここで，〈ぶ〉 lt=tn. 〈ぶ〉lt=tn は次式で与える．

(33) 

〈り〉lt=tn == ¼［゜炒(tn,r)dr, 

〈ぶ〉lt=tn ：＝上！公゚ ［ぷ(tn,r) —忍(tn,ro)] dr. 
To JTo 

(34) 

5. 解析手法の妥当性の検討

本論文で示した定式化の妥当性を検討する目的で，バ

ラスト材の大型繰り返し三軸試験8)のシミュレーション

に本手法を通用した解析結果の比較は，本手法を適用

せずに繰り返し載荷・除荷過程をもれなく考慮して応力

積分を行う，通常の hypoplasticモデルによる繰り返し

解析（以下，従来法）の結果を用いて行なうこととする．

なお，解析では初期条件を To=-19.6I(kPa), eo = 0, 

eo = 0.6に定め，繰り返し過程では拘束圧をT22= T33 = 

-19.6(kPa)で一定に，軸応力は T11= -19.6(kPa)から

最大ー98(kPa)まで載荷・除荷を繰り返すように応力を

制御した材料定数については，文献叫こ示した値であ

る c1= 1.65, c2 = 1.874, hs = 5.5MPa, n = 1.7, 

a = 0.15, /3 = 1.25, eio = 0.600588, eco = 0.60058, 

edo = 0.600575に定めている．

繰り返し回数10回目までの残留軸ひずみと間隙比の評

価精度について検討する本手法によれば，載荷・除荷 1

サイクル終了時の残留ひずみと間隙比は，図 1に示した

ようにマクロ時間応答g11•e で評価されることになる．

図2より，時間平均の時間変化率をスキーム 1で評価し

た場合，繰り返し 1回目こそ従来法による解析結果とほ

ぼ一致しているが，繰り返し 2回目において間隙比のマ

クロ時間における変化量△eと軸ひずみ増分△tnが過大
評価されている．マクロ時間応答の構成式を解く際には，

時間平均の時間変化率〈iij〉,t'〈e〉,tの値が既知量となる
ことから，この精度低下はこの時間変化率の評価精度に

原因があると考えられるそのため，本研究ではミクロ時

間応答の解析を載荷・除荷2サイクル分を行なうスキーム

図3繰り返し 10回目までのマクロ時間応答 e,t11の評

価精度（スキーム 2)

2の適用を試みた．図 3に示す解析結果から，スキーム 2

はミクロ時間応答解析時の計算負荷がスキーム 1の2倍

となるものの，時間平均の時間変化率をt軸上の前進差

分で評価するために評価精度がスキーム 1より高く，解

析精度の改善効果が認められる．ただし，今回の解析条

件では残留軸ひずみに対する間隙比の誤差の感度が高く，

残留ひずみで 10％程度の誤差が生じている． この点の改

善は今後の検討課題である．

6. おわりに

本研究では， hypoplasticモデルを構成則に用いた連続

体としてバラスト道床材をモデル化し，繰り返し応力解

析を行う場合を対象として，時間域均質化法を適用した

その結果ミクロ・マクロ時間双方の応答を弱連成アルゴ

リズムで評価することができたただし，時間平均量の

時間変化率の評価方法によって解析精度が変化する．今

後は，解析精度の向上とあわせて，つり合い問題に対す

る解析アルゴリズムを構成し，計算効率の改善効果等に

ついて検討したい．
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