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Many of conventional numerical simulations have a problem to evaluate the river bed variation and sediment 
load due to their disability to calculate the change in the porosity for sediment mixture with a wide range of 
particle size in gravel bed rivers. We proposed a two-particle-diameter closest packing formula that can explain 
previous two-diameter spheres packing experiment. A numerical analysis method was developed based on the 
formula and it was validated to calculate the porosity of mixed size sphere particles. Then we applied the model 
to the experiment with river bed material. The measurement results of the porosity for two-diameter packing 
of sediment particles with various diameter ratios were reproduced by the present formula. We also clarified 
that the relationship between the particle size distribution and the porosity at the closest packing measured with 
riverbed material are explained by the present model. Furthermore, the present model can provide good 
agreement with that of deposited sediment measured in gravel bed rivers. 
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1.序論 

 

従来の河床変動解析法の多くは，粒度分布による

空隙率の変化が考えられていないため，河床変動量

や土砂量を適切に評価できない課題がある．粒度分

布特性と河床の空隙率の関係を調べた研究はいくつ

かあるが，広い粒度分布をもつ礫床河川の河床材料

から空隙率の変化を考慮して土砂堆積高を求める解

析法は確立されていないのが現状である．例えば，

混合粒径河床材料における粒度分布や河床変動解析

法に関する代表的な研究に，平野 1)の研究がある．

平野 1)は，各河床材料の連続式を立てるために，河

床表層付近に粒度分布が混合する交換層という概念

を取り入れてコントロールボリュームを定義し，各

粒径の粒度分布と河床変動量を定式化した．しかし，

空隙率を適切に評価する手段がないために従来の河

床変動解析では空隙率を一定にしている．このため，

広い粒度分布を持つ場合に空隙率を一定にする仮定

が成り立たず混合粒径の河床変動量を適切に評価で

きない問題がある．堤ら 2)は直方体の仮想容器に粒

子を順次充填する独創的な球形粒子の充填シミュレ

ーションモデルを提案している．大粒子の空隙に小

粒子が充填されることによって全体の空隙率が減少

することや，その傾向が粒度分布が広い場合に顕著

であるなどの興味深い有用な結果を示している．空

隙率については粒度分布を標準偏差で代表して表し

ているが，小さな河床材料が大きな河床材料の間隙

をどのように充填するのかについては課題があるよ

うに思われる．また，実河川での河床材料を用いた

粒子充填実験は多くなく，非球形である場合につい

ては検討が不十分であると考えられる． 

そこで本研究では，広い粒度分布を持つ河床材料

が最密充填する場合の空隙率と土砂堆積高の解析法

を開発し，実河川の河床材料を用いて検証すること

を目的とする． 
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2. 二粒径の充填モデル 

 

 本研究で用いる河床材料の充填モデルは以下の通

りである．まず連続する粒度分布の場合に先立ち，

大きな粒子の空隙に小さな粒子が充填する二粒径の

充填モデルを検討する．二粒径の場合，空隙率は以

下の式で求められる． 

λ ൌ 1 െ ௖ܲ െ ௙ܲ        (1) 

ここに，Pc，Pfは粗粒子,細粒子それぞれの空間存在

比である．二粒径粒子群を充填する際，細粒子は粗

粒子が占める体積と，粗粒子極近傍の空間には存在

できない．そこで，細粒子が粗粒子の空隙の内侵入

可能な空隙率ߣ௙を式(2)で表す． 

௙ߣ ൌ 1 െ ߙ ௖ܲ        (2)  

式(2)を用いると，最密充填時の Pfは Pf =ff0と表現

できる．ここにf0は細粒子のみの場合の空隙率であ

る．粒径比が大きくなるほど，細粒子は粗粒子が存

在しない空隙に侵入できる割合が増加することを考

慮して，式(1)の係数を式(3)のように粒径比を表す

パラメータと空隙の大きさの関数として表す． 

ߙ ൌ 1 ൅
ఒ೎బ

ଵିఒ೎బ
௡ሺ1ߛ െ  ሻ௠      (3)ߚ

ここに，c0：粗粒子のみの場合の空隙率である．式

(3)に含まれる空隙の大きさと粒径比を表すはそ

れぞれ式(4),(5)のように仮定する． 

ߚ ൌ ሺ1 െ ሻߛ ቄ1 െ
௉೎

ሺଵିఒ೎బሻ
ቅ              (4) 

ߛ ൌ min ቀܽ
ௗ೑
ௗ೎
, 1ቁ                   (5) 

ここに，dc，df：粗粒子と細粒子の粒径，a，m，n : 

定数であり，以下に示すように粒子充填実験により

決定する． 

  図-1に二粒径の球形ランダム充填の実験結果 3)と

充填モデルの解析結果との比較を示す．実線が解析

結果で点が実験結果 3)である．二粒径のランダム充

填において細粒子と粗粒子の割合によって，空隙率

が変化することを本充填式は良好に表現できている．

図-2は，粒径比と二粒径の球形粒子の最密充填時の

空隙率の関係について，本充填式と既往の実験結果
3),4)を比較したものである．本モデルは，粒径比が大

きくなると最密空隙率は小さくなっていく傾向が示

せている．以上より，a = 0.5，m = 1，n = 2 とするこ

とで，本モデルは二粒径の球粒子のランダム充填結

果を再現できることが示された．次に，式(2)~(5)の

二粒径充填式を以下のように多粒径の場合に拡張す

る． 

௜௝ߣ ൌ 1 െ ∑ ௜௝ߙ ௝ܲ
௜ିଵ
௝ୀଵ         (6) 

   

௜௝ߙ ൌ 1 ൅
ఒೕబ

ଵିఒೕబ
௜௝ߛ
௡ሺ1 െ  ௜௝ሻ௠    (7)ߚ

௜௝ߚ ൌ ൫1 െ ௜௝൯ߛ ൜1 െ
௉ೕ

൫ଵିఒೕబ൯
ൠ     (8) 

図-1二粒径ランダム充填の解析結果と既往の実験結果 3）の比較 

図-2粒径比と最密空隙率の関係の解析結果と既往の

研究との比較 
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௜௝ߛ ൌ min ൬ܽ
ௗ೔
ௗೕ
, 1൰        (9) 

ここで，i 粒子の粒径＜j 粒子の粒径であり，ij は i

粒子が j 粒子空間に充填可能な空隙，j0 は j 粒子の

みの場合の空隙率とする．全体の空隙率は式(1)と同

様に， 

ߣ ൌ 1 െ ∑ ௜ܲ
௞
௜ୀଵ         (10) 

と表せる．ここに，k は粒径数である．式(6)~式(10)

を用いて直接空隙率を求めることが困難であるため，

図−3 に示すように粒径ごとに粒径と同じサイズの

計算格子と全体を解析するための最大粒径の計算格

子を設け，数値解析によって各粒径の堆積高を求め

た．各粒径の計算格子には，各粒径に対してその粒

子よりも大きな粒子に対して侵入できる空隙(式(6))

を計算する表層と堆積した粒子の存在割合を計算す

る堆積層を用いた．与えられた粒度分布に対して微

少量ずつ式(6)~式(10)を用いて堆積計算を行い，空隙

率が安定する堆積高まで計算した． 

  図-4に鈴木らの多粒径のランダム実験結果 5)，堤

らの球状粒子を直接解析した解析結果 2)との充填モ

デルの計算結果の比較を示す．多粒径の標準偏差が

大きくなると，空隙率が小さくなるという結果を再

現できている．以上より，本モデルは球形粒子群を

用いた既往の研究結果を説明できるといえる．そこ

で，次章では本モデルが実河川の河床材料に適用で

きるかを検証する． 

３．礫床河川の河床材料の粒度分布，粒子形状

と空隙率 

 

 河床材料は太田川支川根谷川で採集した．三篠川

との合流部から約 3 キロ地点で 6 箇所，深さはそれ

ぞれ約 0-10cm, 10-20cm で計 12 試料の河床材料を採

集した．採取した河床材料は篩分けをしてそれぞれ

粒度分布を作成した．粒径差を適切に評価するため

に各篩目での体積換算粒径を計測した．さらに，粒

子形状を評価するために長短度=b/a，扁平度=c/b6),

シェイプファクターc/√ab7)を算出した．ここに a,b,c

はそれぞれ長径，中径，短径である．これらの形状

係数は１に近づくほど球形に近くなる．表-1と図-5

に計測結果を示す．今回採集した河床材料には粒径

が小さくなるほど丸みを帯びた形になるといった傾

図-4多粒径粒子群ランダム充填の解析値と既

往の研究との比較 

表-１ 各篩目の大きさでの平均粒径，長短度，扁平

度，シェイプファクターの計測結果 

図-5各平均粒径での長短度，扁平度，シェイプ

ファクターの計測結果 

図-3 鉛直方向の解析層と各粒径の解析層 

図-6体積換算粒径と質量の関係 
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向は見られない．これは，今回採取した河床材料は

ほぼ同じ地点で取られたために，形状に変化が出る

ほど粒径差が大きくなかったためであると考えられ

る．形状は球形よりも楕円球形に近い形をしている

ことが分かる．図−6に各篩目での河床材料の質量と

粒径の関係を示す．図中の直線はそれぞれs，
g/cm3である．図-6から篩分け粒径が連続して分

布しており，体積換算粒径とふるい分け粒径には一

定の関係があり，密度は平均で 2.6 g/cm3程度となっ

た．本研究では，空隙や土砂の堆積高を対象とする

ために，土砂粒子の体積を表す体積換算粒径を解析

に用いる．篩目 4.75mm より小さい篩目のグループ

については，体積換算粒径を計測することが困難で

あったため，図-6から篩目の中央粒径と体積換算平

均粒径の比を求め，篩目の中央粒径から体積換算粒

径を求めた． 

篩分けしたそれぞれの粒径集団での空隙率を計測

した．空隙率の計測方法は，図-7のように縦 20.7cm，

横 31cm，高さ 11.5cmの容器と，縦 25.6cm，横 38.6cm，

高さ 13.5cm の容器に乾燥させた土粒子を充填し約

1.8cm の高さから 180 回自由落下させるタッピング

充填を行った後 3)，空隙がすべて水で置き換わると

考え，水を充填させて式(9)のように空隙率を測定し

た．空隙率の測定の際には，砕石が見られることも

あったが測定に影響を及ぼすほどの量ではなかった

ために無視した． 

空隙率λ ൌ
௠೟ି௠ೞ

ఘೢ௏ೞ
ൌ

௠ೢ

ఘೢ௏ೞ
          (9) 

ここで，mt：全体の質量，ms：河床材料の質量，mw：

水の質量，w：水の密度，Vs：容器に付けた目盛から

算出した体積である．  

  図-8 に篩分けによるそれぞれの粒径集団の空隙

率を示す．平均粒径が最大のケースでは，空隙率は

他の平均粒径の空隙率と比べて大きくなっているの

は，空隙率を計測した容器径が十分ではなかった可

能性がある．また，粒径が小さいふたつのケースで

空隙率が大きくなっている．これは粒径が小さいた

めに沈降速度が小さくなり，今回の計測方法では，

侵入可能な空隙に十分に充填できず最密空隙率とは

ならなかった可能性がある．以上のように，空隙率

と粒径に相関関係が明確でなかったため，簡単のた

め本解析に用いる各粒径 i が一様粒径の場合の空隙

率には，計測した空隙率の平均値i0.351を用いる． 

次に採取した河床材料について，図-7に示したそ

れぞれの粒径集団の場合と同様の方法で二粒径ずつ

充填し充填実験を行った．ある粒子群(以下粗粒子)

とその粒子群よりも小さい粒子群(以下細粒子)の割

合を変え，粒径比，粒子体積割合，空隙率の関係を

図-7 空隙率の測定方法 

図-8各平均粒径での空隙率 

写真-1 現地実験の様子 

図-9 多粒径充填実験に用いた粒度分布 
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調べた．多粒径の最密充填空隙率の検証には以下の

二種類の計測を行った．１つ目は人工的に作成した

４つの任意の粒度分布に従って多粒径充填を行い測

定した空隙率と，その粒度分布から求めた最密空隙

率を比較する検証である．２つ目は現地堆積土砂の

空隙率である．まず，河床材料を採取した根谷川の

砂州から試料を採取し，質量を測り土粒子密度 2.6g/

㎤を用いて体積を算出した．次にその箇所に写真-1

のようにビニールを敷き水を入れ体積を測った．土

粒子の体積と，水の体積から空隙率を算出した．水

の密度は 1g/㎤とした．この計測は３箇所で行った．

図-9にこれらの計測の粒度分布を示す． 

図-11各粗粒子径での粒径比と最密空隙率の関係 

図-10 各粗粒子での二粒径充填の検証結果 

(a)݀௖ ൌ 58.36mm	

(d)݀௖ ൌ 17.73mm	

(b)݀௖ ൌ 31.83mm 

(c)݀௖ ൌ 24.04mm 
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４．結果と考察 

 

  図-10 にそれぞれの粗粒子での，二粒径充填実験

と検証の結果を示す．検証値が最密空隙率を取る細

粒子の割合と，実験値で最密空隙率を取る場合の細

粒子の割合が一致してない．これは、充填モデルの

体積は球形粒子で定めたと考えられるが，実験デー

タにはばらつきが多く係数を再調整するにはさらな

るデータが必要である．しかし，細粒子割合を変え

ると最密空隙率を取るように空隙率が小さくなって

いき，細粒子割合が増え続け単一粒子に近くなって

いくと空隙率が大きくなる傾向が再現できている．

図-11 にそれぞれの粗粒子での二粒径充填結果の解

析値との比較を示す．粒径差が大きくなると最密空

隙率が小さくなるという傾向が河床材料を用いた実

験でも再現できている．粒径差が大きくなっていく

と実験値と解析結果の最密空隙率のずれが大きくな

っているが，粒径比が大きくなると実験では最密空

隙率に近づけることが難しいためと考えられる． 

図−12 に多粒径粒子群の室内実験結果と現地実験

結果及び解析結果の比較を示す．多粒径粒子群の充

填モデルを用いた計算値と実験値は概ね一致してい

る．詳しく見ると，室内実験では計算の空隙率が小

さい場合，実験値の空隙率の方が大きくなっている．

これは，図-11 で示したものと同様に，実験におい

て細粒子が空隙に十分充填されなかったためである

と考えられる．一方，現地実験では実験値の方が計

算値よりも小さく出ているデータがひとつある．こ

れは試料を採取する際に，砂礫を平行に採取するこ

とが出来ず計測誤差と考えられる．それ以外の二点

は実験値の方が計算値や自然土砂を用いて最密充填

した室内実験よりも空隙が大きくなっており，自然

堆砂土は最密充填とは異なると考えられる．竹林ら
8)の砂州における表層の空隙率と貫入試験の貫入値

の大きさを比較した実験でも，空隙率の大きい場所

では空隙率と河床の柔らかさは比例関係を示してお

り結果は妥当であるといえる．また，砂州のように

粒度に偏りがあり，粒度分布が狭い場合には空隙率

が大きくなることも確認できる． 

 

 

５．結論 

 

 本研究で得られた主要な結論を以下にまとめる． 

1) 球形粒子の二粒径充填実験を説明できる粒子充

填式を提案した．二粒径粒子充填式を多粒径に拡

張し，数値解析による多粒径充填モデルを開発し

た．本モデルは，既往の球形混合粒径粒子による

充填結果を良好に再現した． 

2) 提案した粒子充填式は河床材料を用いた二粒径

充填実験結果について，概ね再現することが出来

た．また，現地河床材料を用いて作成した粒度分

布の空隙率は多少のばらつきはあるものの多粒

径粒子充填モデルを用いて概ね再現できた． 

3) 本充填モデルは最密充填条件を対象としている

ため，砂州に堆積した土砂の空隙率についてはや

や小さめに見積もる傾向にある． 
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