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 地震動位相の微分可能性に関して著者が既往の研究で行った理論的考察に対する補足を行うとともに，

より直感的な説明も加えた．これにより，地震動位相はフーリエ振幅がゼロなる場合を除き円振動数で微

分可能であり，群遅延時間は定義可能であることがより明確になったと考えられる．また，群遅延時間の

計算における数値的不安定への対処方法として，著者が既往の研究で提案していた方法を改良した．既往

の提案法は，個々の周波数に対する群遅延時間の計算を経ることなく，群遅延時間の平均値を安定的に計

算できるものであったが，群遅延時間の標準偏差の計算には言及できていなかった．そこで，既往の提案

法を改良し，群遅延時間の平均と標準偏差をいずれも安定的に計算できる方法を示した． 
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1. はじめに 

 

地震動のフーリエ位相スペクトルを円振動数で微分し

たものは群遅延時間と呼ばれ，地震動の経時特性と関係

を有している1)-3)．波形合成の際には，この関係を利用

し，適切な経時特性を有する波形を合成する目的で群遅

延時間が利用されている4),7)．しかしながら，地震動のフ

ーリエ位相スペクトル（以下，地震動位相とよぶ）およ

び群遅延時間については未解明な点が残されており，継

続的な研究が行われている例えば8)-10)． 

著者は，既往の研究 10)において，地震動位相の微分可

能性に関する理論的考察を行うとともに，群遅延時間の

数値計算法に関する検討を行った．地震動位相の微分可

能性に関する理論的考察では，地震動位相の定義に立ち

返り，まずは地震動のフーリエ変換の微分可能性につい

て確認を行い，その結果に基づき，地震動位相の微分可

能性を検討し，地震動位相はいたるところ微分不可能で

はないが，特定の条件下で微分不可能となることを明ら

かにした．群遅延時間の数値計算法に関する検討では，

特定の周波数で地震動のフーリエ変換が複素平面上の原

点に接近する際に群遅延時間の数値計算結果が不安定と

なることに着目し，個々の周波数に対する群遅延時間の

計算を経ることなく，群遅延時間の平均値を安定的に計

算できる方法を提案した． 

しかしながら，地震動位相の微分可能性に関する理論

的考察では，計算の過程に関する記述が簡略すぎたため，

読者から厳密でないとの指摘をいただいた．また，群遅

延時間の数値計算法に関する検討では，群遅延時間の平

均値のみを対象としており，群遅延時間の標準偏差の計

算には言及できていなかった． 

そこで，本稿では，地震動位相の微分可能性に関して

著者が既往の研究 10)で行った理論的考察に対する補足を

行うとともに，より直感的な説明も加える．また，群遅

延時間の計算における数値的不安定への対処方法として，

著者による既往の提案法 10)を改良し，群遅延時間の平均

と標準偏差をいずれも安定的に計算できる方法を提案す

る．全体として本稿は著者の既往の研究 10)に対する補遺

として位置づけられるものである． 

 

 

2. 地震動位相の微分可能性に関する補足 

 

(1) 定式化に関する補足 

著者は，既往の研究 10)において，地震動位相の微分可

能性に関する理論的考察を行うにあたり，地震動位相の

定義に立ち返り，まずは地震動のフーリエ変換の微分可

能性について確認を行ったが，計算の過程に関する記述

が厳密でないとの指摘をいただいたため，ここではより

厳密な記載を行う． 

既往の研究10)と同様，地震動の時刻歴波形𝑓ሺ𝑡ሻとして，
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限定された時間区間ሾ0, 𝑇ሿのみで値を持ち，その外側で

はゼロであるもの，言い換えればコンパクトサポート

ሾ0, 𝑇ሿを有するものを考える．また地震動のフーリエ変

換と逆変換は次式で定義する． 

𝐹ሺ𝜔ሻ ൌ න 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒ିఠ௧𝑑𝑡
ஶ

ିஶ
                      ሺ1ሻ 

𝑓ሺ𝑡ሻ ൌ
1

2𝜋
න 𝐹ሺ𝜔ሻ𝑒ఠ௧𝑑𝜔

∞

ିஶ
                   ሺ2ሻ 

 

既往の研究10)では式ሺ1ሻの両辺を円振動数𝜔で形式的に微

分して 
𝑑𝐹ሺ𝜔ሻ

𝑑𝜔
ൌ െ𝑖 න 𝑡 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒ିఠ௧

∞

ିஶ
𝑑𝑡                 ሺ3ሻ 

を導き，右辺が存在するから左辺の微分も存在すると述

べていたが，この点が厳密でないとの指摘をいただいた．

そこで，以下においては途中の過程を省略せず厳密に記

述する． 
 式ሺ1ሻにおいて𝜔での値と𝜔  ∆𝜔での値の差をとり

∆𝜔で割ると 

            
𝐹ሺ𝜔  ∆𝜔ሻ െ 𝐹ሺ𝜔ሻ

∆𝜔  

ൌ න 𝑓ሺ𝑡ሻ
𝑒ିሺఠା∆ఠሻ௧ െ 𝑒ିఠ௧

∆𝜔
𝑑𝑡

ஶ

ିஶ
              

ൌ න 𝑓ሺ𝑡ሻ
𝑒ିሺఠା∆ఠሻ௧ െ 𝑒ିఠ௧

∆𝜔
𝑑𝑡

்


      ሺ4ሻ 

が得られる．第2式から第3式への変形は𝑓ሺ𝑡ሻがコンパク

トサポートሾ0, 𝑇ሿを有することによる．式ሺ4ሻの両辺にお

いて∆𝜔 → 0の極限をとると 

           lim
∆ఠ→

𝐹ሺ𝜔  ∆𝜔ሻ െ 𝐹ሺ𝜔ሻ

∆𝜔
  

ൌ න 𝑓ሺ𝑡ሻ ቆ lim
∆ఠ→

𝑒ିሺఠା∆ఠሻ௧ െ 𝑒ିఠ௧

∆𝜔
ቇ 𝑑𝑡

்


   ሺ5ሻ 

が得られる．ここで右辺の括弧内の極限は指数関数の微

分であるから必ず存在し，右辺は 

െ𝑖 න 𝑡 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒ିఠ௧
்


𝑑𝑡 ൌ െ𝑖 න 𝑡 𝑓ሺ𝑡ሻ𝑒ିఠ௧

∞

ିஶ
𝑑𝑡        

となる．よって左辺の極限も存在する．左辺の極限が存

在する場合，それは𝐹ሺ𝜔ሻの𝜔に関する微分と呼ばれ，

𝑑𝐹ሺ𝜔ሻ 𝑑𝜔⁄ と書かれる．よって式ሺ3ሻが成立する．  

以上により，コンパクトサポートሾ0, 𝑇ሿを有する時間

関数𝑓ሺ𝑡ሻのフーリエ変換𝐹ሺ𝜔ሻは円振動数𝜔で微分可能

であること，その実部𝑅と虚部𝐼も円振動数𝜔で微分可能

であることが示された．このことから，位相𝜃ሺ𝜔ሻにつ

いては，既往の研究10)で述べた通り，𝐹ሺ𝜔ሻ ൌ 0となる

場合を除き円振動数𝜔で微分可能である．従って，地震

動位相の円振動数に関する微分である群遅延時間は確実

に定義できることになる． 

(2) より直感的な説明 

 以上が地震動位相の微分可能性に関する厳密な考察で

あるが，これとは別に以下のような直感的な説明も可能

である． 

 まず，微分不可能な時間関数を考える．その一例とし

て三角形で表される時間関数がある．この時間関数はフ

ーリエ変換可能である（すなわちsin 𝜔𝑡，cos 𝜔𝑡の和で

表すことができる）が，その際，𝜔 → ∞までの寄与が

必要である．有限の𝜔までの和では尖った部分を表現す

ることができないからである．すなわち一般に時間領域

で微分不可能な関数は周波数領域では𝜔 → ∞まで値を

もつ．ここで，時間領域と周波数領域を入れ替えれば，

「周波数領域で微分不可能な関数は時間領域では𝑡 → ∞

まで値をもつ」と言える．この対偶をとれば，時間領域

でコンパクトサポートを有する関数は周波数領域では微

分可能であると言える． 

 

 

3. 群遅延時間の平均・標準偏差の計算方法の改

良 

 

(1) 群遅延時間の差分近似の不安定性 

これまで見てきた通り，理論上は位相が微分不可能と

なるのは𝐹ሺ𝜔ሻが複素平面上の原点を通過する場合だけ

であるが，数値計算上は，𝐹ሺ𝜔ሻがちょうど原点を通過

しなくても，原点付近を通過するとき，𝜔の変化に対し

て位相が急激に変化し，群遅延時間の差分近似である

∆𝜃/∆𝜔が数値的に不安定となり得る．このことについ

ては既往の研究 10)で実際の強震記録を対象に確認した．

これは，従来から知られていたアンラップ操作の問題

（すなわち位相に2𝜋の不確定性があることに由来する

問題）とはまた別の問題である． 

 アンラップ操作の問題に関しては，位相差分の計算に

佐藤8),9)による次式を用いることなどにより対処可能であ

る． 

∆𝜃ሺ𝜔ሻ ൌ െ 
𝑅∆𝐼 െ 𝐼∆𝑅

𝑅ଶ  𝐼ଶ                         ሺ6ሻ 

 

ここに∆𝑅はフーリエ変換の増分∆𝐹の実部， ∆𝐼は∆𝐹の

虚部である（右辺の負号は位相を時計回りに定義したこ

とによる）．しかし，𝐹ሺ𝜔ሻが複素平面上の原点付近を

通過する際に群遅延時間の差分近似が不安定となる問題

に対しては別の対処が必要である．この点について，既

往の研究 10)で提案した対処法の改良を以下に提案する． 

 なお，式ሺ6ሻの両辺を∆𝜔で除し∆𝜔 → 0の極限をとれ

ば次式が得られる． 
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ௗఏሺఠሻ

ௗఠ
ൌ െ 

ோሺௗூ/ௗఠሻିூሺௗோ/ௗఠሻ

ோమାூమ                     ሺ7ሻ  

 

右辺のሺ𝑑𝑅/𝑑𝜔ሻとሺ𝑑𝐼/𝑑𝜔ሻについては微分可能である

ことを既に確認しているので，右辺の分母（|𝐹ሺ𝜔ሻ|の

自乗である）がゼロとなる場合を除けば式(7)は成立す

る．なお式(7)はKatukura et al.11)による群遅延時間の算定式

とも等価である 10)． 

 

 (2) 群遅延時間の平均・標準偏差の安定的な計算方法 

 群遅延時間を計算するとき，実際には個々の周波数に

対する群遅延時間ではなく，ある周波数帯における群遅

延時間の平均値や標準偏差だけが必要である場合が多い．

むしろ，個々の周波数に対する群遅延時間には物理的意

味が乏しく，実用上必要となるのは群遅延時間の平均値

や標準偏差である．そこで，これらの計算を目標とする． 
 ある周波数帯における群遅延時間の平均値は 

𝜇௧ ൌ
 ௧ೝሺఠሻ|ிሺఠሻ|మௗఠ

ഘమ
ഘభ

 |ிሺఠሻ|మௗఠ
ഘమ

ഘభ

            ሺ8ሻ 

 
で与えられるが，被積分関数の𝑡ሺ𝜔ሻに式ሺ7ሻ右辺を代

入すると|𝐹ሺ𝜔ሻ|ଶは打ち消し合って 

𝜇௧ ൌ െ 
 ቂோቀ ௗூ

ௗఠቁିூቀௗோ
ௗఠቁቃௗఠ

ഘమ
ഘభ

 |ிሺఠሻ|మௗఠ
ഘమ

ഘభ

            ሺ9ሻ 

 
となる．式ሺ7ሻで|𝐹ሺ𝜔ሻ|ଶが分母に来ることが数値的不

安定の原因であったが，ここでは|𝐹ሺ𝜔ሻ|ଶが分母から消

えているので数値的不安定が生じない． 
 同様に，ある周波数帯における群遅延時間の標準偏差

を計算する際には 

𝜎௧
ଶ ൌ

 𝑡
ଶሺ𝜔ሻ|𝐹ሺ𝜔ሻ|ଶఠమ

ఠభ
𝑑𝜔

 |𝐹ሺ𝜔ሻ|ଶఠమ
ఠభ

𝑑𝜔
                 ሺ10ሻ 

 
のような積分を行う必要があるが，被積分関数の

𝑡ሺ𝜔ሻに式ሺ7ሻ右辺を代入すると|𝐹ሺ𝜔ሻ|ଶは打ち消し合

って 

𝜎௧
ଶ ൌ

 ሾሺ𝑑𝐼/𝑑𝜔ሻ cos 𝜃  ሺ𝑑𝑅/𝑑𝜔ሻ sin 𝜃ሿଶఠమ
ఠభ

𝑑𝜔

 |𝐹ሺ𝜔ሻ|ଶఠమ
ఠభ

𝑑𝜔
 ሺ11ሻ 

 
となる．式ሺ7ሻで|𝐹ሺ𝜔ሻ|ଶが分母に来ることが数値的不

安定の原因であったが，ここでは|𝐹ሺ𝜔ሻ|ଶが分母から消

えているので数値的不安定が生じない． 

以上により，群遅延時間の計算における数値的不安定

が回避でき，群遅延時間の平均と標準偏差をいずれも安

定的に計算することができる． 

 

 

4. おわりに 

 

本稿は著者の既往の研究 10)に対する補遺として位置づ

けられるものである． 

既往の研究 10)では，地震動位相の微分可能性に関する

理論的考察として，地震動位相の定義に立ち返り，地震

動のフーリエ変換の微分可能性について確認を行い，そ

の結果に基づいて地震動位相の微分可能性を検討したが，

計算の過程に関する記述が簡略すぎたため，読者から厳

密でないとの指摘をいただいた． そこで，本稿では，

既往の研究 10)で行った理論的考察に対する補足を行って

厳密化するとともに，より直感的な説明も加えた．これ

により，地震動位相はフーリエ振幅がゼロなる場合を除

き円振動数で微分可能であり，群遅延時間は定義可能で

あることがより明確になったと考えられる． 

群遅延時間の数値計算法に関しては，既往の研究 10)で

は群遅延時間の平均値のみを対象としており，群遅延時

間の標準偏差の計算には言及できていなかった．そこで

本稿では，著者による既往の提案法を改良し，群遅延時

間の平均と標準偏差をいずれも安定的に計算できる方法

を提案した． 

本研究により群遅延時間の定義および数値計算法に関

して不明確な点が大きく解消されたと考えている． 
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DIFFERENTIABILITY OF PHASE SPECTRUM OF EARTHQUAKE GROUND 
MOTION AND IMPROVEMENT OF NUMERICAL CALCULATION  

OF GROUP DELAY TIME: A SUPPLEMENTARY WORK 
 

Atsushi NOZU 
 

A supplementary formulation was added to the author’s previous study regarding the differentiability of 
ground motion phase. An intuitive explanation was also added. As a result, it was clarified that ground 
motion phase is differentiable with respect to angular frequency and group delay time can be defined as 
long as the Fourier amplitude is nonzero. Also, to cope with numerical difficulty in calculating group delay 
time, the author devised a new, numerically stable method which can calculate both the mean and standard 
deviation of the group delay time. 


