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統計的グリーン関数の生成法に関して留意しなければならない点を解説する．観測される加速度がリー

マン積分可能な時間関数であることを前提とすると，特定の確率密度関数から独立同分布で生成される乱

数列から構成される確率過程は，媒介変数に関して至る所で不連続な過程となるので，リーマン積分が不

可能となり，独立同分布の乱数列からなる確率過程を用いて，統計的グリーン関数の生成できないことを

喚起する．その上で，統計的グリーン関数を生成するためには，媒介変数に関して連続であるが，ランダ

ム性を保持している確率過程が必要であることを明確にし，位相を円振動数に関して連続な確率過程とし

て模擬し，それを用いて，統計的グリーン関数を生成するためには，少なくともウイナー過程を用いなけ

ればばならない事を明確にする． 
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1. まえがき 
 

入倉が提案している方法1)により，大地震動の加速度

時刻歴を模擬する場合に必須となるのは，小地震の加速

度時間関数が当該地点で観測されていなければならない

ことである．任意の地点で小地震動記録の観測されてい

ることは期待できないので，小地震の時刻歴をホワイト

ノイズから生成し，それを統計的グリーン関数と名付け

て，大地震動の模擬に用いる方法論2)をBoore(1983)が展

開している．この方法は，強震動の模擬法として定着し

ているものであるが，Booreの方法により，統計的グリ

ーン関数を生成するときの留意点と，幾つかの問題点を

議論するのが本論文の目的である． 

以下では，モーメントマグニチュード𝑀௪ ൌ 6の地震

を小地震とし，𝑀௪ ൌ 8の地震をターゲットとする大地

震として地震動を模擬する場合を想定することにする．

なお，用いる単位系は，地震モーメントがCGS単位系で

定義されているので，それをそのまま用いるが，SI単位

系への変換が必要になる．CGS単位系で記述されている

ものはその旨を明記する．モーメントマグニチュード

𝑀௪と地震モーメント𝑀଴ሺdyn ∙ cmሻの関係は，次式で定

義3)されるものを使用する． 

𝑀ௐ ൌ
2
3

logଵ଴ 𝑀଴ െ 10.7 (1)

 

 
2. 加速度フーリエ振幅スペクトル 
 
震源スペクトルとして，Gellr(1976)4)によって検討され

たハスケルモデルを考え，断層長さ𝐿，断層幅𝑊，立ち

上がり時間𝜏に基づくの3つのコーナ振動数𝑓௖௅，𝑓௖ௐ，

𝑓௖ఛから構成される𝜔ିଷタイプの減衰特を有しているも

のを考える．この場合，コーナ振動数は次式で与えられ

る． 

𝑓௖௅ ൌ
𝑣௥

𝜋𝐿
1

൬1 െ
𝑣௥
𝛽 sin𝜃଴cos𝜙଴൰

 (2)

𝑓௖ௐ ൌ
𝛽

𝜋𝑊
1

sin𝜃଴sin𝜙଴
 (3)



 

  

𝑓௖ఛ ൌ
1

𝜋𝜏
 (4)

ここに，𝛽は媒質のせん断波速度(km/s)，𝑣௥は破壊面の

伝播速度(km/s)であり0.7𝛽とした．断層面に沿って長さ

方向を𝑥軸，幅方向を𝑦軸とし，断層面に直交する方向

を𝑧軸とした時に，座標軸原点と遠方場の観測点とを結

ぶベクトルと𝑧軸とのなす角を𝜃଴とする．また，𝜙଴は断

層面上を破壊面が伝播する方向と遠方場の観測点方向と

がなす角である．この場合，𝜃଴ ൌ 0は断層面に直交す

る方向角となり，𝜙଴ ൌ 0は観測点の方向が破壊面の伝

播する方向になる． 

 規模の大きな地震と規模の小さな地震との間の相似則

は，地震モーメントの比で与えられ，大地震と小地震の

断層長さの比を𝐿 ∆𝐿⁄ ，断層幅比を𝑊 ∆𝑊⁄ ，食い違い量

比を𝐷 ∆𝐷⁄ とすれば，次式の関係が成立する． 

𝐿
∆𝐿

ൌ
𝑊

∆𝑊
ൌ

𝐷
∆𝐷

ൌ 𝑛 ൌ ൬
𝑀଴

𝑀଴௘
൰

ଵ
ଷൗ

 (5)

ここに，𝑀଴と𝑀଴௘は大地震と小地震の地震モーメント

であり，𝑛は大地震と小地震の間の断層長さ，幅，食い

違い量を決定す決定する比例定数で，地震モーメントの

相似則を満たすような整数値として選定されるものであ

る． 

  式(1)より， 𝑀௪ ൌ 6ときの地震モーメントは𝑀଴௘ ൌ

1.12 ൈ 10ଶହdyn ∙ cmとなり，𝑀௪ ൌ 8のときのそれは

𝑀଴ ൌ 1.12 ൈ 10ଶ଼dyn ∙ cmであるので，式(5)から𝑛＝10
が求められる．断層長さ𝐿を決めるには，次式で定義さ

れる地震モーメントを用いる． 

𝑀଴ ൌ 𝜇𝐷𝐴 (6)
ここに，𝜇は断層を取り囲む媒質のせん断剛性であり，

平均的な値5)として，𝜇 ൌ 3.5x10ଵ଴𝑁/𝑚を用いる．経験

的に用いられる𝐿 ൌ 2𝑊の関係5)と，Somervilleにより与

えられている次式の𝐷と𝑀଴の関係6)を 
log𝐷ሺcmሻ ൌ 0.3331log𝑀଴ሺdyn ∙ cmሻ െ 6.81 (7)

用いれば，断層長さ𝐿が決定できる．小地震のモーメン

トマグニチュードを𝑀௪ ൌ 6とすれば，地震モーメント

は𝑀଴௘であり，𝐷 ൌ 0.342mとなるので，𝐿 ൌ 13.69km

となる． 

𝜃଴ ൌ 𝜋 2⁄ でtan𝜙଴ ൌ 25 100⁄ の場合を対象として，上

記の値を式(2)と(3)に代入し，コーナ振動数を求めると

𝑓௖௅ ൌ 0.1602Hzと𝑓௖ௐ ൌ 0.6057Hzとなる．𝜏 ൌ 1.5𝑠と

すれば，𝑓௖ఛ ൌ 0.2122Hzであるので，最小のコーナ振

動数である𝑓௖௅までの初期フーリエ変位振幅を𝐶଴とし，

次式で定義4)する． 

𝐶0 ൌ
𝑅ிௌ

4𝜋𝜌𝛽ଷ

𝑀0

𝑟
 (8)

ここに，𝑅ிௌはラディエーションパターンであり，ここ

では平均値の0.4を用いる．𝜌は媒質の密度，𝑟は座標原

点から観測点までの距離である． 

この場合，3個のコーナ振動数を大きさの順に並べ替 

 
図-1 モーメントマグニチュード𝑀௪ ൌ 6に相当する加速度フー

リエ振幅スペクトル𝐴௔ሺ𝜔ሻ(上図)と𝑡଴ ൌ 2.5𝑠に設定した

ときの𝐴௔ሺ𝜔ሻeି௜ఠ௧బのフーリエ逆変換の実数部の時間関数． 

 

 

え，𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷとすれば，加速度フーリエ振幅𝐴௔ሺ𝜔ሻは次

式で表現される． 

𝐴𝑎ሺ𝜔ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝐶0𝜔ଶ      0 ൑ ω ൑ 𝜔ଵ
𝐶଴𝜔ଵω    𝜔ଵ ൏ ω ൑ 𝜔ଶ
𝐶଴𝜔ଵωଶ            𝜔ଶ ൏ ω ൑ 𝜔ଷ

𝐶଴𝜔ଵωଶ𝜔ଷ𝜔ିଵ     𝜔ଷ ൏ ω ൑ 𝜔ସ
0      𝜔ସ ൏ ω

 (9)

ここに， 𝜔ଵ ൌ 2π𝑓ଵ，𝜔ଶ ൌ 2π𝑓ଶ，𝜔ଷ ൌ 2π𝑓ଷ，𝜔ସ ൌ
2π𝑓ସであり，𝑓ସはFFT解析の都合上，加速度時系列の基

本離散時間間隔を∆଴𝑡と置いたときのナイキスト振動数

𝑓ே ൌ 0.5/∆଴𝑡とする．∆଴𝑡 ൌ 0.02𝑠なら，𝑓ே ൌ 25Hzに

なるので，この振動数を離散振動数間隔∆଴𝑓 ൌ 25 2ଵଶ⁄

で2ଵଶ個の離散振動数点に分割し，𝐴௔ሺ𝜔ሻと振動数𝑓の

関係と，𝑡଴ ൌ 40𝑠に設定した上で𝐴௔ሺ𝜔ሻeି௜ఠ௧బをフーリ

エ逆変換して求まる実数部の時間関数(フーリエ核，

ℎሺ𝑡ሻと表示)を同時に示したものが図-1である．上図が

𝐴௔ሺ𝜔ሻ െ 𝑓関係で底10の両対数値で描画している．黒色

細実線が式(9)を直接描画したものである．下図がフー

リエ核ℎሺ𝑡ሻであり，これは時間原点に対称な時刻歴であ

るが，𝑡଴ ൌ 40𝑠としているので，時間𝑡 ൌ 40𝑠が対称点

になっている．赤点線は下図に示されている時間関数を

フーリエ変換して求めたフーリエ振幅である．当然であ

るが両者は一致している． 

 

 

3. 統計的グリーン関数の作成上の注意点 
 

ここでは，Boor(1983)の方法により，図-1の上図に示



 

  

した加速度フーリエ振幅を満たす統計的グリーン関数を

作成するする場合に，注意しなけらばならない，幾つか

の留意点を明らかにする． 

 

(1) 留意点I 

まず，離散時間間隔を∆଴𝑡 ൌ 0.02𝑠と置き，継続時間

を𝑇 ൌ ∆଴𝑡2ଵଶ ൌ 81.92𝑠とした場合に対して，平均値ゼ

ロで標準偏差𝜎の正規分布𝑁ሺ0, 𝜎ሻから独立同分布で2ଵଶ

個の乱数列を生成し，それを∆଴𝑡 ൌ 0.02𝑠間隔で離散化

した，離散時刻点上に配置してできる時刻歴𝑟ሺ𝑡, 𝜎ሻをピ

ンクノイズと呼ぶことにする．ホワイトノイズと呼ばな

いのは振動数帯域がൣ0, 𝑓ே௬൧に限定されているからであ

る．この，時刻歴をフーリエ変換したものを，

𝐴௥ሺ𝜔, 𝜎ሻeି௜థೝሺఠ,ఙሻとする．𝐴௥ሺ𝜔, 𝜎ሻと𝜙௥ሺ𝜔, 𝜎ሻは𝑟ሺ𝑡, 𝜎ሻ

のフーリエ振幅と位相である．𝑟ሺ𝑡, 𝜎ሻを透過時間特性

ℎሺ𝑡ሻを有するシステムへの入力とすれば，その出力𝑔ሺ𝑡ሻ

は合成積として，𝑔ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑟ሺ𝑡, 𝜎ሻ ∗ ℎሺ𝑡ሻと表現される．

これを統計的グリーン関数とするのが，Booreの方法で

ある．いま，𝑔ሺ𝑡ሻのフーリエ変換を𝐺ሺ𝜔ሻとすれば，そ

れは次式で与えられる． 

𝐺ሺ𝜔ሻ ൌ 𝐴௔ሺ𝜔ሻ𝐴௥ሺ𝜔, 𝜎ሻeି௜൫ఠ௧బାథೝሺఠ,ఙሻ൯ (10)

ここに，𝜔𝑡଴は線形時間遅れ項である．今，𝐺ሺ𝜔ሻ ൌ

𝐴ீሺ𝜔ሻeି௜൫ఠ௧బାథಸሺఠሻ൯と表現すれば，次式を得る． 
𝐴𝐺ሺ𝜔ሻ ൌ 𝐴𝑎ሺ𝜔ሻ𝐴𝑟ሺ𝜔, 𝜎ሻ,   𝜙𝐺ሺ𝜔ሻ ൌ 𝜙𝑟ሺ𝜔, 𝜎ሻ (11)

一方，𝜎 ൌ 1なら，𝐴௥ሺ𝜔, 𝜎ሻの期待値は𝐸ሾ𝐴௥ሺ𝜔, 𝜎ሻሿ ≡ 1

となるのが明白なので，𝐴௥ሺ𝜔, 𝜎ሻ ≡ 1とすれば，𝐴ீሺ𝜔ሻ

は図-1の上図のフーリエ振幅関数と一致する．継続時間

が𝑇 ൌ 81.92𝑠の正規乱数時刻歴𝑟ሺ𝑡, 𝜎ሻを生成するとき，

𝜎 ൌ ሺ0.01,0.05,0.1,0.5,1ሻと変えると，フーリエ振幅

𝐴௥ሺ𝜔, 𝜎ሻとフーリエ位相𝜙௥ሺ𝜔, 𝜎ሻがどのように変化する

かを描画したのが図-2である．上図がフーリエ振幅で，

下図がフーリエ位相である．両者とも𝜎の大きさの順に

黒・赤・緑・青・水色の曲線で描画されている．いずれ

も初期乱数は同一のものを用いているので，フーリエ振

幅の形状は相似であり，振幅が𝜎と共に大きくなること

が分かる．一方フーリエ位相は𝜎の大きさによらず，一

定であり，𝜙௥ሺ𝜔, 𝜎ሻ ൌ 𝜙௥଴ሺ𝜔ሻと表されることが分かる．

したがって，𝐴௔ሺ𝜔ሻeି௜൫ఠ௧బାథೝబሺఠሻ൯の逆変換を取れば，

統計的グリーン関数𝑔ሺ𝑡ሻが求められることになる．こ

うして求められた𝑔ሺ𝑡ሻが図-3の下図に青太線で示されて

いる．上図の青太点線は𝑔ሺ𝑡ሻのフーリエ変換から求ま

るフーリエ振幅であり，当然であるが𝐴௔ሺ𝜔ሻに一致して

いる．また，時間領域でのパワーと振動数領域のパワー

が一致するとする，次式のパーセバルの等式も成立して

いる． 

න 𝑔ሺ𝑡ሻଶ
்

଴
𝑑𝑡 ൌ

1
2𝜋

න ൫𝐴௔ሺ𝜔ሻ൯
ଶ

𝑑𝑓
ଶ௙೙೤

଴
ൌ 0.06793 (12)

𝑔ሺ𝑡ሻを生成するのにピンクノイズのフーリエ位相を用 

 
図-3 上図の黒細実線で示されるフーリエ振幅標𝐴௔ሺ𝜔ሻと図-2の

数に示した𝜙௥଴ሺ𝜔ሻから求めた，𝐴௔ሺ𝜔ሻeି௜൫ఠ௧బାథೝబሺఠሻ൯を

フーリエ逆変換して得られた時間関数𝑔ሺ𝑡ሻ(下図青太線)と

それをフーリエ変換した結果(上図太青点線)． 

 

 

いているので，ランダム位相となっていることから，

𝑔ሺ𝑡ሻを統計的グリーン関数とすることも可能であるが，

問題は，継続時間が81.92sと長いことである．小地震

の時刻歴は，対象としている地震のマグニチュードが比

較的小さいので，継続時間が短くなければならない．こ

図-2 標準偏差𝜎を𝜎 ൌ ሺ0.01,0.05,0.1,0.5,1ሻと変えたときピ

ンクノイズ𝑟ሺ𝑡ሻのフーリエ振幅𝐴௥ሺ𝜔, 𝜎ሻ (上図)と位相

𝜙௥ሺ𝜔, 𝜎ሻ (下図)を描画した． 



 

  

の問題を解決するには，以下の点に留意すればよい． 

 

(2) 留意点II 

図-3下図に示した𝑔ሺ𝑡ሻの継続時間が長いので，設定し

ているモーメントマグニチュードに相当する包絡線関数

𝐸ሺ𝑡ሻを𝑔ሺ𝑡ሻに乗じたものを，𝑔଴ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐸ሺ𝑡ሻ𝑔ሺ𝑡ሻとし，こ

れを統計的グリーン関数とすることにする．ここでは，

原子力発電所耐震設計指針5)に定義されている次式の包

絡線関数を利用して，問題点を解決する 

𝐸ሺ𝑡ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

 ሺ𝑡 𝑡௕⁄ ሻଶ                      0 ൑ 𝑡 ൑ 𝑡௕
 1                                𝑡௕ ൏ 𝑡 ൑ 𝑡௖

expሼϵ ∙ ሺ𝑡 െ 𝑡௖ሻ 𝑇ௗ⁄ ሽ  𝑡௖ ൏ 𝑡 ൑ 𝑡ௗ

 
0.1                             𝑡ௗ ൏ 𝑡 ൏ 𝑓ே
0                                 𝑡ே ൑ 𝑡 ൑ ∞

 (13)

ここに，𝑡ேナイキスト振動数である．なお，ϵ，𝑡௕，

𝑡௖，𝑡ௗは次式で定義される． 

ϵ ൌ lnሺ0.1ሻ, 𝑡𝑏 ൌ 100.5𝑀െ2.93  
𝑡𝑐 െ 𝑡𝑏 ൌ 100.3𝑀െ1.0

𝑇𝑑 ൌ 𝑡𝑑 െ 𝑡𝑐 ൌ 100.17𝑀൅0.54log𝑅𝑒𝑞െ0.6

 (14)

なお，𝑀は地震のマグニチュード，𝑅௘௤は等価震源距離

(km)である．本論文で用いているマグニチュードはモー

メントマグニチュードであるが，ここでは，便宜的に𝑀

を𝑀ௐ ൌ 6に等置し，𝑅௘௤ ൌ 80kmとした上で，ここで

用いる包絡線関数𝐸ሺ𝑡ሻを計算する． 

 この場合に式(12)の形式で表現される，パーセバルの

等式を満たすように包絡線関数を決定しておく必要があ

る．式(13)で，包絡線関数𝐸ሺ𝑡ሻを計算し，𝑔ሺ𝑡ሻ𝐸ሺ𝑡ሻとし

た時間関数を図-4上図の緑線で示した．黒細実線は図-3

下図の青線を再描画したものである．赤と青の細実線は

𝑡௕ ൏ 𝑡 ൑ 𝑡௖区間内でmax|𝑔ሺ𝑡ሻ| ൌ 𝑎とし，േ𝑎𝐸ሺ𝑡ሻで表

現される包絡線関数である．図-4下図は図-3上図に描画

してあるフーリエ振幅スペクトル以外に，𝑔ሺ𝑡ሻ𝐸ሺ𝑡ሻを

フーリエ変換しそのフーリエ振幅スペクトルを緑細実線

で描画している．この時間関数のパワーは0.0088129とな

り，黒細実線や青太点線で表現されてている式(12)で与

えられる加速度フーリエ振幅スペクトルのパワー

0.06792653と比べるとかなり小さくなっている．そこで，

両者の比の平方根を計算すると，𝑎଴ ൌ 2.7763となるの

で ， 𝑔ሺ𝑡ሻ𝐸ሺ𝑡ሻ に 𝑎଴ を 乗 じ た も の を ， 𝑔଴ሺ𝑡ሻ ൌ

𝑎଴𝑔ሺ𝑡ሻ𝐸ሺ𝑡ሻと表現し，𝑔଴ሺ𝑡ሻを目的とする統計的グリー

ン関数とする．  

 図-5の最上段に最終的に得られる統計的グリン関数で

ある𝑔଴ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑎଴𝑔ሺ𝑡ሻ𝐸ሺ𝑡ሻを描画した．ここで展開した

のは，離散時間間隔を∆଴𝑡 ൌ 0.02𝑠と固定したときのア

ルゴリズムであるので，∆଴𝑡の大きさを変更したときに，

どうなるかを検討する．このため，作成するピンクノイ

ズの継続時間を𝑇 ൌ ∆଴𝑡 ∙ 2ଵଶ ൌ 81.92𝑠 に固定し，

∆଴𝑡 ൌ 𝑇 2଼⁄ と∆଴𝑡 ൌ 𝑇 2ଵଷ⁄ とした場合を図-5の中段と下 

 

図-4 上図の緑細実線が統計的グリーン関数を決定する基にな

る時刻歴．黒の細実線は図-3の青太実線の時刻歴と同じで，

赤と青細実線は包絡線関数であり，黒実線の時刻歴に包絡

線関数を乗じて求まるのが，緑細実線の時刻歴．下図の黒

細実線と青太点線は図-3上図に示した地震の相似則を満た

す加速度フーリエ振幅．緑細実線は上図の緑細実線時刻歴

のフーリエ振幅スペクトルであり，目標とする加速度フー

リエスペクトルの間には差が見られる．そこで，緑細実線

のフーリエ振幅スペクトルから求まるパワーと黒細実線の

フーリエ振幅スペクトルのパワーが一致するように緑細実

線のフーリエ振幅スペクトルを補正したのが赤細実線のフ  

ーリエ振幅スペクトルである． 

図-5 離散時間間隔を∆଴𝑡 ൌ 0.02𝑠, 0.02 2଼𝑠,⁄  0.02 2ଵଷ𝑠⁄ と
したときの，図-4下図の赤細実線のフーリエ振幅スペク

トルを満たす統計的グリーン関数．いずれも，ほぼ似たよ

うな時刻歴になっている． 

 



 

  

段に描画した．これらの結果から∆଴𝑡の大きさによらず，

本章で展開したアルゴリズムにより，統計的グリーン関

数を作成できることが分かる． 

 

(3) 簡便法の提案 

本章では，統計的グリーン関数を生成するために，時

間領域で離散時間間隔∆଴𝑡でピンクノイズ𝑟ሺ𝑡, 𝜎 ൌ 1ሻを

生成した上で，そのフーリエ位相を𝜙௥ሺ𝜔, 𝜎 ൌ 1ሻ ൌ

𝜙௥଴ሺ𝜔ሻの形式で抽出し，相似則に従う加速度フーリエ

振幅𝐴௔ሺ𝜔ሻから，𝐴௔ሺ𝜔ሻeି௜൫ఠ௧బାథೝబሺఠሻ൯をもとめ，その

逆変換で𝑔ሺ𝑡ሻを定義していた．しかし，こうした回り

くどい方法でフーリエ位相を定義する必要性はなく，

𝜙௥଴ሺ𝜔ሻ過程を，直接，円振動数領域におけるピンクノ

イズとすれば良いことが想像できる．そこで，∆଴𝑡 ൌ

0.02𝑠tとし，振動数領域の離散間隔∆𝑓を継続時間𝑇 ൌ

∆଴𝑡 ∙ 2ଵଶ ൌ 81.92𝑠の逆数の場合を基本として∆଴𝑓 ൌ

1 𝑇⁄ と表現し，∆𝑓 ൌ ∆଴𝑓, ∆଴𝑓 2଼⁄ , ∆଴𝑓 2ଵଷ⁄ の場合につ

いて，𝑁ሺ0,1ሻの確率密度関数から独立同分布で作成し

た乱数列を位相過程𝜙௥଴ሺ𝜔ሻとし，フーリエ振幅スペク

トルは𝐴௔ሺ𝜔ሻ図-1の上図に与えられているものとして，

∆଴𝑓 ൌ 1 𝑇⁄ の場合に，𝐺ሺ𝜔ሻ ൌ 𝐴௔ሺ𝜔ሻeି௜൫ఠ௧బାథೝబሺఠሻ൯の

逆変換で求められる𝑔ሺ𝑡ሻを描画したのが，図-6の下図で

ある．上図は𝐴௔ሺ𝜔ሻを再掲したものである．𝑡଴ ൌ 40𝑠で

あるので，40秒近辺で大きなパルス状の時間関数が発生

するが，全体的にはランダム性が保持されており，振幅

の大きさも図-3の下図に青太線で示した時系列と整合的

である．ただ，40秒付近に発生するパルス状の時刻歴の

最大値は0.576であり，図-1の下図のパルスのピーク値

0.937の約61%程度になっている． 

∆𝑓 ൌ ∆଴𝑓, ∆଴𝑓 2଼⁄ , ∆଴𝑓 2ଵଷ⁄ の場合について，時刻歴

を描画したのが図-7である．∆𝑓が小さくなるにしたが

って，40秒のところに発生するパルスの形状が明確にな

ってくる．この最大振幅値は，何れの場合も，図-1下図

の最大振幅の約61%程度になっている．これは，∆𝑓の大

きさにより，時刻歴のランダム性が消失することを意味

している．しかし，∆଴𝑡 ൌ 0.02𝑠とし，∆𝑓 ൌ ∆଴𝑓とした

場合には，40秒の所に発生するパルスの振幅を小さくで

きれば，本章(2)節に説明した方法で統計的グリーン関

数が生成できそうである．そこで，位相過程𝜙௥଴ሺ𝜔ሻを

規定する乱数列を𝑁ሺ0, 𝜎ሻの確率密度関数から独立同分

布で再生するものとし，𝜎 ൌ 1,2,3.5と変化させた場合

の𝑔ሺ𝑡ሻを描画したのが，図-8である．図から明かなよう

に𝜎 ൌ 3.5程度に設定しておけば，𝑔ሺ𝑡ሻの40秒の所に現

れていたパルス状の信号は消失し，𝑔ሺ𝑡ሻを統計的グリ

ーン関数を生成する元関数として用いてもよいと考える． 

その上で，本章(2)節で展開した方法で，統計的グリー

ン関数𝑔଴ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑎଴𝑔ሺ𝑡ሻ𝐸ሺ𝑡ሻを作成したのが，図-9である．

この図から，離散時間間隔と離散振動数間隔が適切に 

 
図-6  ∆଴𝑡 ൌ 0.02𝑠の場合を対象とすると，ナイキスト振動数は

𝑓ே ൌ 0.5 ∆଴𝑡 ൌ 25Hz⁄ であるので，離散振動数間隔を

∆𝑓 ൌ 𝑓ே 2ଵଶ⁄ としたときの，𝜙௥଴ሺ𝜔ሻを𝑁ሺ0,1ሻからの乱

数列として，𝐺ሺ𝜔ሻ ൌ 𝐴௔ሺ𝜔ሻeି௜൫ఠ௧బାథೝబሺఠሻ൯の逆変換で

求められる𝑔ሺ𝑡ሻを描画したのが下図の青太実線．40sの
所に発生しているパルス状の時刻歴を除いて時系列のラ

ンダム性や振幅は図-3下図に与えられている時系列と整

合性を有している． 

図-7 離散円振動数間隔を∆𝑓 ൌ 𝑓ே 2ଵଶ⁄ , 𝑓ே 2ଵହ, 𝑓ே 2ଶହ⁄⁄ とし

た場合の𝑔ሺ𝑡ሻを描画したもの．∆𝑓が小さくなるにつれ

て，40秒の所のインパルスが鮮明になり，インパルス振

幅の最大値は上がら，0.576，0.567，0.569であり，図-1下
図のパルスのピーク値0.937の約61%程度になっている． 

 



 

  

に設定されており，正規乱数を生成するときの標準偏差

の値が有る程度大きく取られておれば，位相をピンクノ

イズ過程と設定する方法も，統計的グリーン関数を模擬

する有用な方法であることが分かる． 

 
 
4. 統計的グリーン関数作成上の問題点 

 

(1) 確率過程の定義 

ピンクノイズを生成するには任意の確率密度関数から

独立同分布で再生した乱数列から構成される確率過程が

重要な役割を果たすので，まず，確率過程の定義を明確

にする．いま，任意の確率密度関数𝑝ሺ𝑋ሻに従う確率変

数を𝑋とし，その標本𝑥の集合をሼ𝑥ሽとした場合，確率変

数が媒介変数𝜉の関数として𝑋ሺ𝜉ሻと表現されたものが確

率過程となる．当然であるが，標本も媒介変数の関数と

なり，𝑥ሺ𝜉ሻと表され，標本過程と名付けられるが，確

率過程はこの標本過程の集合として，𝑋ሺ𝜉ሻ ൌ ሼ𝑥ሺ𝜉ሻሽと

定義される．標本過程が媒介変数の連続過程として定義

される場合には，媒介変数を離散間隔∆𝜉で離散化され

た，媒介変数の離散点を𝜉௝ ൌ 𝑗 ∙ ∆𝜉とし，標本過程を

𝑥௝ ൌ 𝑥൫𝜉௝൯とすれば，𝑋௝ ൌ 𝑋൫𝜉௝൯ ൌ ൛𝑥൫𝜉௝൯ൟ ൌ ൛𝑥௝ൟと表

現されるので，確率過程を離散過程として議論しても問

題は起こらない．ただ，𝑗を固定すると，𝑥௝は確率密度

関数𝑝ሺ𝑋ሻからのサンプルであるので，加算個とはなら

ない完備な実数値となっていることに注意しなければな

らない． 

 

(2) 独立同分の乱数列からなる確率過程の特徴 

 媒介変数を時間𝑡とし，それを∆଴𝑡間隔で離散化した

離散散時間点を𝑡௝ ൌ 𝑗 ∙ ∆଴𝑡とし，確率密度関数𝑝ሺ𝑋ሻに

従う独立同分布の乱数列を𝑟௝とすれば，∆଴𝑡間隔での後

退差分∆𝑟௝は次式で表現される． 

∆𝑟௝ ൌ 𝑟௝ െ 𝑟௝ିଵ (15)
𝑟௝は独立同分布で生成されているので，∆଴𝑡の値によら

ず𝑟௝ ് 𝑟௝ିଵが常に成立している．したがって，∆଴𝑡 → 0

の極限において，∆𝑟௝ → 0とはならないので独立同分布

の乱数列から構成される確率過程𝑟ሺ𝑡ሻは時間の連則関数

にはならない．これは，媒介変数を円振動数とする位相

過程𝜙௥଴ሺ𝜔ሻについても同じであり，得率同分布の乱数

列を用いて，円振動数に関して連続な位相過程を確率過

程として定義できない．ちなみに，加速度時刻歴𝑥ሺ𝑡ሻが

リーマン積分可能であれば，そのフーリエ変換の実数部

𝑅ሺ𝜔ሻと虚数部𝐼ሺ𝜔ሻは次式で与えられる． 

𝑅ሺ𝜔ሻ ൌ න 𝑥ሺ𝑡ሻ
ஶ

ିஶ
cosሺ𝜔𝑡ሻ𝑑𝑡

𝐼ሺ𝜔ሻ ൌ න 𝑥ሺ𝑡ሻ
ஶ

ିஶ
sinሺ𝜔𝑡ሻ𝑑𝑡

 (16)

 

図-8 位相過程𝜙௥଴ሺ𝜔ሻを正規乱数列とする際に，標準偏差

を𝜎 ൌ 1,2,3.5と変化させて求めた𝑔ሺ𝑡ሻの時刻歴．上段

から下段にかけて𝜎の変化に対応している． 

 

図-9 本章(2)節で述べた方法で統計的グリーン関数𝑔଴ሺ𝑡ሻ
を決定する過程が上段と中段に描画されており，
下段は求められた𝑔଴ሺ𝑡ሻの時刻歴． 



 

  

これから，加速度時刻歴のフーリエ変換の実数部と虚数

部は円振動数の連続関数であることが分かる．位相過程

は𝜙ሺ𝜔ሻはtanሼ𝜙ሺ𝜔ሻሽ ൌ 𝐼ሺ𝜔ሻ 𝑅ሺ𝜔ሻ⁄ で定義されるので，

円振動数の多価関数になるが，位相のアンラップ操作が

合理的に行えれば，𝑅ሺ𝜔ሻ ≡ 0となる円振動数点を除け

ば，基本的に位相過程は円振動数の連続関数と考えるこ

とができる． 

 

(2) 媒介変数に関して連続な確率過程の特徴 

ここでは，差分標本過程∆଴𝑦௝ が，確率密度関数

𝑝ሺ0, 𝜎ଶ, 𝑍ሻから独立同分布で生成した乱数列൛𝑟௝ൟで表現

できる，次式のような場合を考える． 

൛∆0𝑦௝ൟ ൌ ൛𝑟𝑗ൟ (17)

式(15)と(17)の違いは重要である．式(15)では確率過程そ

のものがランダム確率過程であるのに対して，式(17)は

差分標本過程がランダム確率過程になっている点である．

この場合，∆଴𝑦௝の分散𝜎ௗబ௬
ଶ は次式で与えられる． 

𝜎∆0𝑦
2 ൌ 𝜎2 (18)

 𝑦ሺ𝜔ሻが円振動数の連続関数である場合を考えると，

∆଴𝑦௝を𝑘個トバシに𝑘個ずつ足し込んだ離散時間間隔が

∆𝑡 ൌ 𝑘∆଴𝑡となるような，差分間隔の大きな差分確率標

本過程は次式で与えられなければならない． 

Δ𝑦௝ ൌ ෍ ∆଴𝑦௞ሺ௝ିଵሻା௟

௞

௟ୀଵ
 

(19)

この場合，𝑟௝が確率密度関数𝑝ሺ0, 𝜎ଶ, 𝑍ሻから独立同分布

で生成した乱数であることを考慮すれば，Δ𝑦௝の分散

𝜎∆௬
ଶ は次式で与えられる． 

𝜎∆𝑦
2 ൌ 𝑘𝜎∆0𝑦

2 ൌ 𝑘𝜎2 (20)

さらに，中心極限定理から𝑘の値が大きくなれば，Δ𝑦௝

の確率密度関数は正規分布に収束することになる．ここ

で問題になるのは，円振動数は連続な実数値であるので，

∆଴𝑡はいくらでも小さく取れることである．そこで，

∆଴𝑦を1 𝐾⁄ にした，円振動数間隔∆௄𝑡 ൌ ∆଴𝑡 𝐾⁄ を考えて

みる．この場合でも，∆௄𝑡間隔で求めた位相差分∆௄𝑦の

分散は𝜎∆಼௬
ଶ ൌ 𝜎ଶであるから，式(20)は次式のように書

き変えられる． 

𝜎∆𝑦
2 ൌ 𝑘𝐾𝜎∆𝐾𝑦

2 ൌ 𝑘𝐾𝜎2 (21)

式(20)と(21)を比較することにより，離散時間間隔の取り

方が異なると，離散時間間隔∆𝑡での分散の値が異なる

ことが分かる．さらに，時間は連続な実数値であるので

実数値の完備性から𝐾の値はいくらでも大きく取ること

ができるので，この結果は𝜎∆௬
ଶ が時間の至る所で無限大

に発散することになる．これから差分過程を直接ランダ

ム確率過程とする確率過程は連続な過程のモデルとして

成立しないことが分かる． 

この矛盾をなくすためには，𝑦ሺ𝑡ሻが時間𝑡に関して連続で

あるとする拘束条件を導入する必要がある．すなわち，任

任意の離散時間間隔∆𝑡に対して∆𝑡 → 0の極限で𝜎∆௬
ଶ → 0が

満たされるようになっていなければならない．この条件は，

標準偏差𝜎∆௬が次式の関係を満たしており， 

𝜎∆𝑦 ൌ 𝑎ሺΔ𝑡ሻ𝜎0 (22)
∆𝑡 → 0のときに，𝑎ሺΔ𝑡ሻ → 0となることを満たしておれ

ばよい．𝜎0は適当な定数である．式(22)は任意の離散

円振動数間隔に対して成立しなければならないので，

次式の成立することも要求する． 
𝜎∆0𝑦 ൌ 𝑎ሺ∆0𝑡ሻ𝜎0 (23)

式(20)の左辺を式(23)で置き換え，式(22)の関係を式(20)の

右辺に代入すれば，次式が得られる． 
𝑎ଶሺ∆𝑡ሻ𝜎଴

ଶ ൌ 𝑘𝑎ଶሺ𝑑଴𝑡ሻ𝜎଴
ଶ (24)

∆𝑡 ൌ 𝑘∆଴𝑡であったから，式(24)より関数𝑎ሺ ሻの拘束条

件として次式が得られる． 
𝑎ଶሺ𝑘∆଴𝑡ሻ ൌ 𝑘𝑎ଶሺ∆଴𝑡ሻ (25)

∆଴𝑡は任意に選べるので，式(25)の関係を満たすことの

できる一番単純な関数形式は，次式で与えられる． 

𝑎ሺ∆଴𝑡ሻ ൌ ඥ∆଴𝑡 (26)

この場合には，当然であるが次式の関係が成立する． 

𝑎ሺ∆𝑡ሻ ൌ √∆𝑡 (27)

したがて，𝜎∆௬
ଶ ൌ Δ𝑡𝜎଴

ଶと表現できる．一方，中心極限

定理から，差分確率過程を規定する確率密度関数は確率

密度関数𝑝ሺ0, 𝜎ଶ, 𝑍ሻがどのようなものであれ，分散𝜎∆௬
ଶ

を有する正規分布と成っていなければならない．この結

果，Δ𝑦௝の確率密度関数は次式で表現されることになる． 

𝑝 ቀΔ𝑦𝑗ቁ ൌ
1

√∆𝑡𝜎଴
exp ቐെ

ቀΔ𝑦𝑗ቁ
ଶ

2∆𝑡𝜎଴
ଶ ቑ (28)

この場合の൛Δ𝑦௝ൟは，標準正規確率密度関数𝑁ሺ0,1ሻから

独立同分布で生成した乱数列を൛𝑋௝ൟとすれば，次式のよ

うに表現される． 

ቄΔ𝑦𝑗ቅ ൌ √∆𝑡𝜎଴൛𝑋𝑗ൟ (29)

これは，少なくとも，差分確率過程がブラウンノイズ

(ウイナー増分)過程としてモデル化されなければならな

いことを意味しており，確率過程はウイナー過程8)とな

っていなければならないとこを意味している．式(29)か

ら確率過程ሼ𝑦ሺ𝜔ሻሽの離散平均勾配過程が次式で定義で

きる． 

ቊ
Δ𝑦𝑗

∆𝜔
ቋ ൌ

𝜎଴

√∆𝜔
൛𝑋𝑗ൟ (30)

これは∆𝑡 → 0の極限で確率過程の媒介変数に対する微

分値が無限大に発散することを意味している．すなわち，

確率過程が微分不可能な過程となっていることを意味し

ているが，ウイナー過程が微分不可能な確率過程8)とし

て定義されることからも容易に理解できる． 

 媒介変数を時間とする連続な確率過程の特性を述べた

が，媒介変数を円振動数とする位相過程を取り扱う場合

も，ここで述べたことはそのまま成立する． 

ここで述べたことは，統計的グリーン関数を確率過程



 

  

としてモデル化する際の，かなり厳しい拘束条件となっ

ている．それは，時間に関してリーマン積分可能な加速

度過程を取り扱う場合，統計的グリーン関数を規定する

確率密度関数を有限な加速度計測データから推定しよう

とすると，分散値は必ず計算できるので，確率特性のモ

デル化に際しては，如何なる確率密度関数を使用しても，

それは分散値を有する確率密度関数として定義せざるを

得ないことである．その上で，独立同分布の仮説が成立

するとして，統計的グリーン関数を確率過程として模擬

しようとすると，中心極限定理の要請を満たす確率密度

関数の最も単純な形式が式(20)の形式になるので，統計

的グリーン関数は少なくともウイナー過程を用いて表現

されなければならないことになる． 

 

 

5. むすび 

 

 統計的グリーン関数の作成法に関する留意点について

議論した後，加速度時刻歴を模擬するための統計的グリ

ーン関数を生成するためには，特定の確率密度関数から

独立同分布で生成された乱数列を用いることのできない

ことを喚起した．加速度時刻歴が時間に関してリーマン

積分可能な時間関数でなければならいことに根拠を置き，

加速度時刻歴のフーリエ変換で定義される位相過程も円

振動数に関する区分連続関数になっていなればならない

ことを明確にした上で，統計的グリーン関数を生成する

ためのランダム過程が，媒介変数の連続関数として定義

される確率過程となることから，それが少なくともブラ

ウン運動過程として定義されなければならないことを明

確にした． 
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SEVEAL PROBLEMS TO PAY ATTENTIN FOR SIMULATING THE 
STOCHASTIC GREEN’S FUNCTION 

 
Tadanobu SATO, Kouhei TANAKA, Kimitoshi SAKAI and Yoshitaka MURONO 

 
 

We discuss serval issues that we should take care for simulating the stochastic Green’s function. Based 
on the basic hypothesis that acceleration time history is a Remain integrable time function we derive the 
Fourier phase of accretion time history is a piece wise continuous function with respect to circular frequency. 
To simulate the time history of acceleration and its phase process as a stochastic process we deduce that 
the random process generated based on the independent identically distributed assumption cannot apply to 
simulate stochastic Green’s function. To overcome this deficiency we derive theoretically the necessary 
condition to satisfy the continuity of stochastic process. The result tells us that at least the Weiner process 
should be used to simulate the stochastic Green’s function.  
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