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本論文では，確率弾塑性モデルである確率リターンマッピングアルゴリズムを粘土の応力歪関係の評価に適
用し，地盤物性の不確実性が履歴特性に与える影響を評価した．地盤物性の不確実性の影響を評価することを
目的とするため，降伏モデルは弾完全塑性 von Misesモデルを用い，不確実性を考慮する地盤物性は，標準貫
入試験の結果から得られるせん断弾性係数G0と非排水せん断強度 Suを用いた．その結果，単純な弾完全塑性
モデルを用いた場合でも，確率空間への拡張により，現実に近い動的変形特性とそれらの不確実性を評価する
ことができた．

Key Words: stochastic modeling, soil uncertainty, elasto-plasticity, hysteresis loop, return mapping
algorithm

1. はじめに

国内外の設計基準に対する性能設計法および信頼性

設計法の導入や，国内の原子力発電所を対象とした確

率論的リスク評価の義務付け等，設計条件の不確実性

を確率論的にモデル化して構造物の安全性やリスクを

合理的に評価する取り組みが様々な分野で進んでいる．

特に，土木構造物の確率論的耐震安全性評価において

は，地盤物性の不確実性の取り扱いは重要な課題となっ

ている．

確率論的な評価に用いられる手法としては，材料物

性等の不確実パラメータを確率的な乱数として与え，多

数回の計算を行うことにより解のばらつきを評価する

モンテカルロシミュレーション（以下，MCS）が一般

的である．極めて汎用的で解析手法に因らず適用でき

るが計算負荷が高いという課題がある．その代替手法

の候補として，R.G. Ghanem and P.D. Spanosにより

提案されたスペクトル確率有限要素法（以下，SSFEM）
1)が挙げられる．SSFEMでは，不確実性を考慮する確

率変数にスペクトル展開を適用することで，一回の計

算で応答値の確率過程を評価することが可能となるた

め，計算負荷の軽減が期待できる．しかし，確率的な

降伏過程の評価が難しいため，SSFEMを非線形問題へ

適用した例は少ない．

非線形SSFEMの例の一つとして，M. Anders and M.

Horiによる非線形 SSFEM2),3) が挙げられる．この非

線形 SSFEMはヤング率の不確実性に対して bounding

medium理論4)を適用し，確率モデルの挙動の上限と下

限を効率的に評価する手法であるが，材料の降伏過程は

決定論的な取り扱いがなされている．また，B. Jeremic

らは増分形の応力歪関係を時間発展と捉え，応力変化の

確率過程を応力確率空間のFokker-Planck-Kolmogorov

方程式（以下，FPK方程式）として評価する方法5)∼ 10)

を提案し，非線形 SSFEMに適用した11)．この方法で

は，ヤング率の他，材料強度等の不確実性も考慮するこ

とができ，確率分布の全体を計算可能であるが，計算

ステップ毎に全積分点上で FPK方程式を評価する必要

があるため，計算コストが非常に大きいという課題が

ある．また，各材料物性の不確実性の応答値への影響

を分離することが難しいという課題もある．最近，筆

者らは降伏過程の応力更新手法であるリターンマッピ

ングアルゴリズムに 1次のスペクトル展開を適用した

スペクトル確率リターンマッピングアルゴリズム（以

下，SSRMA）を提案した12)．SSRMAでは，降伏過程

に伴う応答値の期待値と分散を効率よく評価すること

ができ，さらに，各材料物性の不確実性が応答値に与

える影響を定量的に評価することが可能である．

FPK 方程式や SSRMA 等の確率弾塑性モデルにお

いては，降伏応力等のばらつきにより，単純な降伏モ

デルを用いた場合でも，応力歪関係の期待値は非常に

低い歪レベルから非線形性が現れることが示されてい

る5)∼ 12)．これは言い換えれば，弾塑性モデルを確率空



間に拡張することにより，簡単な構成則から現実的な

地盤特性を得られる可能性があるともいえる．K. Sett

らは FPK方程式による確率弾塑性モデルを粘土の履歴

特性の評価に適用し，確率空間に拡張した弾完全塑性

モデルにより，現実的な剛性や減衰を評価できること

を示している13)．しかし，FPK方程式による確率弾塑

性モデルを用いているため，各地盤物性の不確実性が

履歴特性に与える影響は評価できていない．そこで，本

論文では，SSRMAを用いて非排水粘土に対する剛性

G/G0 − γ関係及び減衰 h− γ関係を評価し，各地盤物

性の不確実性が履歴特性に与える影響を整理する．

本論文の構成は以下の通りである．2 章で，スペク

トル展開を用いた確率リターンマッピングアルゴリズ

ムの概要を示す．次に，3章で，履歴特性の評価に用い

るせん断弾性係数G0と非排水せん断強度 Suを既存の

標準貫入試験の結果を用いて整理する．その後，剛性

G/G0 − γ関係及び減衰 h− γ関係を評価し，試験デー

タとの比較を行った上で，各材料物性の不確実性の影

響を整理する．

2. スペクトル展開を用いた確率リターンマッ
ピングアルゴリズムの概要

ここでは，降伏過程における応力更新手法であるリ

ターンマッピングアルゴリズムを整理した上で，筆者ら

により提案されたスペクトル展開を用いた確率リター

ンマッピングアルゴリズム12) の概要を示す．

(1) リターンマッピングアルゴリズムの整理

塑性流れ理論では，材料が降伏する基準として，相

当応力 σeq と降伏応力 σY を用いた降伏関数

f(σ, λ) = σeq − σY (1)

を定義し，以下の制約条件により降伏過程における応

力を更新する．

dλ ≥ 0, f ≤ 0, dλf = 0 (2)

ここで，λは塑性乗数である．これらの時間積分を解く

手法の一つが，陰的弾性予測子/リターンマッピングア

ルゴリズムである14)．図–1に陰的弾性予測子/リター

ンマッピングアルゴリズムの評価フローを示す．陰的

弾性予測子/リターンマッピングアルゴリズムでは，各

時間ステップで歪増分∆ϵが与えられた時，弾性である

と仮定して弾性予測応力 σtrial を評価する．

σtrial = σ +D : ∆ϵ (3)

ここで，Dは剛性テンソルである．弾塑性体の場合は，

この弾性予測応力が正しい解であるとは限らない．その

ため，弾性予測応力による降伏関数 ftrial = f(σtrial, λ)

図–1 陰的弾性予測子/リターンマッピングアルゴリズムの評
価フロー

が塑性論的許容条件

ftrial ≤ 0 (4)

を満たす場合は弾性予測応力を真の解とし，満たさな

い場合は降伏したとして，塑性整合条件

f(σ, λ) = 0 (5)

を満たすように，陰的に塑性乗数 ∆λを求め，流れ則

に基づき応力を更新する．

σ = σtrial −∆λ∂σf (6)

ここで，∂σ による σの偏微分を表しており，関連流れ

則を適用した．

次に，物性場が確率分布を持つ場合を考えると，応

答場である歪や応力が確率分布を持つため，降伏関数

も確率分布を持つ．そのため，式 (3)～式 (6)は，確率

空間上の一つの標本点 wにおける関係式として与えら

れる．

σtrial(ω) = σ(ω) +D(ω) : ∆ϵ(ω) (7)

f(σtrial(ω), λ(ω), w) ≤ 0 (8)

σ(ω) = σtrial(ω)−∆λ(ω)∂σf(ω) (9)

f(σ(ω), λ(ω), w) = 0 (10)

MCSを用いる場合，標本点を多数サンプリングするこ

とで，確率変数の確率分布が得られる．例えば，弾性予

測応力による相当応力 σeq(σtrial(ω))や降伏応力 σY(ω)

が正規分布である場合，弾性予測応力による降伏関数

ftrial(ω)も図–2の赤点線のように正規分布を持つ．こ

の時，ftrial(ω)の確率分布の一部は ftrial(ω) ≤ 0とな

り，残りは ftrial(ω) > 0となる．そのため，リターン

マッピング後の降伏関数 f(ω)は，ftrial(ω) ≤ 0の領域



図–2 降伏関数の確率分布の変化 (ftrial(ω)及び f(ω))

は弾性でありその確率分布を保持するが，ftrial(ω) > 0

の領域では f(ω) = 0となるように応力が更新される．

その結果，降伏後の降伏関数の分布は，図–2の青線の

ように，f(ω) = 0でデルタ関数形状を持つ分布

PDF[f(ω)] =


PDF[ftrial(ω)]|ftrial=f (f(ω) < 0)

C[0, ftrial] (f(ω) = 0)

0 (f(ω) > 0)

(11)

となる．PDF[ftrial(ω)] は ftrial(ω) の確率密度関数，

C[x, ftrial] は累積分布関数であり，正規分布を仮定す

る場合以下で与えられる．

PDF[ftrial(ω)] =
1√

2πVAR[ftrial]
(12)

× exp

(
− (ftrial(ω)− ⟨ftrial⟩)2

2πVAR[ftrial]

)

C[x, ftrial] =

∫ ∞

x

ftrialPDF[ftrial]dftrial (13)

ここで，⟨ftrial⟩及びVAR[ftrial]は ftrial(ω)の期待値及

び分散である．

(2) スペクトル確率リターンマッピングアルゴリズム

a) スペクトル展開の整理

確率過程においては全ての応答場が確率分布を持つ．

MCSでは多数のサンプリングによりその確率分布を評

価するが，スペクトル展開では確率分布を確率空間上

のスペクトル成分の級数和として表現する．SSFEMで

は，Karhunen-Loeve展開15),16)（以下，KL展開）と

Polynomial Chaos展開17),18)（以下，PC展開）の二つ

のスペクトル展開を用いる．ここで，KL展開は材料物

性場の空間的相関を表現するための展開であり，PC展

開は応答場の複雑な確率分布を表現するための展開で

ある．詳細は付録 I及び付録 IIに記載することとし，

以下では最低次を例にとりスペクトル展開を説明する．

ヤング率Eと降伏応力 σYが正規分布に従う独立な確

率変数である場合を考える．この時，E(ω)及び σY(ω)

は期待値と確率成分に分けることができ，1次のKL展

開を適用すれば，以下のようにスペクトル展開できる．

E(ω) = ⟨E⟩+
√
VAR[E]ξ1(ω)　 (14)

σY(ω) = ⟨σY⟩+
√

VAR[σY]ξ2(ω) (15)

ここで，⟨X⟩及び VAR[X]は確率変数 X(ω)の期待値

及び分散を表す．また，ξ1(ω)及び ξ2(ω)は期待値 0で

分散 1の独立な正規確率変数であり，確率空間上の固

有関数である．0次のスペクトル展開（第一項）は確率

変数の期待値であり決定論的な取り扱いとなるが，1次

以上のスペクトル展開（第二項）を考慮することで確

率変数として取り扱うことができる．物性場の空間的

相関を考える場合には，付録 Iに示すように，より高

次の KL展開が必要になる．

一方，変位 u(ω)等の応答場は物性場をパラメータと

した行列方程式の解として与えられるため，E(ω)及び

σY(ω)両方の不確実性の影響を受ける．変位 u(ω)等に

対して 1次の PC展開を適用すると，以下のようにス

ペクトル展開される．

u(ω) = u(0) + u(1)ξ1(ω) + u(2)ξ2(ω) (16)

式（16）からわかるように，スペクトル展開した応答

場は各物性場の確率空間上の固有関数 ξi(ω)の重ね合

わせとして表現されるため，各物性場の不確実性の影

響が分離される．また，ξi(ω)は正規確率変数であるた

め，変位 u(ω)も正規分布に従い，u(ω)の期待値 ⟨u⟩と
分散 VAR[u]は以下で与えられる．

⟨u⟩ = u(0), VAR[u] =
(
u(1)

)2
+
(
u(2)

)2
(17)

応答場の確率分布に対してより複雑な分布を表現する

ためには，付録 IIに示すように，より高次の PC展開

を適用する必要がある．

式 (14)及び式 (15)並びに式（16）のように確率変数

に対してスペクトル展開を適用する場合，確率空間の

依存は確率空間上の固有関数 ξi(ω)のみが持つ．確率空

間上の固有関数 ξi(ω)は以下の直交性を持つため，行列

方程式は各スペクトル展開係数に対する方程式に拡張

される．

⟨ξi(ω)ξj(ω)⟩ = δij (18)

b) スペクトル確率リターンマッピングアルゴリズム

の整理

応答場に PC展開を適用する場合，応力 σ(ω)や降伏

関数 f(ω)も PC展開される．PC展開次数を 0次とし

た場合は，応力や降伏関数の期待値のみを考慮し，降

伏過程を決定論的に取り扱うことに対応する．降伏過

程において種々の材料物性の不確実性を考慮するため

には，より高次の PC展開を考慮する必要がある．本

手法では，最小限の拡張として，降伏過程に関係する

応力，塑性乗数及び降伏関数等に 1次の PC展開を適



用する．すると，応力 σ(ω)，塑性乗数 λ(ω)及び降伏

関数 f(ω)は以下のように与えられる．

σ(ω) =
M∑
i=0

σ(i)ξi(ω) (19)

λ(ω) =
M∑
i=0

λ(i)ξi(ω) (20)

f(ω) =
M∑
i=0

f (i)ξi(ω) (21)

ここで，M は各物性値の KL展開次数の和であり，E

と σY の KL展開次数をそれぞれ 1次とする場合には

M = 2となる．また，ξ0 = 1をダミー変数として定義

した．物性場が正規分布に従う場合，1次の PC展開を

適用することは応答場を正規分布で仮定することに等

しい．この時，例えば f(ω)の期待値 ⟨f⟩と分散VAR[f ]

は以下で与えられる．

⟨f⟩ = f (0), VAR[f ] =
M∑
i=1

(
f (i)
)2

(22)

リターンマッピングアルゴリズムは各積分点で実行され

るため，空間依存性は陽には現れない．それは SSRMA

でも同様である．しかし，物性場にKL展開を適用する

場合，物性場の空間的相関の情報を保持するためには，

PC展開の各項を残したまま計算しなければならないこ

とに注意する必要がある．ここで，式 (19)～式 (21)は

任意のKL展開次数に対して成立するため，SSRMAは

物性場に高次の KL展開を適用する場合でも一般性を

失わない．

確率変数をスペクトル展開する場合，リターンマッ

ピングアルゴリズムにおける式 (7)及び式 (9)等の関係

式は，各スペクトル展開係数に対する関係式として与

えられる．式 (18)の ξi(ω)の直交性より，式 (7)及び

式 (9)に ξiを乗じ期待値を取れば，弾性予測応力のPC

展開係数に対する関係式は以下で求められ，

σ
(i)
trial = σ(i) + ⟨ξi(ω)D(ω) : ∆ϵ(ω)⟩ (23)

更新する応力の PC展開係数の関係式は以下で与えら

れる．

σ(i) = σ
(i)
trial − ⟨ξi(ω)∆λ(ω)∂σf(ω)⟩ (24)

次に SSRMAにおける塑性論的許容条件及び塑性整

合条件を考える．塑性論的許容条件及び塑性整合条件

には降伏関数の確率分布が重要となる．正規分布を仮

定する確率降伏過程では，図–2からわかる通り，常に

確率分布の一部が降伏するため，塑性論的許容条件は

常に満たさない．その結果，非常に低い歪レベルから

塑性化が始まることになる．

一方，リターンマッピング後の確率的な降伏関数は図–

2の青線のような分布を持つため，塑性整合条件は適切

に設定する必要がある．1次のPC展開を用いるSSRMA

図–3 降伏関数の確率分布の変化 (ftrial(ω)，f(ω)及び正規
分布で仮定した f(ω))

では降伏関数も正規分布に従う．そのため，SSRMAで

は，図–3の緑線のような，リターンマッピング後の降

伏関数 f(ω) を正規分布で仮定した確率分布になるよ

うに応力を更新する必要がある．この確率空間に拡張

された塑性整合条件が決定論的なリターンマッピング

と SSRMAで大きく異なる点である．ここで，リター

ンマッピング後の降伏関数の期待値 ⟨f⟩と分散VAR[f ]

は，式 (11)より以下で求められる．

⟨f⟩ =
∫ 0

−∞
f̄trialPDF[f̄trial]df̄trial (25)

VAR[f ] =

∫ 0

−∞
f̄2
trialPDF[f̄trial]df̄trial − ⟨f⟩2 (26)

f̄trial(ω) は以下の応力状態 σ̄trial により求めた降伏関

数である．式 (11)，式 (25)及び式 (26)より，⟨f⟩及び
VAR[f ]の評価には弾性領域の確率分布が重要になるこ

とから，σ̄trialは単調載荷または単調除荷時には弾性と

して更新した応力

σ̄trial(ω) = σ̄trial(ω) +D(ω) : ∆ϵ(ω) (27)

を用い，載荷から除荷または除荷から載荷へ移り変わ

る場合は弾性域として考慮する領域が反転するため，弾

性予測応力 σtrial を用いる．

σ̄trial(ω) = σtrial(ω) (28)

さらに，ξi(ω)が独立な確率変数であり，f (i)と f
(i)
trialの

関係は任意の値に対して定義されることを考慮すれば，

式 (22)より降伏関数の PC展開係数は f(ω)の期待値

と分散により以下で与えられる12)．

f (i) =


⟨f⟩ (i = 0)√

VAR[f ]

VAR[ftrial]
f
(i)
trial (i ̸= 0)

(29)

図–4に SSRMAの評価フローを示す．ここで，確率

的な降伏過程においては確率分布の一部が常に降伏する

ことから，塑性論的許容条件は点線で示している．図–

4からわかる通り，SSRMA の評価フローは，式 (23)

及び式 (24)のように各 PC展開係数に対する計算が必

要であるが，図–1の陰的弾性予測子/リターンマッピ



図–4 SSRMAの評価フロー

ングアルゴリズムの評価フローと基本的な流れは同じ

である．唯一異なるのは，塑性論的整合条件において，

f = 0ではなく，期待値 ⟨f⟩，分散 VAR[f ]の正規分布

となるように応力を更新する点である．SSRMAはリ

ターンマッピングアルゴリズムを確率空間へ最小限拡

張したものであり，SSRMAのPC展開係数を 0次まで

とすれば SSRMAは完全に決定論的なリターンマッピ

ングアルゴリズムに一致する．

図–5に SSRMA及びMCSによって評価した応力歪

関係の期待値及び期待値 ±標準偏差の結果を示す．こ
こで，降伏モデルは 1次元弾完全塑性モデルとし，せん

断弾性係数の期待値及び変動係数を 70MPa及び 30%，

降伏応力の期待値及び変動係数を 0.4MPa及び 20%と

した．また，図–5には，参考のため, せん断弾性係数

及び降伏応力の期待値を用いて評価した決定論的な結

果も示している．これらの結果から，SSFEMとMCS

の結果はよく一致しており，決定論的な結果と比べて，

低い歪レベルから非線形性が現れていることがわかる．

このように，SSRMAでは，降伏過程に関係する応答値

を正規分布で近似したモデルであるが，期待値と分散

を効率よく評価することが可能である．

図–5 SSRMA による応力歪関係の評価結果 (E = 70MPa(
変動係数 30%)，σY = 0.4MPa(変動係数 20%))

3. 履歴特性の評価

ここでは，既存の標準貫入試験の結果よりせん断弾

性係数G0及びせん断強度 Suを整理し，SSRMAによ

り非排水粘土の履歴特性を評価する．

(1) 地盤物性値の不確実性の評価

観測値は不確実性を伴うことが通常であり，この不

確実性は決定論的な解析では工学的判断により決定論

的に評価することが多いが，ここでは，確率変数によ

り確率的に評価する．本論文では，日本の沖積粘土の

標準貫入試験により得られた N値と非排水せん断強度

及びヤング率の関係を用いて地盤物性値の入力値を整

理する．ここで，整理の方法は Settらの方法13)を倣う

こととする．

標準貫入試験による沖積粘土の N値と非排水せん断

強度 Su 及びヤング率 E の関係はそれぞれ Haraら19)

及びOhyaら20)により取得され，以下のように整理さ

れている．

Su = 0.29paN
0.72 (30)

E = 19.3paN
0.63 (31)

ここで pa は大気圧 pa = 101.325kPaである．さらに

Phoonらは，材料物性の不確実性を考慮するため，以

下の確率論的な形式を提案している21)．

Su = 0.29paN
0.72 + χ (32)

E = 19.3paN
0.63 + χ (33)

ここで，χは期待値 0の確率変数である．

図–6に非排水せん断強度 Su の期待値からの残差の

分布を示す．ここで，確率分布は全体が 1となるように

規格化している．また，図–6には 2σのデータでフィッ

ティングした正規分布の結果も示している．この時，せ

ん弾強度 Suの標準偏差は 43.7kPaで与えられる．従っ

て，期待値 0で分散 1の正規確率変数 ξ2(ω)を用いれ



図–6 非排水せん断強度の期待値からの残差の確率分布

ば，Su は以下のように与えられる．

Su = 0.29paN
0.72 + 43.7ξ2(ω) (34)

同様に，図–7にヤング率の期待値からの残差の分布

及び正規分布を用いたフィッティング結果を示す．この

時，ヤング率の標準偏差は 5388.3Paで与えられる．標

準貫入試験で得られる物性値は高歪下での物性値であ

るため，ヤング率と N値の関係式も高歪レベルにおけ

る関係式である．SSRMAの入力値としては弾性領域で

の値が必要であるため，低歪レベルの値を得るために

補正が必要である．弾性波速度等から低歪レベルで直

接測定する方法や地質から推定する方法もあるが，本

研究では高歪レベルでのヤング率に補正係数を乗じる

ことで低歪レベルのヤング率を評価する．

E = aEV19.3paN
0.63 + aSTDχ (35)

ここで，aEV 及び aSTD は高歪レベルから低歪レベル

に変換するため補正係数である．aEV及び aSTDは，そ

れぞれ Idriss22)及び Stokoe IIら23)によって実験的に

評価されており，aEV = 17.25及び aSTD = 10.7で与

えられる．ここで，aSTDが aEVより小さい理由は地質

が塑性化するに従って地質の構造が変化し不確実性が

増大するためである．ポワソン比 ν を確定値 0.5と仮

定すると，入力値として用いる N値とせん断弾性係数

G0 = E/2(1 + ν)の関係式は以下で与えられる．

G0 = 110.9paN
0.63 + 1799.7ξ1(ω) (36)

ここで，ξ1(ω) は期待値 0，分散 1 の正規確率変数で

ある．

さらに，不確実性は地質そのもののばらつきに加え，

実験時の誤差，つまり機材，手順，観測者による不確か

さも大きく影響してくることが知られている．Phoon

らはこれらの変動係数は 15− 45%であると整理してい

る24)．Settら13) は，せん断強度の試験には載荷方向，

歪速度，境界条件等の多くの不確定要素がある25)こと

から，せん断強度の実験での不確かさを 45%とし，せ

ん断弾性係数のそれを 15%としている．本論文でも，

図–7 ヤング率の期待値からの残差の確率分布

表–1 解析物性値

実験での不確かさについては Settら13) と同様の値を

用いることとする．

(2) 応力歪関係の評価

繰り返しせん断試験を想定し，SSRMAを用いてせ

ん断歪を変化させた場合の応力歪関係を計算する．材

料物性値の不確実性が履歴特性に与える影響を評価す

ることを目的とすることから，降伏モデルは弾完全塑

性 von Misesモデルを用いる．理想的なせん断試験を

想定すると，弾完全塑性 von Misesモデルの降伏関数

はせん断応力 τ と降伏応力 σY により，

f =
√
3|τ | − σY (37)

で与えられる．ここで，降伏応力 σY はせん断強度 Su

と σY =
√
3Su の関係にある．表–1に計算に用いる物

性値及びその変動係数を示す．これらの物性値は，標

準貫入試験の N値N = 30に対する値である．

　

図–8及び図–9にせん断歪を γ = ±1.0%の間隔で変

化させた場合の応力歪関係の期待値及び標準偏差を示

す．ここで，比較として，せん断弾性係数とせん断強度

の確定値を用いて評価した決定論的な結果も記載する．

決定論的な結果は，弾性域ではせん断弾性係数の期待

値に比例し，降伏後はせん断強度の期待値となる双線

形の応力歪依存性を示している．図–8の SSRMAの結

果は，せん断弾性係数及びせん断強度の二つのパラメー

タの不確実性を考慮した弾完全塑性モデルを用いてい

るにかかわらず，低い歪レベルから非線形特性が現れ



図–8 載荷除荷サイクルにおける応力歪関係の評価結果 (γ =
±1%)

図–9 載荷除荷サイクルにおけるせん断応力の標準偏差の歪
依存性 (γ = ±1%)

ている．また，図–9より，標準偏差も履歴を描きなが

ら変化していることがわかる．これらの非線形特性は，

せん断強度とせん断弾性係数の不確実性の影響である．

不確実性を考慮すると，決定論的な降伏点に達する前

に一部の応力状態が降伏しはじめ，また，決定論的な

降伏点後も一部は弾性のまま残っているため，低い歪

レベルから高い歪レベルまで段階的に非線形特性が現

れる．図–8の結果は，FPK方程式を用いた場合13)と

同様の結果である．これらの応力歪関係は実際の物質

にも表れると考えられる．一つの試験体の中には様々

な材料強度を持つ粒子を含んでいる．試験体の応力歪

関係を試験する場合，試験体の中の粒子の一部は弾性

状態であり，一部は完全に塑性化し，その平均的な結

果が試験体の結果として現れるのである．

また，図–10にせん断歪を γ = ±0.5%まで段階的に

変化させた場合の履歴曲線を示す．さらに，図–11に

せん断歪を非対称に変化させた場合の履歴曲線を示す．

これらの結果からわかるように，単純な弾完全塑性モ

デルであっても，確率空間への拡張を行うことで，骨

格曲線（赤点線）に沿ったMasing則のような履歴曲線

が自動的に得られていることは注目すべき点である．

図–10 履歴曲線の評価結果 (γ = ±1%)

図–11 履歴曲線の評価結果 (非対称載荷除荷サイクル)

(3) G/G0 − γ 関係及び h− γ 関係の評価

上記の応力歪関係より，割線剛性 G/G0 − γ 関係及

び減衰 h− γ 関係を評価することができる．

図–12に剛性 G/G0 − γ 関係の評価結果を示す．こ

こで，期待値及び期待値 ±標準偏差は，せん断弾性係
数の期待値 ⟨G0⟩で除したもので，それぞれ ⟨G⟩ / ⟨G0⟩
及び (⟨G⟩ ± STD[G])/ ⟨G0⟩であることに注意する．ま
た，参考のため，決定論的な結果（赤線）と Vucetic

and Dobry により報告された高塑性粘土の実験値26)

（黒点線）を示している，決定論的な結果は，せん断歪

γ = ⟨σY⟩ /
√
3 ⟨G0⟩ = 0.355%まで 1であり，降伏点後

は急激に低下していく．一方で，確率弾塑性モデルの

期待値は低い歪レベルから緩やかに減少しており，よ

り実験値と近い剛性を示していることがわかる．

次に，図–13に減衰h−γ関係の評価結果を示す．比較

のため，決定論的な結果（赤線）及びVucetic and Dobry

により報告されている高塑性粘土の実験値26)（黒点線）

を載せている．決定論的な結果は，せん断歪 γ = 0.355%

までは 0であり，降伏点後は急激に増加していく．一

方で，確率モデルの期待値は，低い歪レベルから減衰

は増加し，より実験値に近い減衰を示していることわ

かる．

このように，単純な弾完全塑性モデルを用いた場合

でも，確率空間に拡張することで，決定論と比べ現実



図–12 剛性 G/G0 − γ 関係

図–13 減衰 h− γ 関係

的な G/G0 − γ 関係及び h − γ 関係が得られることが

わかる．ただし，より実験値に近い履歴特性を求める

場合には，より高度な降伏モデルを使う等の検討が必

要になる．

最後に，G/G0− γ関係に対する各物性値の不確実性

が与える影響を整理する．SSRMAにおいては，応力

をスペクトル展開（PC展開）するため，それぞれの材

料物性からくる不確実性を分離することが可能になる．

図–14に G/G0 − γ 関係の変動係数，並びにせん断弾

性係数及びせん断強度の不確実性からくる寄与 CG0 及

び CSu を示す．ここで，G/G0 − γ 関係の変動係数は

それぞれの物性値からくる寄与CG0 及びCSu の二乗和

平方根で与えられる．

COV(G/G0) =
√
C2

G0
+ C2

Su
(38)

図–14より，変動係数は低い歪レベルでは 0.4程度であ

り，歪が大きくなるにつれて 0.6程度に変化する．これ

は，各物性値からくる寄与の変化により理解できる．低

い歪レベルでは全体の分布の多くが弾性域にあり，CG0

が支配的であるため，G/G0 の変動係数はせん断弾性

係数 G0 の変動係数程度となっている．歪の増加と伴

に塑性化が進み，CSu
が増大し，CG0

が減少していく．

最終的には CSu が支配的となり，G/G0 の変動係数は

せん断強度 Suの変動係数程度となる．逐次非線形解析

を用いて確率論的評価を行う場合，弾性係数 G0 の不

図–14 剛性の変動係数と地盤物性の不確実性の影響

確実性に加え，直接 G/G0 − γ 関係に不確実性を与え

ることも考えられる．しかし，図–14からわかる通り，

G/G0 − γ関係の不確実性はG0の不確実性と独立では

ないと考えられるため，解析におけるばらつきの設定

には注意が必要となる．

4. まとめ

本論文では，確率弾塑性モデルを用いて非排水粘土

の履歴特性を評価した．その結果，単純な弾完全塑性

モデルを用いた場合でも，確率空間への拡張により，決

定論的な結果と比べより現実的な動的変形特性を評価

することができた．これらの結果は，原位置試験から

得られる材料物性値を用いて，履歴特性を評価できる

可能性を示唆しており，地盤工学的に重要であると考

えられる．また，SSRMAの特徴として，各材料の不確

実性が応答値に与える影響を分離できることから，せ

ん断弾性係数とせん断強度の不確実性が履歴特性に与

える影響を定量的に評価することができた．これらの

結果は，逐次非線形解析において材料物性の不確実性

を設定する際に有用な情報となると考えられる．

本手法では材料物性値のばらつきに対して正規分布

を仮定した．今後は，より現実的な対数正規分布を対

象とした検討も必要となると考えられる．

付録 I 物性場のKL展開15),16)

KL展開は空間的相関を表現するためのスペクトル展

開であり，SSFEMでは物性場に適用される．ヤング率

Eを空間的相関を持った確率変数とする場合，E(x, ω)

は期待値 ⟨E(x)⟩と確率成分 α(x, ω)に分けることがで

きる．

E(x, ω) = ⟨E(x)⟩ (1 + α(x, ω)) (I.1)

ここで，xは空間座標，ωは標本空間の標本点である．

E(x, ω)にKL展開を用いると，確率成分 α(x, ω)は以



下のように展開される．

α(x, ω) =

∞∑
i=1

√
λiϕi(x)ξi(ω) (I.2)

ここで，λi 及び ϕi は E の共分散関数 C(x1,x2) =

⟨α(x1, ω)α(x2, ω)⟩の固有値及び固有関数である．∫
C(x1,x2)ϕi(x2)dx2 = λiϕi(x1) (I.3)

また，ξi(ω)は期待値 0で分散 1の正規確率変数であり，

以下の直行性を持つ．

⟨ξi(ω)ξj(ω)⟩ = δij (I.4)

簡便のため，KL展開したE(x, ω)を以下のように記載

する．

E(x, ω) =

M∑
i=0

E(i)(x)ξi(ω) (I.5)

ここで，ξ0 = 1はダミー変数であり，E(0)(x) = ⟨E⟩及
び E(i)(x) =

√
λiϕi(x) ⟨E⟩とした．すると，E(x, ω)

の分散 VAR[E]は同位置の共分散関数 C(x1,x2)を用

いて，

VAR[E] = ⟨E⟩2 C(x,x) (I.6)

で与えるため，式 (I.4)の ξi(ω)の直交性より，VAR[E]

とスペクトル展開係数の間には以下の関係がある．

VAR[E] =
∞∑
i=1

(
E(i)(x)

)2
(I.7)

付録 II 応答場のPC展開17),18)

PC展開は複雑な確率分布を表現するための展開であ

り，SSFEMでは変位 u等の応答場に適用する．変位 u

を PC展開すると, KL展開の確率変数 ξを用いて以下

のように展開される．

u(x, ω) = a0Γ0 +

∞∑
i1=1

ai1Γ1(ξi1(ω))

+
∞∑

i1=1

i1∑
i2=1

ai1i2Γ2(ξi1(ω), ξi2(ω)) + . . .(II.1)

ここで，Γp は p次の Polynomial Chaos(PC)であり，

Γp(ξ) = (−1)p exp

(
1

2
ξTξ

)
× ∂p

∂ξm1 . . . ∂ξmp

exp

(
−1

2
ξTξ

)
(II.2)

で与えられる．また，ξ(ω)は任意の ξi(ω)を成分とす

るベクトルである．1次の PCは Γ1(ξi(ω)) = ξi(ω)で

あるが，2次以上の PCは ξ の多項式で表されるため，

PC展開を用いることで複雑な確率変数を表現すること

ができる．また，簡便のため，式 (II.1)を以下のように

表記する．

u(x, ω) =
P−1∑
n=0

u(n)(x)Ψn ({ξ(ω)}) (II.3)

ここで，P は KL展開次数M，PC展開次数 pにより

以下で求められる．

P = 1 +

p∑
s=1

1

s!

s−1∏
k=0

(M + k) (II.4)

また，Ψn ({ξ(ω)})は，以下の直行性を持つ．

⟨Ψn ({ξ(ω)})Ψm ({ξ(ω)})⟩ = δnm (II.5)
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