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地震動位相を線形位相遅れ部とそれからの変動部に分離し，位相差分の確率特性を明らかにする．差分

を取る離散円振動数間隔の大きさを変え，大きさの異なる位相差分を計算し，その分散と自己共分散関数

の特性から，位相がフラクタル特性を有していることを示し，位相は円振動数に関していたるところ微分

不可能な関数になっていることを明らかにする．差分間隔の大きな位相差分は差分間隔の微小な位相差分

を足し込むことによって求められるので，差分間隔の異なる位相差分を求め，位相差分の確率特性が，差

分間隔の大きさによりどのように変化するかを考察する．差分間隔の増大とともに，位相差分の確率分布

特性は正規分布に漸近するが，差分間隔の小さいときには位相差分を裾野の厚い分布関数でモデル化しな

ければならないことが判明する． 
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1. まえがき 

 

地震動は不規則な媒質中を伝播して来る波動であるこ

と，地震動を励起する断層の破壊過程はせん断破壊の現

象であり，せん断面上のせん断応力やせん断ひずみの分

布は本質的に不規則なので，地震動位相にはこうした不

規則性の情報が内在しているはずである．現段階ではこ

うした不規則性を確定論的に決定した上で，地震動位相

の不規則性を評価することは不可能なので，不規則性を

不確定性に置き換えて位相過程を円振動数に関する不確

定な関数，すなわち，確率過程として取り扱うのが合理

的であるとして，地震動位相の確率特性を抽出するため

の研究を実施してきた． 

それらは，地震動位相の位相差分が有している確率特

性の一端を抽出し，地震動位相がフラクタル特性を有し

ていることを明らかにした研究 1), 2) ，地震動位相が自己

アフィン相似性を有していることを見いだし，その特性

を満たす最も単純な確率過程が非整数ブラウン運動過程

であるので，その概念を用いて地震動位相を模擬するこ

とを提案した研究研究 3)，自己アフィン相似性の仮定の

みから誘導した地震動の確率特性を用いて，地震動振幅

の減衰特性に言及した研究 4)などである．しかしこれら

の研究では確率過程を構成するのに，自己アフィン相似

性の特性が表現できる積分核を設定した上で，ブラウン

運動過程(ウイナー過程)を積分関数とする，ルベーグス

チルシス積分の形式を用いていたため，位相差分の確率

分布特性が，差分を取る離散円振動数間隔の大きさに関

係なく，正規分布で規定されなければならないと言う基

本的な制約が課せられていた．しかし，観測された地震

動の位相を解析すると位相差分の確率密度関数は，本論

文の第 5章で明らかにされるように，差分を取る円振動

数間隔に大きく依存している．そこで，地震動位相を確

率過程としてモデル化するために，基本的に必要となる

位相差分の確率特性とは何かを整理し，まとめ直すこと

にする．注意してほしいのは，本研究では，群遅延時間

の積分で位相を計算せず，位相差分を式(3)に基づいて

直接計算していることである．したがって，ここで作成

した図-1,2,3の図面は，これまで発表してきた論文1)～4)に

掲載されていた図面とおほぼ同であるが，改めて計算し

直したものである．なお，第 7章「むすび」以外の本文

中で，重要な成果となるところには下線を引いて注意を

喚起している． 

 

2．群遅延時間を用いない地震動位相の計算法 

 

地震動の時刻歴が݂ሺݐሻで与えられるときに，そのフー

リエ変換ܨሺ߱ሻが次式で表現されるものとする． 

ሺ߱ሻܨ ൌ ܴሺ߱ሻ ൅ ሺ߱ሻܫ݅ ൌ ൫݅߶ሺ߱ሻ൯ (1)	ሺ߱ሻexpܣ

ここに，ݐは時間，߱は円振動数，݅ ൌ √െ1，ܴሺ߱ሻと 

ሺ߱ሻと߶ሺ߱ሻܣ，ሺ߱ሻはフーリエ変換のの実数部と虚数部ܫ
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はフーリエ振幅と位相であり，次式で定義される． 

ሺ߱ሻܣ ൌ ඥܴሺ߱ሻଶ ൅  ሺ߱ሻଶܫ

߶ሺ߱ሻ ൌ ଵି݊ܽݐ ቆ
ሺ߱ሻܫ

ܴሺ߱ሻ
ቇ 

(2)

式(2)の第2式で与えられる位相はሾെߨ, ሿの主値のみであߨ

るので，本解析で用いる位相ではെߨ近傍の位相をߨ近

傍の値に接続するアンラップ操作が必要になる．現段階

で，このアンラップ操作を合理的に行えるアルゴリズム

は無いので，次式で与えられる位相差分݀߶ሺ߱ሻを足し

合わせることにより位相を求めることにする． 

݀߶ሺ߱ሻ ൌ
ܫܴ݀ െ ܴ݀ܫ
ܴଶ ൅ ଶܫ

 (3)

ここに，ܴ݀と݀ܫは式(1)で定義されたフーリエ変換の実

数部と虚数部の円振動数߱における差分を意味している． 

式(3)に基づいて位相差分を計算すると，実数部と虚数

部の円振動数に関する差分が分子に現れるので，その精

度が問題になる．ここでは中央差分を用いて，離散円振

動数点でܴ݀と݀ܫを計算するが，その精度は円振動数領

域における離散点の総数(離散円振動数間隔)に依存して

いる．離散円振動数間隔は，記録の後にゼロを足し込む

ことにより制御できる．位相差分を足し合わせることに

よって得られる位相の精度は，計算された位相を用い，

フーリエ振幅は既知として，時刻歴を再現し，観測され

た時刻歴の各離散時間点での残差 2乗和の平方根が 1gal

以下になるような離散円振動数間隔を設定することで，

保証することにする．以下の解析に用いるのは，1994年

釧路沖地震の際に釧路気象台で観測された加速度記録

(離散時間間隔 0.02 秒)であり，離散点総数として2ଶସ個

以上あれば精度が保障される．2ଶସ個の場合の離散円振

動数間隔を“微小離散円振動数間隔”として݀߱で表す． 

 計算された位相߶ሺ߱ሻをさらに，線形遅れ部とそこか

らの変動部に分け，以下のように表すことにする． 

߶ሺ߱ሻ ൌ െ߱ݐ଴ ൅ ߰ሺ߱ሻ (4)
ここに，െ߱ݐ଴は線形位相遅れ部，߰ሺ߱ሻはそこからの変

動部である．以下の解析では，この位相変動部を円振動

数領域における確率過程と見なし，その確率特性を明ら

かにする． 

 式(3)によって位相差分を計算し，それを足し合わせ

て位相߶ሺ߱ሻを計算する方法は，位相の円振動数に対す

る連続性は要求するが，その微分可能性を必要としない

ため，重要な概念になる．従来は，位相の円振動数に関

する一階微分として定義される次式の群遅延時間 

݀߶ሺ߱ሻ

݀߱
ൌ
ܴሺ݀ܫ ݀߱⁄ ሻ െ ሺܴ݀ܫ ݀߱⁄ ሻ

ܴଶ ൅ ଶܫ
 (5)

を円振動数に対して積分することにより位相を求めてい

た．式(3)と(5)の違いは大差にように見えるが，式(5)を

用いて位相を求める場合には，少なくとも位相の円振動

数に関する１階微分の連続性が保障されていなければな 

 

図-1 観測記録の位相から線形位相遅れ部を差し引いた位相変

動部．円振動数の離散間隔は基本離散円振動数間隔݀߱

を用いた場合で݀߱ ൌ ߨ100 2ଶସ⁄ ． 

 

らない．位相の微分可能性を前提としなくてよいという

基本的に重要な性質が式(3)に内蔵されている． 

 

3．位相差分過程が有する自己アフィン相似性 
 

図-1は1994年釧路沖地震の際に釧路気象台で観測された

加速度記録から，上記の位相変動部߰ሺ߱ሻを計算したも

のである．円振動数は݀߱ごとに離散化されていると 

して，各離散点の円振動数を 

ሼ߱ଵ,߱ଶ,⋯ ,߱௟, ߱௟ାଵ,⋯ ,߱௎ሽ (6)

とする．ここに，߱௎は解析の対象とする上限の円振動 

数であり，この場合にはܷ ൌ 2ଶସである．また，対応す

る，位相変動部が以下のように離散化されているものと

する． 

ሼ߰ଵ, ߰ଶ,⋯ , ߰௟, ߰௟ାଵ,⋯ , ߰௎ሽ (7)

ここでは，位相変動部の確率特性を直接調べるのではな

く，微小離散円振動数間隔の位相差分  

݀߰௟ ൌ ߰௟ାଵ െ ߰௟ (8)

を考察の対象とし，以下のような離散系列を考える．こ

れを“微小位相差分過程”と名付けることにする． 

ሼ݀߰ଵ, ݀߰ଶ,⋯ , ݀߰௟, ݀߰௟ାଵ,⋯ , ݀߰௎ሽ (9)

݀߰௎ ൌ ߰௎ାଵ െ ߰௎となり，式(7)の離散系列をはみ出る

が，߰௎ାଵまで有効に計量されているとすれば問題はな

い． 

ここでは，既に発表済みの解析方法3)を利用して，位

相差分過程が自己アフィン相似性を有しており，フラク

タル過程としてモデル化されなければならないことを明

らかにする． 

式(9)のように計算された微小位相差分過程ሼ݀߰௟ሽを用

いて，その自己相関関数を求める．図-2の一部にその結

果が示されている．図中の細実線がそれである．横軸は

離散円振動数ではなく，振動数の離散化ステップ点番号

になっている点に注意してほしい．なお自己相関関数は

60ステップ目が1になるように正規化されている．図か

ら明らかなように，ሼ݀߰௟ሽの相関はかなり長い振動数ス
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図-2 地震動位相変動部の位相差分の自己相関関数に及ぼす差

分間隔の影響．各線の差分円振動数間隔は，細実線：

݀߱ ൌ ߨ100 2ଶସ⁄ ，破線：4݀߱，点線：8݀߱，一点鎖

線：16݀߱，波破線：32݀߱，二点破線：64݀߱，であ

る．○印は式(23)の結果から求まる理論曲線．すべて61

ステップ目が1になるように正規化． 

 

テップにわたって続くことが分かる．こうした現象は長

期記憶5)と言われている．これから，微小位相差分過程

が離散円振動数点ごとに独立性を有しているという仮定

は成立しない事が分かる．また，図中には，その他に，

破線，点線，一点鎖線，波破線，二点鎖線が描かれてい

るが，それらは離散円振動数∆߱の値を微小離散円振動

数間隔݀߱の4，8，16，32，64倍としたときに求められ

る位相差分過程ሼ∆߰ሽに対する自己相関関数を60ステッ

プ目が1になるよう正規化して描いたものである．これ

らの線群はほぼ似たような形状を示している．位相差分

過程の自己相関関数は離散円振動数間隔の大きさによら

ずほぼ似たような減少傾向を持つ，この性質は地震動位

相差分過程が持っている特異的な確率特性である． 

この特性の持つ意味を明確にするため，∆߱間隔で離

散化された円振動数列 

ሼ߱ଵ,⋯ ,߱௦,⋯ ,߱௧,⋯ ,߱ெሽ (10)

に対して求められている位相差分列 

ሼ∆߰ଵሺ߱ଵሻ,⋯ , ∆߰௧ሺ߱௧ሻ,⋯ , ∆߰ெሺ߱ெሻሽ (11)

と∆߱のܿ倍の間隔∆Ω ൌ ܿΔ߱で離散化された円振動数列 

ሼΩଵ,⋯ , Ω௦,⋯ , Ω௧,⋯ , Ωெሽ (12)

に対して求められている位相差分列 
ሼ∆߰ଵሺΩଵሻ,⋯ , ∆߰௧ሺΩ௧ሻ,⋯ , ∆߰ெሺΩெሻሽ (13)

を考えてみる．すると，図-2の関係は，Δ߱間隔で計算

された位相差分の自己相関とΔΩ間隔で計算された自己

相関との間に比例関係が成立していることを示している．

したがって，式(11)の過程列から求められる自己相関

୼టሺΩሻの間ߛ୼టሺ߱ሻと式(13)の過程列に基づく自己相関ߛ

に，次式の関係が成立しなければならない．  

୼టሺΩሻߛ ൌ ୼టሺܿ߱ሻߛ ൌ ୼టሺ߱ሻ (14)ߛߣ

ここに，ߣは比例定数である．式(14)の関係は，離散円

振動数間隔の大きさをܿ倍にすると，その自己相関の値

は元の離散円振動数間隔での自己相関と相似になること

を意味している．この値がܿの関数として定義されると，

位相差分過程が自己アフィン相似性 6)を有することにな

る．自己アフィン相似性を有する確率過程はフラクタル

特性 7)を有している．フラクタルの概念はフランスの数

学者Mandelbrot8) により導入された幾何学の概念であり，

簡単に言うと複雑な図形であり，いくら細部を拡大して

も複雑さを保つ図形のことをいう．図形の一部を抜き出

すと全体と似た形になる図形を自己相似性のある図形と

言うが，自己アフィンと言う概念は縦横の相似率が異な

っている図形一般を指している． 

の値を決定するために，微小円振動数間隔を݀߱をߣ

ߨ100 2ଶସ⁄ としたときの位相変動部の差分過程にエルゴ

ード性を仮定し，円振動数߱ ൅ Δ߱とωとの間の位相差

分を 
∆߰ሺΔ߱,߱ሻ ൌ ߰ሺ߱ ൅ Δ߱ሻ െ ߰ሺ߱ሻ (15)

で定義し，Δ߱を一定に保ったまま，次式で定義される

∆߰ሺΔ߱,߱ሻの円振動数に対する2乗和平均を求め，その

確率的性質を調べてみる． 
ట∆ߪ
ଶ ሺΔ߱ሻ

ൌ
1

߱ெ െ Δ߱
න ∆߰ሺΔ߱,߱ሻଶ݀߱
ఠಾି୼ఠ

଴
 

(16)

ここに，߱ெは߰ሺ߱ሻの与えられている円振動数の上限で

ある．得られた結果が図-3 に示されている． 

図から明らかなようにߪ∆ట
ଶ ሺΔ߱ሻはΔ߱のベキ乗関数と

して表現されている．Δ߱のベキ乗指数を2ܪとしたとき

に最小二乗法で決定したܪの値が図の説明文中に与えら

れている．ܪはHurst指数9)と名付けられているフラクタ

ル現象を特徴づけるパラメータである．位相変動部の位

相差分過程の分散が離散円振動数間隔のベキ関数になる

というこの性質も，地震動位相が保持している特異的な

確率特性の一つである．したがって，位相差分過程の分

散は次式のように与えられることになる． 
ట∆ߪ
ଶ ሺ∆߱ሻ ൌ ுߪ

ଶሺ∆߱ሻଶு (17)

ܪߪ
2の値は∆߱ → 0の極限での位相差分過程の分散値を規

定する係数である．  

 いま，式(7)で定義された離散円振動数点に対する位

相の離散確率過程を以下のように書き変え， 

ሼ߰ଵ,⋯ , ߰௦,⋯ , ߰௧,⋯ , ߰ெሽ (18)

改めてΔ߱ ൌ ߱௧ െ ߱௦と置き，Δ߰ ൌ ߰௧ െ ߰௦とすれば，

式(17)は以下のように書き換えることができる． 

ሾሺ߰௧ܧ െ ߰௦ሻଶሿ ൌ |߱௧ െ ߱௦|ଶுߪு
ଶ (19)



 

 4

式(19)で߱ଵ ൌ 0で߰ଵ ൌ 0であることを考慮すれば， 

ሾሺ߰௧ܧ െ ߰ଵሻଶሿ ൌ ሾ߰௧ܧ
ଶሿ ൌ |߱௧|ଶߪு

ଶ (20)

と置けるので，次式が得られる． 

ሾሺ߰௧ܧ െ ߰௦ሻଶሿ ൌ ுߪ
ଶሼ|߱௧|ଶு ൅ |߱௧|ଶுሽ 

െ2ߛሺ߰௧, ߰௦ሻ 
(21)

ここに，ߛሺ߰௧, ߰௦ሻは߰௧と߰௦の自己共分散であり，式(19) 

を再度利用すれば，これは次式のように与えられる． 

,ሺ߰௧ߛ ߰௦ሻ ൌ
ுߪ
ଶ

2
ሼ|߱௧|ଶு ൅ |߱௧|ଶு െ |߱௧ െ ߱௦|ଶሽ (22) 

さらに，߱௞ ൌ ߱௧ା௞ െ ߱௧ ൌ ݇Δ߱として，߰の差分過程

Δ߰௧ ൌ ߰௧ାଵ െ ߰௧に対する自己共分散ߛ୼టሺ߱௞ሻを求める

と 

୼టሺ߱௞ሻߛ ൌ ,ሺΔ߰௧ݒ݋ܥ Δ߰௧ା௞ሻ  

ൌ ሾሺ߰௧ାଵܧ െ ߰௧	ሻሺ߰௧ା௞ାଵ െ ߰௧ା௞ሻሿ  

ൌ ,ሺ߰௧ାଵߛ ߰௧ା௞ାଵሻ െ ,ሺ߰௧ାଵߛ ߰௧ା௞ሻ 

െߛሺ߰௧, ߰௧ା௞ାଵሻ ൅ ,ሺ߰௧ߛ ߰௧ା௞ሻ 

 

となるので，これに式(22)を代入すれば 

 ୼టሺ߱௞ሻߛ

ൌ
1
2
ுߪ
ଶሼ|߱௞ାଵ|ଶு െ 2|߱௞|ଶு ൅ |߱௞ିଵ|ଶுሽ 

ൌ
1
2
ுߪ
ଶሺΔ߱ሻଶுሼ|݇ ൅ 1|ଶு െ 2|݇|ଶு ൅ |݇ െ 1|ଶுሽ

(23) 

が求められる．これは݇のみの関数となるのでሼ∆߰௧ሽは

定常過程となる．また式(23)より， ߛ୼టሺ߱௞ሻ/ߪு
ଶሺΔ߱ሻଶு

は݇(振動数ステップ)のみの関数となり，Δ߱に関係しな

いことが，	ሼ∆߰௧ሽ過程の特徴になっていることが分かる．

ここで得られた結果は図-2の結果と整合的である．図中

の○印が式(23)の結果を示している．また，式(17)を求め

るときに∆߰ሺ߱ሻに߱に関する定常性を仮定したことへ

の保証を与えている． 

式(23)の関係を式(14)に代入し，߱௞ ൌ ݇∆߱であること，

式(23)にΩ௞を代入しても，式(23)の関係式が成立するこ

ととΩ௞ ൌ ݇∆ΩならびにΔΩ ൌ ܿ∆ωであることを考慮す

れば，式(14)のߣの値が次式のように決定できる． 
ߣ ൌ ܿଶு (24)

また，Ω ൌ ܿ߱であることと式(19)ならびに式(24)を考慮

すれば，次式の関係が得られる． 

ܧ ቂ൫߰௧ሺΩሻ െ ߰௦ሺΩሻ൯
ଶ
ቃ ൌ ܿଶு|߱௧ െ ߱௦|ଶுߪு

ଶ

ܧ	= ൤ቀܿு൫߰௧ሺωሻ െ ߰௦ሺωሻ൯ቁ
ଶ
൨ 

(25)

これから，円振動数の計測縮尺をܿ倍にすると，位相差

分の計測縮尺がܿு倍に成り，円振動数の相似率と位相

差分のそれとが異なるという自己アフィン相似性を位相

差分が有していることが明らかになる．自己アフィン相

似性を有する確率過程はフラクタル特性を有しているの

で10),11)，地震動の位相差分はフラクタル特性を有する確

率過程としてモデル化されなけらばならないことが，式

(14)と(24)の結果から要請される． 

 

図-3 位相差分の二乗和平均 ߪ∆థ
ଶ ሺ∆߱ሻ(縦軸)と円振動数差 

∆ω (横軸 )の関係．実線：最小二乗近似曲線で 

థ௛∆ߪ
ଶ ுߪ~

ଶ∆߱ଶு  で近似；●点：観測値から求められる

データ；同定された値：ܪ ൌ ுߪ  ,0.80990
ଶ ൌ 29.36 

 

4．地震動位相の微分不可能性について 
 

第3章で地震動位相変動部がフラクタル特性を有して

いることを示した．フラクタル特性を有する関数はいた

るところ微分不可能な関数として定義されるので，位相

の円振動数に関する 1階微分である群遅延時間が定義で

きないこと12)は明らかであるが，ここでは，もう少し具

体的にその内容を解説することにする． 

これまで発表してきた成果に基づいて，第 3章で得ら

れた位相変動部߰ሺ߱ሻのフラクタル特性を，最も簡単に

表現できる確率過程が非整数ブラウン運動過程 13)である

ので，それで߰ሺ߱ሻをモデル化し次式を得た 4)．   

߰ሺ߱ሻ െ ߰ሺ0ሻ ൌ
1

Γ൫ܪ ൅ 1
2൯
න ሺ߱ܭ െ ߬ሻܹ݀ሺ߬ሻ
߱

െ∞
(25)

ここに，߰ሺ0ሻは初期値，Γሺ ሻはガンマ関数で，ܹ݀ሺ߬ሻ

は߬点でのブラウン運動増分過程(ウイナー増分過程)で

あり，積分核は次式で与えられる． 

ሺ߱ܭ െ ߬ሻ

ൌ ቊ
ሺ߱ െ ߬ሻுିଵ ଶ⁄ െ ሺെ߬ሻுିଵ ଶ⁄ 			ሺ߬ ൏ 0ሻ
ሺ߱ െ ߬ሻுିଵ ଶ 									⁄ ሺ0 ൑ ߬ ൑ ߱ሻ 

(26)

式(25)の表現は位相過程を連続確率過程としたもので

あるが，このままでは，その数理特性を簡潔に把握する

ことが困難なので，式(25)を離散円振動数間隔݀߱で離散

化した，次式のような離散確率過程を考えることにする． 

߰௝ െ ߰଴ ൌ
1

Γ൫ܪ ൅ ଵ
ଶ൯

෍ ௝௟݀ܭ ௟ܹ

௝ିଵ

௟ୀିஶ

 (27)
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ここに,  ߱ ௝ ൌ ݆ ∙ ݀߱, ߬௟ ൌ ݈ ∙ ݀߱ ൌ ߱௟, ߰௝ ൌ ߰൫ ௝߱൯, ௝௟ܭ ൌ

൫ܭ ௝߱ െ ߬௟൯であり，݀ ௟ܹは離散化されたブラウン運動増

分過程であり，次式で定義される． 

݀ ௟ܹ ൌ 				௟ߟ௕ߪ߱݀√  (28)			௟~ܰሺ0,1ሻߟ

௕ߪ
ଶはブラウン運動過程を規定する分散の円振動数に対

する比例係数で有限な一定値であり，ߟ௟は標準正規分布

から独立に生成される乱数列である．式(27)を用いて ௝߱

点における位相変動部の位相差分݀߰௝を計算すると 

݀߰௝ ൌ ߰௝ାଵ െ ߰௝ ൌ ܽሺ݀߱ሻுߪ௕ߟ௝ 

൅ܽ ෍ ൫ܭ௝ାଵ	௟ െ ௝௟൯݀ܭ ௟ܹ

௝ିଵ

௟ୀିஶ

 
(29)

が得られる．ܽ ൌ 1 Γሺܪ ൅ 1 2⁄ ሻ⁄ であり，ܪ ൌ 1 2⁄ のと

きにはܽ ൌ 1となる．また，ܭ௝ାଵ	௝ ൌ ൫ܭ ௝߱ ൅ ݀߱ െ

௝߱൯ ൌ ሺ݀߱ሻுିభ మ⁄ であることを用いた．さらに，߬ ൏ ߱

の全領域に渡り次式が成立すること 

௟	௝ାଵܭ െ ௝௟ܭ ൌ ൫ܭ ௝߱ ൅ ݀߱ െ ߬௟൯ െ ൫ܭ ௝߱ െ ߬௟൯
ൌ ൛ሺ݆ ൅ 1 െ ݈ሻுିଵ ଶ⁄ െ ሺ݆ െ ݈ሻுିଵ ଶ⁄ ൟሺ݀߱ሻுିଵ ଶ⁄

ൌ ௝௟ሺ݀߱ሻுିଵܤ ଶ⁄  
(30)

を用い，式(28)の関係を考慮すれば，式(29)は次式となる． 

݀߰௝ ൌ ܽሺ݀߱ሻுߪ௕ߟ௝ ൅ ܽሺ݀߱ሻுߪ௕ ෍ ௟ߟ௝௟ܤ

௝ିଵ

௟ୀିஶ

 (31)

式(31)の両辺を݀߱で割れば，群遅延時間の表現形式とし

て次式が得られる 

݀߰௝

݀߱
ൌ ܽሺ݀߱ሻுିଵߪ௕ ෍ ௟ߟ௝௟ܤ

௝

௟ୀିஶ

 (32)

式(32)の右辺の表記法が式(31)と異なるのは，式(31)の右

辺第 1 項をܤ௝௝ ൌ 1を考慮して，和記号の中に組み入れ

たからである．注意してほしいのは1 2⁄ ൑ ܪ ൏ 1であ

るから，݀ω → 0の極限でሺ݀߱ሻுିଵ → ∞となることであ

る．一方，ߟ௟は正規乱数であるので，群遅延時間は

݀ω → 0の極限で，いたるところ不連続な関数となるこ

とが分かる 

式(31)を用いて，ቀ݀߰௝ቁ
ଶ
を求めると次式のような 3 項

からなる表現が得られる． 

൫݀߰௝൯
ଶ
ൌ ܽଶሺ݀߱ሻଶுߪ௕

ଶ൫ߟ௝൯
ଶ
 

൅2ܽଶሺ݀߱ሻଶுߪ௕
ଶߟ௝ ቌ ෍ ௟ߟ௝௟ܤ

௝ିଵ

௟ୀିஶ

ቍ 

൅ܽଶሺ݀߱ሻଶுߪ௕
ଶ ቌ ෍ ௟ߟ௝௟ܤ

௝ିଵ

௟ୀିஶ

ቍ

ଶ

 

(33)

式(33)の右辺第3項の括弧の中が以下のように展開 

ቌ ෍ ௟ߟ௝௟ܤ

௝ିଵ

௟ୀିஶ

ቍ

ଶ

ൌ ෍ ௝௟ܤ
ଶߟ௟

ଶ

௝ିଵ

௟ୀିஶ

൅ 2 ෍ ෍ ௟ߟ௞ߟ௝௟ܤ௝௞ܤ

௝ିଵ

௟ୀ௞ାଵ

௝ିଵ

௞ୀିஶ
 

 

図-4 式(35)中に現れるa ൌ 1 ൅ ∑ ௝௟ܤ
ଶ௝ିଵ

௟ୀି௅ 項の収束性に関する

図．縦軸はその値であり，横軸はܮ ൅ ݆ ൌ としたݐ1000

ときのݐの値である．下から黒，黄，赤，青，緑の実線

が示されているが，それぞれハースト指数の値がܪ ൌ

0.6,0.7,0.8,0.85,0.9に対応している．図中の＋印は各々

のܪの値に対し，aの値の誤差がݐ ൌ ∞とした時の値の1%

以下になる点である． 

 

できること，さらに，ߟ௝が標準正規乱数であるので，次

式の関係が成立すること， 

௝൧ߟൣܧ  ൌ ௟ሿߟ௞ߟሾܧ ,0 ൌ ቄ1										݇ ൌ ݈
0										݇ ് ݈

 (34)

を考慮した上で，式(33)の両辺の期待値を取れば，次式

が得られる． 

ܧ ൤ቀ݀߰௝ቁ
ଶ
൨ ൌ ܽଶሺ݀߱ሻଶுߪ௕

ଶ ቌ1 ൅ ෍ ௝௟ܤ
2

௝ିଵ

௟ୀିஶ

ቍ (35)

式(35)で，ߪு
ଶ ൌ ܽଶߪ௕

ଶ൫1 ൅ ∑ ௝௟ܤ
ଶ௝ିଵ

௟ୀିஶ ൯とし，݀߰௝を円振

動数߱ ൌ ௝߱における݀߰に置き換え，݀߱を∆߱に置き換

えれば，式(35)が式(17)と同等になる．したがって，非整

数ブラウン運動過程でモデル化した位相差分の分散特性

は，観測記録から求められる分散特性と一致する．1 ൅

	∑ ௝௟ܤ
ଶ௝ିଵ

௟ୀିஶ の値が，1 2⁄ ൑ ܪ ൏ 1の範囲で，有限な一定

値になることは，数値計算で明らかにできる．この和の

計算では，݈に関してെ∞から足し込まなければならな

いが，݆の値の3～30倍の値に負符号を付けた値を݈の下

限値とすれば，ܪ ൌ 1の近傍以外では，安定した値が求

められる．図-4は݈の下限値をെܮとした時に，ܪによっ

て1 ൅ ∑ ௝௟ܤ
ଶ௝ିଵ

௟ୀି௅ とܮ ൅ ݆の関係がどのように変化するか

を図示したものである．図から明なように，ハースト指

数の値が大きくなるにつれて，ܮ ൅ ݆の値は急速に大き

くなることが分かる． 
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観測地震動記録から求まる位相をそのまま用いて，直

接その微分不可能性を検証することは困難であるが，非

整数ブラウン運動過程としてモデル化した位相確率過程

の表現４)を用いると，式(32)のように地震動位相過程の

微分不可能性が説明できる．このモデル化に当たっては，

観測地震動記録から求められる位相の確率特性を，現時

点で可能な限り忠実に反映したモデルとなっているので，

式(32)の基づいて位相が微分不可能な確率過程になると

いう結論に矛盾はないと考えている．なお，冒頭にも述

べたが，実際の観測記録から求まる位相差分の分散特性

と自己相関関数の解析から，位相にフラクタル性がある

ことが明らかにされているので，間接的には，位相の微

分不可能性は検証されていると言える． 

 
5．観測記録から判明する地震動位相の確率特性の

特異性 

 

観測された地震動から求められる図-1の位相変動部か

ら式(8)で定義されるような微小位相差分過程を求める

とその平均値は，式(4)の定義から，ゼロとなるので，

その分散ߪௗట
ଶ を数値的に求め，位相差分݀߰௟を 

ௗట௟ݖ ൌ ݀߰௟ ⁄ௗటߪ  ሺ݈ ൌ 1,2,⋯ , ܷሻ (36)

と正規化した上で，ݖௗట௟を確率密度関数の形式で図示し

たのが図-4である．黒塗りの棒グラフで示されている．

図中には，標準正規分布の密度関数ܰሺ0,1ሻ以外に，標

準偏差を0.5ととした正規密度関数ܰሺ0,0.5ሻも同時に示

している．図から明らかなように，正規化された微小位

相差分過程の分布特性は原点対称であり，歪度が小さく

尖り度の大きい分布特性を有している．また，正規分布

では表現しきれない特性を有していることも分かる．こ

の確率密度関数を，カーネル法 14)を用いて，近似する．

カーネル法で近似曲線を求めるとき，式(36)で求められ

る正規化変数ݖௗట௟の値の範囲が問題になる．この場合に

は，ݖௗట௟の最小値と最大値は-273.85と77.085であり，正

規化変数の変域が広すぎるので，それを[-8,8]に限定した

うえで，この領域より外に出るݖௗట௟の値は無視した(こ

の場合に無視したデータの割合は 0.098％である)上で，

カーネル法で図-4の確率密度関数を近似する関数形を決

定した．関数形は数値で与えられ，正規化確率変数の有

効範囲を 512等分した各点で確率密度関数値が与えられ

ている．この点を結んだのが図中の黄実線である． 

 この微小位相差分過程のデータを用いて，݊個飛ばし

に݊個づつ足し合わせて得られる，次式で定義されるよ

うな，差分間隔を大きく取った位相差分過程を考えてみ

る． 

∆߰௝ ൌ෍݀߰௡ሺ௝ିଵሻା௜

௡

௜ୀଵ

			 ሺ݆ ൌ 1,2,⋯ ሻ (37)ܯ,

 

図-4 微小離散円振動数間隔݀߱(ൌ ߨ100 2ଶସ⁄ )ごとに位相変動

部の位相差分݀߰を求め，それを式(36)に基づいて正規化

した値の確率密度分布(黒塗の棒グラフ)．それをカーネ

ル法で近似した曲線(黄実線)．位相差分列の個数は2ଶସ個． 

 

図-5 図-4に与えられている位相差分を2ଵ଴個足し合わせ，離

散円振動数間隔∆ω ൌ 2ଵ଴݀߱間隔での位相差分Δ߰を計算

し，その正規化確率密度(灰色棒グラフ)を描いたもの．

黄実線はカーネル法による近似曲線． 

 

 

ここに，ܯ ൌ ܷ ݊⁄ であり，差分間隔を大きく取ったと

きの離散点総数である．この場合は位相差分過程の離散

円振動数間隔を∆߱とすれば，次式が成立している． 

∆߱ ൌ ݊ ∙ ݀߱ (38)
当然，߱௎ ൌ ܷ ∙ ݀߱ ൌ ܯ ∙ ∆߱ ൌ ߱ெとなっている． 

図-5は݊ ൌ 2ଵ଴ሺܯ ൌ 2ଵସሻとして計算した∆߰௝を正規化 
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図-6 微小円振動数間隔݀߱で離散化された位相差分݀߰を足し

合わせて求められる差分間隔の大きな位相差分Δ߰の正規

化確率密度関数の近似関数をカーネル法により求めたも

の．cas1は微小位相差分そのもの(黒実線)，case2は微小

位相差分を2଼個足し合わせたもの(青実線)，case3は

微小位相差分を2ଵ଴個足し合わせたもの(緑実線)，

case4は微小位相差分を2ଵସ個足し合わせたもの(赤実

線)である．薄青色波線は正規分布ܰሺ0,0.5ሻを灰色

波線は標準正規分布ܰሺ0,1ሻを表している．位相差

分の確率分布特性が差分間隔の取り方によって変

わること，微小位相差分の足し込み数によらずそ

の歪度はほぼゼロであるが，足し込み数を大きく

すると尖り度が次第に小さくなり，݊ ൌ 2ଵସ程度ま

で大きくすると，正規化された位相差分の確率密

度関数は標準正規分布で表現可能になることなど

が分かる． 

 

した値の確率密度分布を示している．図中の灰色棒グラ

フがそれである．図から明らかなように，微小位相差分

をかなりの数足し込むと，正規化された位相差分過程の

尖り度は微小位相差分過程のそれよりかなり小さくなる

が，それでも，その正規化分布特性を，標準正規確率密

度関数で近似することは困難である．この場合には，正

規化された位相差分過程はܰሺ0,0.5ሻの正規確率密度関数

(青破線で表示)でほぼ近似できている．この場合の確率

密度関数をカーネル法で近似した曲線が黄実線である．

微小位相差分を足し込込んで求まる差分間隔の大きな位

相差分を正規化した確率密度関数が足し込み数によって

どのように変化するかを示したのが図-6である．図中に

case1～4に分けて，黒・青・緑・赤実線で示されている

のがそれである．黒実線は図-4の黄実線(݊ ൌ 1)を，緑

実線は図-5の黄実線(݊ ൌ 2ଵ଴)をそのまま写したもので

あり，青実線は݊ ൌ 2଼とした場合を，赤実線は݊ ൌ 2ଵସ

とした場合である．図中には，ܰሺ0,0.5ሻが薄青波線で，

ܰሺ0,1ሻが灰色波線で示されている．図から明かなよう

に，足し合わせる微小位相差分の数を大きくして行くと，

正規化された位相差分の確率密度関数は尖り度が次第に

小さくなり，足し合わせの個数を2ଵସ程度にすると，ほ

ぼ標準正規分で近似できるようになる．このように，位

相差分を計算する差分間隔を変えるとその確率分布特性

が異なるという事実が，地震動位相の持つ特異性である．

正規化された微小位相差分の尖り度が大きくなる主な原

因は，微小位相差分の分布の裾野が厚いため，微小位相

差分値に対してその分散値が相対的に大きくなり，微小

位相差分値を大きな標準偏差で正規化することにある．

一方，位相差分を計算する差分間隔が大きくなると，そ

の分布の裾野が薄くななり，正規分布に近づくために，

微小位相差分を多数足し合わせた位相差分の分布が正規

分布に一致するようになる．したがって，地震動位相を

模擬するためには，離散円振動数間隔の取り方により，

位相差分の確率密度関数の裾野の厚みが異なる，という

確率特性が適切に表現できる確率密度関数が必要になる． 

足し合わせる確率変数に独立同分布の仮定が許される

場合には，足し合わせる数を大きくすれば，足し合わせ

て定義される確率変数は正規分布に近づくというのが中

心極限定理の述べるところである．微小位相差分を足し

合わせて，差分間隔の大きな位相差分を模擬するアルゴ

リズムでは，独立同分布の仮定が破城することは，簡単

な思考によって示すことができる．それは，微小な差分

間隔を考えたとしても，その間隔をさらに多数の超極微

小間隔に分割しその各々の分割点に独立同分布で発生し

た超極微細位相差分を割り当てた上で，それを足し込ん

で微細差分間隔での位相差分にすることを考えてみるこ

とである．位相は連続関数であるから，極微細差分間隔

はいくらでも小さくすることができ，足し合わせる極微

細位相差分の数を無限に大きくすることが可能である．

すると中心極限定理から，位相差分の確率分布特性は，

差分間隔の取り方によらず，正規分布でなければならな

いということになる．一方，第3章での議論から，位相

差分には相関性があり，独立分布の仮定が破城している

ことは分かっているので，同分布の仮定を設けずに，位

相の確率特性を定義できるような理論体系が必要になっ

てくる．次章はこの問題に対する現状分析である． 

 

6．確率過程として位相をモデル化するための議論 

 

位相を確率過程としてモデル化するためには，その表

現形式を与えなければならない．ここでは，ルベーグス

チルシス型の積分方程式でそれを表現することにし，式

(25)の形式を保持した次式でそれを定義することにする．  
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߰ሺ߱ሻ െ ߰ሺ0ሻ ൌ ܽන ሺ߱ܭ െ ߬ሻ݀ߞሺ߬ሻ
߱

െ∞
			 (39)

第5章での議論に基づけば，積分核の部分は位相差分の

の相関特性を表現するものであるので，式(26)の表現を

そのまま用いても問題が無いものと考える．問題は

ሺ߬ሻの定義である．ここでは，これを図-6のような特ߞ݀

性を表現できるように，離散円振動数間隔Ωの関数とし

て定義される複数のパラメータߙஐ, ,ஐߚ ஐからなる確率ߛ

密度関数ܵሺߙஐ, ,ஐߚ ஐሻを考え，それから独立同分布で生ߛ

成されるサンプル列ሼߟ௟ሽを考え，式(28)と同じように微

小円振動数間隔݀߱で離散化した݀ߞሺ߬ሻを次式のように

定義することにする． 

௟ߞ݀ ൌ ,ௗఠߙ௟~ܵሺߟ					௟ߟ௦ߪ߱݀√ ,ௗఠߚ  (40)			ௗఠሻߛ

ここでは，Ω ൌ ݀߱となっている． 

解決したい問題は，ߟ௟をܵሺߙௗఠ, ,ௗఠߚ ௗఠሻから独立同ߛ

分布で生成したサンプル値であるとしたときに，ߪ௦と

ܵሺߙஐ, ,ஐߚ ஐሻをどのように定義すれば，図-6に示したよߛ

うな特性が表現できるかということである．以下に，

ܵሺߙஐ, ,ஐߚ ஐሻが満たさなければならない条件を明らかにߛ

する．議論を分かりやすくするために，式(39)を離散化

したものを用いて，微小円振動数間隔での位相差分を求

めると，式(31)の誘導と同じように次式が得られる．   

݀߰௝ ൌ ܽሺ݀߱ሻுߪ௦ ෍ ௟ߟ௝௟ܤ

௝

௟ୀିஶ

 (41)

ここで，式(41)で表現される位相差分݀߰௝を݇個足し合わ

せて得られる離散ステップ間隔の大きな位相差分

∆߰௃	ሺܬ ൌ ݇ ൈ ݆ሻの表現形式について考察する．この場

合，∆߰௃ାଵは次式のように表現されなければならない． 

∆߰௃ାଵ ൌ ݀߰௝ ൅ ݀߰௝ାଵ ൅⋯൅ ݀߰௝ା௞ିଵ (42)

計算過程は省略するが，式(41)を(42)に代入し整理すると

次式が得られる． 

∆߰௃ାଵ ൌ ܽሺ݀߱ሻுߪ௦ ෍൫ߢ௝ା௞	௟ െ ௟൯	௝ߢ

௝ିଵ

௟ୀି௅

௟ߟ

൅ ܽሺ݀߱ሻுߪ௦ ෍ ௟ߟ௟	௝ା௞ߢ

௝ା௞ିଵ

௟ୀ௝

ൌ ߰௝ା௞ െ ߰௝ 

(43)

一方，∆߰௃	ሺܬ ൌ ݇ ൈ ݆ሻについては，離散円振動数間隔

が݀߱から∆߱に変更されるだけであるから，式(41)と同

じように次式が成立しなければならない 

∆߰௃ାଵ ൌ ܽሺ∆߱ሻுߪ௦ ෍ ௝௟Η௟ܤ

௃ାଵ

௟ୀିஶ

 (44)

この場合，Η௟は次式を満たしていなければならない． 

Η௟~ܵሺߙ∆ఠ, ,ఠ∆ߚ  (45)			ఠሻ∆ߛ

式(43)と(44)の右辺は同じものであるから，式(43)と(44)の

左辺が確率的に同じものになるように，ܵሺߙஐ, ,ஐߚ ஐሻがߛ

定義されていなけらばならないことになる．別の言葉で

いえば，確率密度関数ܵሺߙஐ, ,ஐߚ ஐሻを規定するパラメーߛ

タߙஐ, ,ஐߚ ஐが離散円振動数間隔Ωの関数として表現さߛ

れることが必須になる．現状ではܵሺߙஐ, ,ஐߚ ，ஐሻとしてߛ

どのような確率密度関数を選べば式(43)と(44)の右辺が同

じ確率過程になるかを明確にすることができないが，少

なくとも位相を確率過程としてモデル化するための条件

が明らかにできたと考えている．  

 

7. むすび 

 

本研究は地震動位相が有している確率特性について，

位相差分を足し込むことにより位相が求められるとする

基本概念を前提として，位相差分の確率特性に考察を加

えたものである．地震動位相を線形遅れ部とそこからの

変動部に分け，変動部の位相差分過程を考察の対象とし

た．この位相差分過程を円振動数領域における確率過程

と考え，確率変数の和を取り扱うときの基本定理である，

中心極限定理が，位相差分過程の確率特性を規定するの

にどのような制約を要請するのかを明確にした．まず，

観測地震動記録から求められる位相差分過程の確率特性

を明らかにした．次に，位相過程をルベーグステルシス

型の積分方程式で表現できるとし，中心極限定理の基本

概念である独立同分布の仮定を，確率過程を定義する積

分関数に設定すると，それから自然に導出される位相差

分過程の確率特性では，観測記録のそれを説明できない

ことを明確にした．さらに，独立同分布の仮定を積分関

数に保持したまま，観測記録が持つ特異的な確率特性を

表現するために必要となる，積分関数の確率的制約につ

いて考察を加えた．得られた結果を要約すると以下のよ

うである．  

 

(a) 観測記録から求められる位相を線形遅れ部と，そ

こからの変動部に分けた上で，位相変動部の位相

差分をを計算すると，位相差分の分散特性が離散

円振動数間隔のべき関数として表現されること，

そのべき乗指数の値が 1～2 の範囲に入ることを再

確認した． 
(b) 更に，位相差分の自己相関関数の形状から，位相

差分は長期記憶を有している確率過程であること，

自己相関関数の形状は離散円振動数間隔には依存

しなことから，位相差分過程が自己アフィン相似

性を有しており，フラクタル過程であることを明

確に表示した． 
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(c) その結果として，地震動位相変動部は円振動数に

対する連続確率過程であるが，微分不可能な確率

過程となっていることを明示した． 
(d) 観測された位相差分過程が保持している確率特性

の基本的性質として，位相差分過程の確率分布特

性が位相差分を計算する離散円振動数間隔の大き

さにより変わることを明らかにした．まず，微小

な円振動数間隔ሺ100π 2ଶସ⁄ ሻで微小位相差分過程を

計算し，それを標準偏差で正規化した確率過程の

確率密度関数は，原点対称であるが，歪度が小さ

く尖り度が大きく，標準正規分布とは全く異なっ

ていること示した．その後，微小位相差分過程の

成分を2ଵ଴個づつ足し合わせて得られる，円振動数

間隔が100π 2ଵସ⁄ となる位相差分過程を検討の対象

とし，それを正規化した確率密度関数も標準正規

分布では表現できないことを示した． 
(e) 位相をルベーグスチルシス型の積分方程式で表現

する場合に，積分核が位相差分の長期記憶特性を

表現し，積分関数が位相の確率特性を担っている

ことを明示した．その上で，上記の位相差分の確

率特性を説明できるようにするために，積分関数

が保持しなければならない必要条件を明らかにし

た． 
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MISTERY OF EARTHQUAKE MOTION PHASE FEATURED AS STOCHSTIC 
PROCESS 

 
Tadanobu SATO 

 
Decomposing the earthquake motion phase into a linear delay part and a fluctuation part, we investigated 

stochastic characteristics in the discrete phase difference process of fluctuation part. Because the observed 
earthquake motion phase has the long memory with respect to the circular frequency and results in the self-
affine similarity characteristic of phase difference process, it therefore must be expressed by a stochastic 
process with the fractal nature. Under the premise that the earthquake motion phase is calculated by sum-
ming up a discrete stochastic process of phase difference, we assume that the earthquake motion phase can 
be expressed by a Lubesgue-Stieltjes type integral equation in which the kernel covers a long memory 
characteristic of earthquake motion phase and the integration function expresses its stochastic characteristic. 
We also assume the identically independent distribution characteristic on the stochastic nature of integration 
function. If it has fixed variance and mean values, based on the requirement from the Central Limit Theorem, 
the stochastic process of earthquake motion phase is turned to the fractional Brownian motion process but 
it cannot clearly express the observed earthquake motion phase characteristics. We therefore examine the 
necessary stochastic condition on the integral function 


