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ナイキスト振動数帯域内でのフーリエ振幅を一定値とし，位相を振動数領域でのランダム系列とした上

で，フーリエ逆変換により得られる時系列をランダム時系列と定義し，その数理特性を明らかにする．分

散値が一定値となる正規分布を用いて，独立同分布の下で生成されるランダム系列を位相過程とすると，

ピンクノイズと称されるランダム時系列が得られるが，この構成法には数理的な問題点の有ることを指摘

する．これを解消する一番簡単な方法は位相過程を振動数領域におけるブラウン運動過程とすることであ

ること明示した後，これを包含する確率過程である，非整数ブラウン運動過程を用いてランダム位相過程

を表現することを提案する．これを用いて生成されるランダム時系列を入力とする 1 自由度系の応答特性

の評価を通して，提案する方法の有用性を示す． 
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1. まえがき 

 

ランダム振動解析では，「解析の対象とする構造系の

不確定性をどのように設定するべきか？」という問いは，

系の動的応答特性を的確に評価するときの本質的問題に

なるが，それと同時に，「構造系への入力時系列をどの

ように設定するべきか？」という問いも，振動解析とい

う観点からは重要な課題 1)となる．特に系の応答が非線

形領域に至るような場合に対し，系の動的応答特性を確

率的に評価しようとすると，多数のサンプル構造系に対

し逐一時間領域における振動応答解析を実施するという，

モンテカルロ法的手法でその動特性を評価せざるを得な

い．そのためには，構造物応答に及ぼす入力時系列の特

性が少ないパラメータで規定され，その数理特性が明確

であることが要求される．良く用いられるのはホワイト

ノイズと名付けられる，ランダム時系列である．これは，

フーリエ振幅を一定値とし，フーリエ位相を振動数領域

におけるランダム系列として与え，フーリエ逆変換によ

り，時系列を生成するものである．よく使われているラ

ンダム時系列の生成法であるが，確率過程として見たと

きの性質を詳しく解説した成書は見当たらない．本論文

では，フーリエ位相を振動数領域における離散確率過程

とした上で，フーリエ振幅を一定値として，離散フーリ

エ逆変換で求まる離散時系列をランダム時系列とする立

場に立って，フーリエ位相過程を定義する確率密度関数

の設定法によって，生成されるランダム時系列がどのよ

うな数理特性を示すのかについて，考察を加えることに

する． 

 

2. 基礎方程式 

 

ここでは，簡単のため 1自由度系について理論展開を

行うが，多自由度系に対する展開にもそのまま用いるこ

とが可能である．地震動が入力する 1自由度系の運動方

程式は次式で与えられる 
ሻݐሷሺݕ݉  ሶݕܿ ሺݐሻ  ሻݐሺݕ݇ ൌ െ݉	݃ሺݐሻ (1)

ここに，݉は質点の質量，ܿは減衰係数，݇は剛性であ

り，ݐは時間，ݕは地盤との相対変位，݃ሺݐሻは地盤の加

速度時刻歴である．本研究では，これがランダム時系列

で定義されるものとする．両辺を質量で割り，減衰比を

݄とし，固有円振動数を߱とすれば，式(1)は次式のよう

に書き換えられる． 

ሻݐሷሺݕ  2݄߱௦ݕሶ ሺݐሻ  ߱௦ଶݕሺݐሻ ൌ െ	݃ሺݐሻ (2)

ここに，݄は減衰比，߱௦は固有円振動数である．式(2)を

フーリエ変換すれば，次式が得られる． 

ܻሺ߱ሻ ൌ
െܩሺ߱ሻ

െ߱ଶ  2݄݅߱௦߱  ߱௦ଶ
 (3)

ここに，ܻሺ߱ሻはݕሺݐሻのフーリエ変換，߱は円振動数，

土木学会 第 34 回地震工学研究発表会講演論文集（2014 年 10 月） 

- 1 -



 

 2

݅ ൌ √െ1，ܩሺ߱ሻは݃ሺݐሻのフーリエ変換で次式により定

義される． 

ሺ߱ሻܩ ൌ න ݃ሺݐሻ
ஶ

ିஶ
expሺെ݅߱ݐሻ 

ൌ  ሺ߱ሻexp൫݅߶ሺ߱ሻ൯ܣ
(4)

ここに，ܣሺ߱ሻと߶ሺ߱ሻはܩሺ߱ሻの振幅と位相である．い

ま，次式のように伝達関数ܶሺ߱ሻを定義する． 

 ܶሺ߱ሻ ൌ
െ1

െ߱ଶ  2݄݅߱௦߱  ߱௦ଶ

ൌ  ௦ሺ߱ሻexp൫݅߶௦ሺ߱ሻ൯ܣ
(5)

ここに，ܣ௦ሺ߱ሻと߶௦ሺ߱ሻはܶሺ߱ሻの振幅と位相である．式

(4)と(5)を式(3)に代入すれば次式を得る． 

ܻሺ߱ሻ ൌ ሺ߱ሻexp൛݅൫߶௦ሺ߱ሻܣ௦ሺ߱ሻܣ  ߶ሺ߱ሻ൯ൟ (6)

式(6)のフーリエ逆変換でシステムの応答が求められる．

式(5)のフーリエ逆変換は良く知られているインパルス

応答関数 ூ݂ሺݐሻであり，ݐ ൏ 0では恒等的にゼロであり，

0    ．では，次式で表現されるݐ

ூ݂ሺݐሻ ൌ 
1

߱௦√1 െ ݄ଶ
expሺെ݄߱௦ݐሻsin ቀඥ1 െ ݄ଶ߱௦ݐቁ (7)

また，構造物の応答ݕሺݐሻは， ூ݂ሺݐሻと݃ሺݐሻの合成積で次

式のように表現される． 

ሻݐሺݕ ൌ ூ݂ሺݐሻ ∗ ݃ሺݐሻ (8)

ここに，∗は合成積を意味する記号である． 

 

3. ランダム時系列を作成するために用いられて

いる最も単純な方法論の問題点 

 

ランダム振動解析に最も用いられるのは，「ホワイト

ノイズ」名付けられているランダム時系列である．それ

は，全ての円振動数領域にわたりܣሺ߱ሻ ≡ ܽ，ܽは任意

の一定値，と置き，位相߶ሺ߱ሻを振動数領域におけるラ

ンダム系列とするものである．ファーストフーリエ変換

(FFT)を用いた離散フーリ解析では，フーリエ振幅は離

散時間間隔で規定されるナイキスト振動数までしか定義

されないので，「ピンクノイズ」と名付けられたランダ

ム時系列になる．ここでは，位相のランダム性が正規分

布で与えられるものとし，その平均値がゼロで分散が

ߪ
ଶで定義されているものとする．この場合に，߶ሺ߱ሻを

߶と表すことにすれば，その率密度関数は次式で与えら

れる． 

ሺ߶ሻ ൌ
1

ߪߨ2√
exp ቆെ

߶ଶ

ߪ2
ଶቇ (9)

ここでは，式(9)に基づいて独立同分布の仮定の下に発

生した振動数領域の正規ランダム系列を用い位相過程

ሼ߶ሺ߱ሻሽを与える．その上で，ナイキスト振動数範囲で

ܽ ≡ 1と置き，FFTによる離散フーリ逆変換によりラン 

 

図-1 離散時間間隔を0.02秒，ߪ ൌ 1，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻとし，

離散点総数を2ଵとしたときの，ܩሺ߱ሻを逆変換して求め

た݃ሺݐሻの時刻歴．全体としてランダムな時刻歴になって

いるが，3 秒のところにパルス状の波形が発生している． 

 

図-2 離散時間間隔0.02秒，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻとし，離散点総

数が2ଵのときに，ܩሺ߱ሻを逆変換して求めた݃ሺݐሻの時刻

歴．ナイキスト振動数は25Hz，式(7)で正規乱数を発生し

それを߶ሺ߱ሻとした．上から式(7)の標準偏差ߪ ൌ

1,2,4,10としたもの．標準偏差が小さい時はݐ ൌ 3ሺݏሻの

ところにパルス状の振幅が見えるが標準偏差が有る程度

大きくなると，それが無くなり，ランダム時系列として

扱えることが分かる． 

 

ダム時系列݃ሺݐሻを模擬することにする．݃ሺݐሻをݐだけ時

間の進む方向へシフトした関数݃ሺݐ െ ሻのフーリエ変ݐ

換はܩሺ߱ሻexpሺെ݅߱ݐሻと表されるので，その効果を位相

に組み込むためには式(9)に基づいて生成された位相過
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程ሼ߶ሺ߱ሻሽをሼ߶ሺ߱ሻ െ  ．ሽと置き換えればよいݐ߱

 図-1 は離散時間間隔を0.02秒，ߪ ൌ 1，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ
3ሺݏሻとし，離散点総数を2ଵとしたときの，ܩሺ߱ሻを逆変

換して求めた݃ሺݐሻを示したものである．時系列として

はランダム性を帯びたものとなっているが，設定した時

間シフト量 3秒のところでパルス状の大きな振幅が見ら

れる．こうしたパルス状の波形が出現する理由は，ߪ
の値が小さい時には，式(9)に基づいて発生するランダ

ム位相߶ሺ߱ሻの値の多くが平均値ゼロの周りに集中する

ために，時間シフトの項െ߱ݐが卓越するためである．

ナイキスト振動数内の振幅の全エネルギーが集中すると

すれば，このパルスの振幅は 50 でなければならないが，

その 6割ほどの値となっている．この図から分かるよう

に，位相を振動数領域における正規ランダム系列とした

だけでは，ピンクノイズと名付けるランダム時系列は生

成できないことが分かる．そこで，他の条件は全く同じ

で，標準偏差のみをߪ ൌ 1,2,4,10と変化させた場合の

݃ሺݐሻを示したのが図-2である．図には 3秒の前後 1秒間

の時系列が示されている．図から明かになるように，標

準偏差が有る程度以上大きくなると，パルス状の大きな

振幅はなくなり，ランダム時系列と考えても問題の無い

ような時系列が生成されていることがわかる．フーリエ

位相としてはሾെߨ, ሿの主値のみが意味を持つので，標ߨ

準偏差が有る程度大きくなると発生する位相過程は時間

シフトの影響െ߱ݐを無視できる程度に強いランダム性

を持つようになるためである．したがって，式(9)の確

率密度関数を用いて，位相のランダム系列を発生させ，

それを用いピンクノイズとしての時系列を生成するには，

確率密度関数を規定する分散の値が有る程度以上であれ

ば問題が無いように見える． 

 しかし，式(9)から独立同分布で，位相߶ሺ߱ሻのランダ

ム系列を生成することには，本質的な問題が有る．図-3

にその内容が示されている．基本的な条件は図-2 のも

のと同じであるが，ߪ ൌ 4と固定した上で，離散点総

数を上から順に2ଵ，2ଵଵ，2ଵଷ，2ଵ଼と変えたものである．

離散時間間隔は 0.02 秒であるので，離散点総数を多く

することは継続時間を長く取ることに相当しているが，

同時に，離散円振動数の離散間隔が100ߨ 2ଵ⁄ から，そ

の1 2⁄ ，1 8⁄ ，1 256⁄ と次第に小さくなっている．図

から明かになるように，離散円振動数間隔の設定を変え

るとランダム時系列の振幅が変化する．これは，従来の

方法で生成したランダム時系列をランダム振動解析に用

いることができないことを意味している．同じ条件で

ߪ ൌ 2としたものが，図-4 に示されている．この場合

には離散円振動数間隔が小さくなるにつれて݃ሺݐሻの時

刻歴のランダム成分の振幅が小さくなり，3 秒のところ

に現れるパルスの時間形状が明瞭になってくる．この時

のパルスの振幅はナイキスト振動数内の波動の全エネル 

 

図-3 離散時間間隔を0.02秒，ߪ ൌ 4，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻとし，

離散点総数を2ଵ，2ଵଵ，2ଵଷ，2ଵ଼としたときの݃ሺݐሻの時

刻歴．時系列のランダム性状はほぼ同じようであるが，

離散点総数を増やすと振幅が次第に小さくなっていくこ

とが分かる．  

 

ギーが集中したときの 13.8%程度の値になっている．こ

れも従来の方法で定義されるピンクノイズをランダム時

系列の候補にすることのできないことを示唆している．  

 構造物応答の観点から図-4 で起こっていることを見

直したのが図-5である．構造物は 1自由度系を対象とし，

固有振動数 1Hz，減衰比を 0.05 とした．ܩሺ߱ሻの定義に

は，離散時間間隔を0.02秒，ߪ ൌ 2，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻ
を用いた．問題の所在を明らかにするために，離散点総

数は2ଵଵ，2ଵହ，2ଵ଼，2ଶସと変化させた．図-5 は上から

離散点総数の増える順に並べてある．図から明かになる

ように，離散点総数が少ない時には݃ሺݐሻのランダム変

動の振幅が大きいので，応答は長時間わたって続くが，

離散点総数が大きくなるにつれて，応答の時間形状は式

(7)で定義されたインパルス応答関数を 3秒間時間の進む

方向へシフトして，その振幅を全体的に減少させた時系

列に近づいて来る．ちなみに，この時の構造物応答の最

大値は 0.0200 であり，インパルス応答関数の最大値

0.1475 の約 13.5％強である．これらのことは，図-4 で離

散点総数が大きくななり，2ଵ଼個となった時に，入力時

系列݃ሺݐሻがインパルス状になること，その振幅がナイ 
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図-4 離散時間間隔を0.02秒，ߪ ൌ 2，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻとし，

離散点総数を2ଵ，2ଵଵ，2ଵଷ，2ଵ଼としたときの݃ሺݐሻの時

刻歴．3 秒のところのパルスのピーク値は順に 7.28，6.15，

7.02，6.90である．図-3とは異なり，ランダム部分の振幅

は離散点総数を増やすと次第に小さくなっていくが，3

秒のところにあるパルスのピーク値はほぼ変わらないこ

とが分かる．このピーク値はナイキスト振動数範囲の全

波動エネルギーがパルスに集中していると考えた場のパ

ルスの振幅 50と比較すると，振幅が 13～14%まで減少し

ていることが分かる． 

 

キスト振動数内の波動のエネルギーが集中する場合に比

べて 13.8%まで減少していたことと，整合的である．な

ぜこうしたことが起こるかを以下に説明する． 

 

4. ランダム時系列を作成するのに分散値が一定

の正規乱数列で位相過程をモデル化してはい

けない理由 

 

図-3 に示した現象が起こるのは，フーリエ解析では，

解析の対象とする変数の不連続性は加算個でなければな

らないとする条件に抵触するのが主な原因である．すな

わち，式(9)に基づいて独立同分布で生成した乱数列を

位相過程とすると，離散円振動数を無限小にすると，位

相過程は円振動数軸上のいたるところでランダムになる

ので，位相過程が円振動数に対して完全な不連続関数と

 

図-5 離散時間間隔を0.02秒，ߪ ൌ 2，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻとし，

離散点総数を2ଵଵ，2ଵହ，2ଵ଼，2ଶସとしてܩሺ߱ሻを計算し，

式(6)のフーリエ逆変換により構造物の応答を求めた．固

有振動数 1Hzで減衰比 0.05とした．上から順に離散点総

数が多くなる．離散点総数が少ない時は，入力時系列の

ランダム性のため，応答も長時間継続するが，離散点総

数が多くなると，構造物の応答時間履歴は全体的に振幅

が減衰したインパルス応答関数とほぼ似た形状を示すよ

うになる．この時の構造物応答の最大値は 0.0200 であり，

式(7)から求められる最大値 0.1475の約 13.5％強である． 

 

なってしまい，フーリへ逆変換に現れる積分値が計算で

きなくなるためである．この問題点は以下のようにすれ

ば解決できる． 

いま，円振動数間隔∆ωで離散化されているフーリエ

振幅と位相から，時間間隔∆ݐで離散化された時系列が，

離散フーリエ逆変換により次式のように与えられている

ものとする． 

݃ሺ݇∆ݐሻ ൌ 

 ൛݅൫߶ݔ݁ܣ െ ߱ݐ൯ൟ݁ݔ൫݅ ߱݇Δݐ൯Δ߱

ெబ ଶ⁄

ୀିெబ ଶ⁄ ାଵ

(10)

ここにܯはフーリエ逆変換の積分を有限領域で打ち切

るための 2 のベキ乗からなる整数，ܣと߶は離散点番

号 ݆ でのフーリエ振幅と位相， ߱は離散点番号 ݆ での円

振動数，ݐは関数݃ሺݐሻを時間の進む方向にシフトする時
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間量である．今，式(10)の表現がリーマン積分の形式で

表されているものとして，Δ߱ → ܯ,0 → ∞のとき，式

(10)がフーリエ逆変換の真値に収束することを仮定（こ

の仮定が成立するかどうかは問題であるが，以下の記述

から誘導される結果を認めれば，真値への収束が保証さ

れる）できれば，Δ߱を十分小さく取った状態では，離

散点݆と݆  1の間で，ܣ݁ݔ൫݅ ߱݇Δݐ െ ൯は一定値とݐ߱݅

して取り扱うことがでる．そこで，∆ωを݉等分した微

小な離散円振動数間隔(∆ω/݉)で，式(10)の和の݆番目の

項に現れる݁ݔ൫݅߶൯∆߱の表現を，離散点݆と݆  1の間

で書き直すと，次式が得られる． 

൛݁ݔ൫݅߶భ൯  ൫݅߶మ൯ݔ݁  ⋯ ൫݅߶൯ൟݔ݁
∆߱
݉

(11)

式(10)では単一項であった݁ݔ൫݅߶൯の表現が，Δ߱を݉
等分した式(11)の表現では，その離散点ごとに，式(9)の

正規分布から独立に生成したランダム位相߶	ሺ݈ ൌ

1,2,⋯ ,݉ሻ からなる ݁ ，൯ の列が加えられた形式	൫݅߶ݔ

ሼ ሽの形式，に書き直されている．式(10)の単一項との

整合性を考えるのなら，߶భ ൌ ߶とすればよい．式中の 

1
݉
൛݁ݔ൫݅߶భ൯  ൫݅߶మ൯ݔ݁  ⋯ ൫݅߶൯ൟݔ݁ (12)

は，ランダム位相列に関する期待値になっている．݉を

十分に大きくして行けば(離散点݆と݆  1の間では

൫݅ݔ݁ܣ ߱݇Δݐ െ ݅ ߱ݐ൯を一定値と取り扱うので，݉は

いくらでも大きくできる)，߶の確率密度関数が式(9)で

与えられるときには，݁ݔሺ݅߶ሻに対して式(9)を用いて期

待値計算をすれば，次式が得られる． 
1
݉
൛݁ݔ൫݅߶భ൯  ൫݅߶మ൯ݔ݁  ⋯ ൫݅߶൯ൟݔ݁

ൌ න ߶ሺ߶ሻ݀ሺ݅߶ሻݔ݁
ஶ

ିஶ
ൌ ߪሺെݔ݁	

ଶ 2⁄ ሻ 
(13)

݆と݆  1の間の式(12)に基づく位相のランダム性が

ߪሺെݔ݁
ଶ 2⁄ ሻで評価できたということは，݆の全ての値

に対して同じことが言える．すなわち，離散円振動数間

隔を無限小にしたときの位相のランダム性の効果は

ߪሺെݔ݁
ଶ 2⁄ ሻで評価できる．したがって，図-3と4に示

した関数݃ሺݐሻは，離散円振動数間隔を無限小にすると，

そのランダム性が消失して，以下のような関数として表

現されなければならないことになる． 

݃ሺݐሻ ൌ ݔ݁ ቆെ
ߪ
ଶ

2
ቇ δሺݐ െ ሻ (14)ݐ

この式を式(8)に代入すれば，構造物の応答はݐ ൏ でゼݐ

ロであり，ݐ   ．では次式で表現されることになるݐ

ሻݐሺݕ ൌ 	
ݔ݁ ൬െ

ߪ
ଶ

2 ൰

߱௦√1 െ ݄ଶ
 

∙ exp൫െ݄߱௦ሺݐ െ ሻ൯sinݐ ൬ඥ1 െ ݄ଶ߱௦ሺݐ െ ሻ൰ݐ

(15)

今，ߪ ൌ 2とすれば expሺെߪ
ଶ 2⁄ ሻ ൌ 0.1353となり，図-

4 と 5 で説明していた振幅の減衰特性内容は，ここで導

かれた減衰項でうまく説明できる． 

 ここで得られた結論の大事なことは，ランダム時系列

を生成するために，位相のランダム系列を分散が一定値

の正規乱数列として作成すると，入力時系列の継続時間

を十分大きく (離散円振動数間隔を十分小さくすること

に相当) 取れば，入力時系列のランダム性は減衰項を有

するデルタ関数として表現され，時系列の評価が式(14)

で与えられことである．これは構造物の応答特性とは無

関係に独立に評価されるので，構造物の応答が線形であ

ろうと非線形であろうと，時間関数をデルタ関数として

構造物の応答計算を行って，その振幅を expሺെߪ
ଶ 2⁄ ሻす

れば，従来の方法で生成したランダム時系列を入力とす

る構造物の応答特性が評価できることを意味している．

構造物の応答が非線形状態に至るような，一般的な，構

造物のランダム振動解析では，入力時系列のランダム特

性，ここでは位相のランダム特性と言い換えても良い，

が構造物の非線形応答特性に大きな影響を及ぼすはずで

ある．こうした現象を解析的に研究しようとする立場か

らは，従来の方法でランダム時系列を生成し，それをラ

ンダム振動解析のための入力時系列に用いてはいけない

ことが分かる．以下に，この問題点の解決を図る．  

 

5. ランダム時系列作成に用いることのできる位

相の確率過程 

 

ランダム時系列と考えられているピンクノイズを設定

するために，分散が一定値を取る正規分布関数から独立

同分布で発生したランダム列を位相とすると，3，4 章

で述べたような問題が起こり，ランダム時系列を発生で

きないことが分かった．この問題は，独立同分布で発生

させた乱数列では，離散円振動数間隔を無減少にすると，

ランダム位相列は円振動数のいたるところ不連続な関数

となり，フーリエ逆変換がリーマン積分の形式では計算

できなくなることが直接の原因であった．したがって，

ランダム時系列を発生させるのに用いる位相過程として

は，円振動数領域のいたるところで連続関数となるよう

な，確率過程を用いればよいことになる．この条件を満

たす最も単純な確率過程はブラウン運動過程 2)であるの

で，位相過程をブラウン運動過程で模擬すればよい．し

かし，最近の地震動位相の確率特性に関する研究 3),4),5)に

基づくと，地震動位相は自己アフィン相似 6)を有してお

り，フラクタル過程 7)としてモデル化されなければなら

ないことが分かってきているので，ランダム時系列を発

生させる位相過程として，非整数ブラウン運動過程 8)を

用いることを提案する．これは，ブラウン運動過程を包

含する確率過程となっている．位相過程をこれらの確率

過程で定義したときに得られるランダム時系列の数理特

徴について，以下に考察を加える． 
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図-6 離散時間間隔を0.02秒，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻとし，

離散点総数を2ଵଵとしたときの，ܩሺ߱ሻを逆変換して求め

た݃ሺݐሻの時刻歴．上から順に標準偏差をߪ௪ ൌ 1,2,3,5と

変化させたものである． 

 

 

(1) 位相過程をブラウン運動過程とする場合 

この場合には，円振動数߱  ߱と߱との間の位相差

分を∆߶ ൌ ߶ሺ߱  ߱ሻ െ ߶ሺ߱ሻと定義すれば，その確率

密度関数は平均値をゼロとして，次式のように定義され

る． 

ሺΔ߶ሻ ൌ
1

௪ߪ߱ߨ2√
expቆെ

ሺ∆߶ሻଶ

௪ଶߪ2߱
ቇ (16)

ここに，ߪ௪ଶはブラウン運動過程を定義する分散値であ

る．位相差分の取り方は任意であるので，߱ ൌ 0とし，

߶ሺ߱ሻ ≡ 0と置けば，式(16)は次式のようにも表現でき

る． 

ሺ߶ሻ ൌ
1

௪ߪ߱ߨ2√
expቆെ

߶ଶ

௪ଶߪ2߱
ቇ (17)

ここでは，߶ሺ߱ሻを߶と表した．この式と，式(9)との基

本的な違いは分散値がߪ
ଶから	߱ߪ௪ଶに変わった点である． 

 円振動数間隔߱の取り方も任意であるので，߱ ൌ ∆߱

と置き直し，式(17)を書き直すと 

 
図-7 位相過程をブラウン運動過程で模擬した場合．離散時間

間隔を0.02秒，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻとし，ߪ௪ ൌ 3とした時の

݃ሺݐሻの時刻歴．離散点総数上から順にを2ଵ, 2ଵସ, 2ଵଽ, 2ଶସと変

化させたもの．離散点総数を変えても，ランダム時系列の形状

や振幅に大きな変化のないことが分かる． 

 

ሺΔ߶ሻ ൌ
1

௪ߪ߱∆ߨ2√
exp ቆെ

ሺ∆߶ሻଶ

௪ଶߪ߱∆2
ቇ (18)

となるので，この式を用い独立同分布の下で位相差分過

程൛∆߶ଵ, ∆߶ଶ,⋯ , ∆߶,⋯ , ∆߶,⋯ , ∆߶ெൟを生成すれば，

離散円振動数の任意点 ߱での位相߶は位相差分の和と

して，次式のように与えられる． 

߶ ൌΔ߶



ୀଵ

ሺ݆ ൌ 1,2,⋯ ሻ (19)ܯ,

ここに，ܯは離散点総数である．この位相を用いて，生

成されるランダム時系列݃ሺݐሻを時間量ݐだけ進む方向に

シフトするためには位相系列൛߶ൟを系列൛߶ െ ߱ݐൟに

置き換えればよい． ߱は離散点݆における円振動数であ

り， ߱ ൌ ݆ ∙ ∆߱と表される． 

 図-6は離散時間間隔を 0.02秒，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻとし，

離散点総数を2ଵଵとしたときの݃ሺݐሻを示したものである．

上から順にߪ௪ ൌ 1,2,3,5と変化させた．ߪ௪が小さいうち

は，位相差分値としてゼロ近傍のものが多数生成される
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ので，位相もゼロ近傍の値が多くなり，時間シフト量 3

秒付近のランダム時系列の振幅が大きくなるが，ߪ௪の

値が大きくなるにつれて，位相のランダム性が大きくな

るので，全時間帯にわたって，一様な振幅を有するラン

ダム時系列となることが分かる．さらに，離散点総数の

変化により時系列の形状や振幅がどのように変化するか

を調べたのが図-7 である．基本的情報は図-6 と同じで，

௪ߪ ൌ 3に固定した上で，離散点総数を2ଵ, 2ଵସ, 2ଵଽ, 2ଶସ

と変化させた結果が 0～10秒間だけ表示されている．図-

4 の場合と比較すると，位相過程をブラウン運動過程列

とすれば，ランダム振動解析に利用できるランダム時系

列が生成できそうなことが分かる．これは，ブラウン運

動過程がフラクタル特性 7)を有してしており，ミクロな

縮尺(離散円振動間隔が小さい)で見たときの位相の確率

特性とマクロな縮尺(離散円振動数間隔が大きい)で見た

ときの位相の確率特性に相似性が有るため，位相過程が

連続関数として定義されるためである．別の言い方をす

れば，式(19)の分散が∆߱ߪ௪ଶで定義されているので，∆߱

が小さくなれば，∆߱ߪ௪ଶの値も小さくなるので，式(17)

より独立同分布で生成される位相差分の値も小さくなっ

ていくため，位相過程に不連続性が発生しなくなること

を意味している．この辺のことをもう少し詳しく，以下

に解説する． 

 位相差分過程の確率密度関数が式(18)で定義されると

し，再び，式(10)のリーマン積分で表現された，フーリ

エ逆変換の式に戻り，∆ωを݉等分した微小な離散円振

動数間隔（∆ω/݉）での離散点݆と݆  1の間の式(10)の

和の݆番目の項で定数として扱い以外の ݁ ൫݅߶൯∆߱ のݔ

表現を書き直し整理すると，式(12)の表現は߶భ ൌ ߶を

考慮して，次式のように書き換えられる． 
1
݉
൛݁ݔ൫݅߶൯  ൫݅߶ݔ݁  ݅∆߶మ൯  ⋯

݁ݔ൭݅߶  ݅Δ߶ೖ



ୀଶ

൱ 

݁ݔ൭݅߶  ݅Δ߶ೖ



ୀଶ

൱ൡ

 (20)

Δ߶ೖは式(18)から独立に生成された乱数で次式のように

表現される．   

Δ߶ೖ ൌ ඨ
∆߱
݉

ೖ (21)ߟ௪ߪ

ここにߟೖはܰሺ0,1ሻの正規乱数．∆߱を十分微小に取れる

こと，݉がいくらでも大きくできること，ߟൣܧೖ൧ ൌ 0で

あることを考えれば，式(21)から明らかなように，

Δ߶ೖ ݉⁄ → 0とሺ݈ ݉⁄ ሻ ∙ ∑ Δ߶ೖ

ୀଶ ݈⁄ → 0が保障されるの

で，結局式(20)の値は݁ݔ൫݅߶൯に一致して，式(10)の表

現形式が離散円振動間隔の取り方に影響を受けないこと

になる．したがって，図-3と 4で示したような劇的な振

幅減少は見られなくなる．ブラウン運動過程は微分不可

能であるが，連続性が保障されていること，その増分過

程の分散が∆߱に一次比例していることから，こうした

結果が得られることになる． 

 

(2) 位相過程を非整数ブラウン運動過程とする場合 

地震動位相過程の確率特性を満たす最も単純な確率過

程が，非整数ブラウン運動過程で表現できることが分か

っている 3),4),5)ので，ここでは，この確率過程を位相過程

として生成するランダム時系列の数理特性を解明する． 

Hurst指数8)ܪの非整数ブラウン運動過程は，以下の条

件を満たすガウス過程߶として定義10)される． 

(i)  確率1で，߶ሺ߱ሻは連続かつ߶ሺ0ሻ ൌ 0  

(ii) 全ての߱  0と߱  0に対して，差分Δ߶ ൌ

߶ሺ߱  ߱ሻ െ ߶ሺ߱ሻは平均0で分散߱ଶுߪ௪ଶの正規

分布に従う．すなわち，その確率密度関数は次式

で与えられる． 

ሺΔ߶ሻ ൌ
1

௪ߪு߱ߨ2√
ݔ݁ ቆെ

Δ߶ଶ

2߱ଶுߪ௪ଶ
ቇ (22)

非整数ブラウン運動過程を定義する積分形式は次式で与

えられる10)． 

߶ሺ߱ሻ ൌ
1

Γ ቀܪ 
1
2ቁ
න ሺ߱ܭ െ ߬ሻܹ݀ሺ߬ሻ
ఠ

ିஶ
 (23)

ここに，Γሺ	ሻはガンマ関数であり， 

Γሺݔሻ ൌ න ሺ߬ሻݔ݁
ஶ


߬௫ିଵ݀߬ 

と表される．ܹ݀は平均値ゼロのブラウンノイズ過程

(ブラウン運動増分過程)なので，その確率特性はܹ݀を

計算する離散円振動数間隔を݀߱とすれば，次式で与え

られる． 

ሺܹ݀ሻ ൌ
1

௪ߪ߱݀ߨ2√
ݔ݁ ቊെ

ሺܹ݀ሻଶ

௪ଶߪ2݀߱
ቋ (24)

ここに，݀߱ߪ௪ଶは分散である．また，式(23)の積分核は

以下のように定義される． 

ሺ߱ܭ െ ߬ሻ ൌ ቊ
ሺ߱ െ ߬ሻுିଵ ଶ⁄ െ ሺെ߬ሻுିଵ ଶ⁄ 			ሺ߬ ൏ 0ሻ
ሺ߱ െ ߬ሻுିଵ ଶ																											⁄ ሺ0  ߬  ߱ሻ 

式(24)の定義によれば，確率過程 ሼ߶ሺ߱ሻሽ はブラウン

ノイズ過程ሼܹ݀ሽの全履歴に関係することが分かる．ま

た，ܹ݀の確率密度関数は式(18)で，	∆߱ ൌ ݀߱と置いた

式に相当し，ブラウン運動過程として求められた位相が

式(23)の積分関数になっている．非整数次ブラウン運動

過程を式(23)から，直接シミュレートする方法は各種の

ものが提案されているが11)，離散的な過程の場合には

Vossが提案しているランダム中点置換法によるアルゴリ

ズム12)で，簡単に模擬できる．なお，Hurst指数を

ܪ ൌ 1 2⁄ にすると，非整数ブラウン運動過程はブラウ

ン運動過程に一致する．図-8は離散時間間隔を0.02秒，
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図-8 位相過程を非整数ブラウン運動過程で模擬した場合．離

散時間間隔を0.02秒，ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻ，ܪ ൌ 0.7，

௪ߪ ൌ 3とした時の݃ሺݐሻの時刻歴．上から順に離散点総数

を2ଵ, 2ଵସ, 2ଵଽ, 2ଶସと変化させたもの．離散円振動数間隔

を相当小さくしても，ランダム時系列の形状や振幅に大

きな変化のないことが分かる． 

 

ܽ ൌ ݐ，1 ൌ 3ሺݏሻとした上で，ܪ ൌ ௪ߪ，0.7 ൌ 3と設定

した場合の݃ሺݐሻを示したものである．上から順に離散

点総数を2ଵ, 2ଵସ, 2ଵଽ, 2ଶସと変化させた．図-7の結果は

ܪ ൌ 0.5とした場合に相当している．ܪが大きくなると

位相の長期記憶13)が強くなるが，両者を較べても，時刻

歴を見る限りあまり大きな差はないように見える．  

 

6. 非整数ブラウン運動過程で位相過程を生成し

たランダム時系列を入力とする構造物の応答

特性について 

 

位相差分の間隔の取り方は任意であるので，式(22)で

߱ ൌ 0と置き，߶ሺ0ሻ ൌ 0であることを考慮すれば，式

(22)は次式のように書き直せる 

ሺ߶ሻ ൌ
1

௪ߪு߱ߨ2√
ݔ݁ ቆെ

߶ଶ

2߱ଶுߪ௪ଶ
ቇ (25)

 

図-9 1000サンプルの平均操作の結果を青点線で表示．離散点

総数は2ଵଶで，H=0.7，ߪ௪ ൌ 0.5の場合．細実線は平均応

答の理論解(式(26)に基づく)，赤波線(式(7)に基づく)は位

相のランダム性に基づく減衰の無い場合の理論解． 

 

 
図-10 振動数領域での分散応答をフーリエ逆変換して求めた

時系列．理論解(式(27)の基づく)はゼロになる，図-9 の

計算に用いた 1000個のデータから計算した結果(青点線

で表示)もゼロになっている．細実線は平均の応答の理

論解(式(26)に基づく)．  

 

構造物の応答が線形の場合には，振動数領域における変

位応答ܻሺ߱ሻは式(6)で与えられていたので，式(25)を用い

てܻሺ߱ሻの期待値を計算すれば次式のように与えられる． 

థሾܻሺ߱ሻሿܧ ൌ න ሺ߱ሻexpሼ݅ሺ߶௦ሺ߱ሻܣ௦ሺ߱ሻܣ 	
ஶ

ିஶ
 ߶ሻሽሺ߶ሻ݀߶ 

ൌ  ሺ߱ሻexp൫݅߶௦ሺ߱ሻ൯ܣ௦ሺ߱ሻܣ

∙ න expሺ݅߶ሻ
1

௪ߪு߱ߨ2√
ݔ݁ ቆെ

߶ଶ

2߱ଶுߪ௪ଶ
ቇ݀߶

ஶ

ିஶ
 

ൌ ሺ߱ሻexpܣ௦ሺ߱ሻܣ ቆെ
߱ଶߪ௪ଶ

2
ቇ exp൫݅߶௦ሺ߱ሻ൯ 

(26)
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ここに，ܧథは߶に対して期待値を取ることを強調する

ためである．この式は，「非整数ブラウン運動過程を用

いてランダム位相過程を発生し，フーリエ振幅を一定値

としてフーリエ逆変換によりランダム時系列を作成する

場合，それを入力とする構造物の線形応答では，応答の

アンサンブル平均は，理論的に求められる応答フーリエ

振幅をexpሺെ߱ଶߪ௪ଶ 2⁄ ሻだけ減衰させるだけで評価でき，

応答のフーリエ位相特性は変化しない．」ことを意味し

ている．このことを検証したのが図-9 である．構造物

の固有振動数を 1Hz，減衰比を 0.05とし，離散時間間隔

を0.02秒，ܽ ൌ 1として，式(6)のܣ௦ሺ߱ሻ，ܣሺ߱ሻ，߶௦ሺ߱ሻ

を決定した上で，ݐ ൌ 3ሺݏሻとし，ܪ ൌ ௪ߪ，0.7 ൌ 0.5の
値を用いて，߶ሺ߱ሻを 1000 個発生した上で，1000 個の

ܻሺ߱ሻの平均値を求めた．それをフーリエ逆変換してイ

ンパルス応答関数の形式で示したのが図中の青点線であ

る．黒細実線は式(26)のフーリエ逆変換から求められる

ものである．サンプル数が 1000 個であるので両者が完

全には一致していないが，アンサンブル平均値が期待値

計算より求められる結果をよく説明できていることが分

かる．赤の波線は式(7)を 3秒間だけ時間の進む方向にシ

フトした結果である．同様にして，フーリエ位相の不確

定性が振動数領域の分散応答に及ぼす影響も次式を用い

て評価することができる． 

൫ܻሺ߱ሻ൯ݎܸܽ ൌ න ൫ܻሺ߱ሻ െ థሾܻሺ߱ሻሿ൯ܧ
ଶ
߶ሺ߶ሻ݀

ஶ

ିஶ

ൌ థሾܻሺ߱ሻଶሿܧ െ ൫ܧథሾܻሺ߱ሻሿ൯
ଶ

ൌ   ሾexpሺ2݅߶ሻሿܧሺ2݅߶௦ሻݔଶሺ߱ሻ݁ܣଶሺ߱ሻܪ
െܪଶሺ߱ሻܣଶሺ߱ሻ݁ݔሺ2݅߶௦ሻexpሺെ߱ଶߪ௪ଶሻ 

= 0 

(27)

振動数領域における分散応答がゼロであるので，それを

フーリエ逆変換した分散応答の時系列も当然ゼロになる

はずである．図-10に 1000個のサンプルから求めた振動

数領域の分散をフーリエ逆変換して求まる時刻歴を青点

線で示した．この事実も，一定のフーリエ振幅と正規分

布で規定される位相のランダム系列を用いて，フーリエ

逆変換により求められるランダム時系列を用いたときに

得られる構造物応答特性の特徴である． 

なお，位相の不確定性を考慮した場合の時間領域での

分散応答は，ここで定義した関数݃ሺݐሻを用いて式(8)で

与えられる時間領域の応答yሺݐሻと式(26)の逆変換から求

まる時間関数ݕሺݐሻを用いて次式で定義される． 

ሻ൯ݐሺݕ൫ݎܸܽ ൌ
1
ܰ
൫ݕሺݐሻ െ ሻ൯ݐሺݕ

ଶ
ே



 (28)

ここに，ݐは離散時間点，ܰはサンプル数 である．当然

のことであるが、式(27)のフーリエ逆変換で求められる

時刻歴は、式(28)で定義されるものとは全く異なってい

るので注意しなければならない． 

7. むすび 

 

本研究は，フーリエ振幅一定の下で，フーリエ位相を

ランダム確率過程として定義し，離散フーリエ逆変換に

よって得られる時系列を構造系への入力ランダム時系列

とする場合を対象として，その数理特性を確率過程の立

場から明らかにしようと試みたものである．得られた結

論を列挙すれば以下のようである． 
 

(a) 分散が一定値の正規分布から独立同分布で生成した

乱数列をフーリエ位相列とすると，離散円振動数間隔

を無減少としたときのフーリエ位相はいたるところ不

連続な関数となり，ランダム時系列を規定する離散フ

ーリエ逆変換の積分がリーマン積分の意味で定義でき

なくなることを明らかにした． 

(b) 離散円振動数間隔を無減少にする操作と，フーリエ

位相に関する期待値操作とを併用することにより，上

記の問題点を克服した上で，離散フーリエ逆変換を可

能にし，ランダム時系列を求めると，それはランダム

時系列ではなくなり，時間シフトしたデルタ関数の振

幅を減衰させた時間関数となることを明らかにした．

振幅の減衰量は位相の乱数列を規定する分散値の半分

に負符号をつけた指数関数値で評価できることも明ら

かにした． 

(c) フーリエ位相はሾെߨ, ሿでの主値しか意味を持たないߨ

ので，正規分布の分散値を大きくしたうえで，独立同

分布で生成される乱数列を，フーリエ位相のランダム

過程とすると，これはሾെߨ, ሿでの一様乱数列と同等ߨ

となる．したがって，フーリ振幅一定で，位相を一様

乱数から独立同分布で生成し，そのフーリエ逆変換で

ランダム時系列が生成できるとされていた従来の方法

では，上記の成果を考慮すると，離散円振動数間隔を

無減少とした極限では，時系列の振幅がいたるところ

でゼロとなり，ランダム時系列として意味のないもの

になることを明らかにした． 

(d) これらの問題点を解決できる最も単純なフーリエ位

相は，振動数領域で定義されるブラウン運動過程から

生成される確率過程を位相のランダム過程とすること

であることを示した．その理由として，ブラウン運動

過程から生成される位相過程は離散円振動数間隔の大

きさによらず，いたるところ連続な過程として定義で

きること，その数理特性がブラウン運動過程のフラク

タル特性に基づいていることなどを明示した． 

(e) さらに一般性の有る確率過程として，ブラウン運動

過程を包含する非整数ブラウン運動過程で位相のラン

ダム過程列を定義することを提案した．この定義に基

づいてフーリエ振幅一定の下で，フーリエ逆変換によ

り生成されるランダム時系列の数理特性を，1 自由度

- 9 -
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系の応答評価の観点から考察し，位相のランダム性に

基づく平均応答過程や分散応答過程について解析解を

誘導した上で，モンテカルロシミュレーションに基づ

きそれらの結果を検証した． 
 
 以上が本研究成果の概要であるが，線形系の応答に限

れば，位相過程の不確定性が構造物応答に及ぼす影響を

期待値として解析的に評価できるが，応答が非線形領域

に至るような場合には，応答値の確率的な評価はモンテ

カルロ的手法によらざるを得ない，ここで提案したラン

ダム時系列の構成法は，構造物の非線形応答評価に用い

てこそ，その真価を発揮するものと考えるが，それは今

後の課題である． 
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ON DEFINING THE INPUT RANDOM TIME PROCESS TO USE FOR RANDOM 

VIBRATION ANALYSES 
 

Tadanobu SATO 
 

The purpose of this paper is to investigate the stochastic characteristics of discrete random noise pro-
cess in the time domain which is defined by the inverse Fourier transformation with constant Fourier am-
plitude and random Fourier phase process. If we use a normal distribution with a constant variance to 
generate random Fourier phase process in frequency domain with the assumption of identically independ-
ent distribution the generated discrete random noise process in the time domain shows a peculiar mathe-
matical characteristics because the Fourier phase process becomes a function at everywhere discontinuous 
in frequency domain as the duration of random noise becomes longer in the time domain. The simplest 
way to avoid this deficit, we suggested, is to use the Brownian motion process for generating the random 
Fourier phase process. Moreover we recommend applying the fractional Brownian motion (fBm) process 
to simulate the random Fourier phase process based on the recent finding result that the Fourier phase 
characteristics of observed earthquake motions show the self-affine similarity nature. The stochastic char-
acteristics of the random noise process in the time domain generated by using fBm process are investigat-
ed through response characteristics of a shingle degree of freedom system.  
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