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構造物の損傷確率評価において，損傷確率が極めて小さい場合，パラメータの取りうる全空間で標本を

発生させる通常のモンテカルロシミュレーションでは，精度よく損傷確率を評価するためには膨大な数の

標本すなわち解析や照査が必要となり効率が悪い．そこで，パラメータ空間で標本を発生させる領域を破

壊側に徐々に近づけながらモンテカルロシミュレーションを繰り返すsubset法を，地盤－構造物一体２次

元FEMモデルによる動的非線形解析に基づく地中構造物の地震時損傷確率評価に適用して，その有効性を

検証した．検討の結果，subset法による手法は概ね良好な評価が可能であることが確認された．また本手

法で損傷確率算定する際に理論上含まれる誤差について考察を行った． 
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1. はじめに 

 

構造物の地震時損傷確率を評価する手法は，精度や計

算負荷のレベルに応じていくつか考えられるが，精度の

高い手法として位置付けられるものの１つにモンテカル

ロシミュレーションが挙げられる．しかしモンテカルロ

シミュレーションは数多くの標本を発生させて解析・照

査を行い損傷確率を評価する方法であるため，計算負荷

が大きくなる．さらに損傷確率が非常に小さい場合には，

パラメータの取りうる全空間で一様に乱数を発生させて

標本を設定する通常のモンテカルロシミュレーションで

は，精度よく損傷確率を算定するためには膨大な数の解

析・照査の実施が必要となり効率が悪い． 

損傷確率が小さい場合に計算負荷を低減するための手

法として，徐々に領域を破壊側に狭めていきながら，比

較的少数の標本によるモンテカルロシミュレーションを

繰り返して損傷確率を求めるsubset法1)が考案されている．

本論文では適用例を通じてsubset法による損傷確率評価

の有効性を検討した．subset法の適用例はいくつか報告

されているが2)等，地中構造物を対象とした事例は少な

い．そこで本論文では，地盤－構造物一体２次元FEMモ

デルによる動的非線形解析に基づく地中構造物の地震時

損傷確率評価を適用例の対象とした．subset法の過程で

標本を発生させる手法としては，目標領域近傍にのみ効

率よく標本を発生することができるMCMC（Markov 

chain Monte Carlo simulation）1)を適用した．検討は基本的

には既往の手法に準じた上で，細部では多少の工夫を施

し，評価の効率化を図った．検証には損傷確率の正解値

が必要であるため，変数を全空間で細かく変化させたパ

ラメータスタディによる損傷確率評価も並行して行った． 

また本手法で損傷確率を算定する際に理論上含まれる

誤差について考察を行った． 

 

 

2. subset法を用いた損傷確率評価方法 

 

 (1) subset法の概要 

subset法について，変動パラメータが２つで，それら

が互いに独立で確率密度が標準正規分布に従う場合を例

に説明する．図-1に通常のモンテカルロシミュレーショ
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ンの概念を，図-2にsubset法の概念を示す．図-1，図-2で，

緑線が破壊曲面すなわち緑線の下側が破壊領域とする．

この例では，損傷確率の正解値は約5.0×10-3である． 

図-1の通常のモンテカルロシミュレーションの例では

標本数を1000個発生させても，破壊領域に含まれる点が

２つで損傷確率は2.0×10-3と計算され，精度があまり良

くないことがわかる． 

図-2のsubset法の概念について説明する．まずステッ

プ１のようにたとえば100点の標本を発生させ，評価指

標（限界状態関数値・安全率・構造物の応答値等）が危

険側の累積確率が1/10となる領域（青線の下側）を予測

する．具体的には，最も危険側から10点目と11点目の評

価指標の平均値（評価指標が正規分布等に従うと想定す

る場合は相加平均，対数正規分布等に従うと想定する場

合は相乗平均）を境界値として求める． 

次にステップ２のように，ステップ１で予測した危険

側の累積確率1/10の領域の中で，言い換えれば評価指標

が上述の境界値よりも危険側になるという条件の元で，

各パラメータが元々の標準正規分布に従うように100点

の標本を発生させ，評価指標が危険側の累積確率1/100

の領域（橙線の下側）を予測する． 

最後にステップ３のように，ステップ２で予測した危

険側の累積確率1/100の境界値よりも危険側になるとい

う条件の元で，各パラメータが元々の標準正規分布に従

うように100点の標本を発生させ，破壊する標本数を数

える．これが例えば55点であれば，損傷確率は5.5×10-3と

計算されたことになる． 

このようにsubset法による損傷確率の算定は，通常の

モンテカルロシミュレーションと比較して少ない解析数

で効率よく損傷確率を求めることができる． 

一般的に１ステップ毎に݅個の標本を発生させ，危険

側݆個までの領域で狭めていき，݇回のステップの後に

破壊標本が݉個とカウントされた場合，損傷確率ܲは次

式で計算される． 

ܲ ൌ ൬
݆
݅
൰
௞

・
݉
݅  

(1) 

図-2および上記の説明は，݅ ൌ 100，݆ ൌ 10，݇ ൌ

2，݉ ൌ 55の例である．図-2では３ステップで終了する

例を示したが，損傷確率のオーダーが小さくなるほど当

然実施するステップ数は増え，たとえば10-5オーダーの

損傷確率を算定する場合には，５ステップ必要になる． 

 

(2) MCMCによる標本の発生方法 

前項で図-2のステップ２あるいはステップ３の説明に

おける「100点の標本を発生」させる方法がMCMC

（Markov chain Monte Carlo simulation）である．例えばステ

ップ２の100点はステップ１で赤点で記した危険側10点

の標本をそれぞれランダムウォークして発生させる． 

を標本のパラメータの空間とし，十分な数だけラン࢞

ダムウォークした後の標本の分布が目標とする確率密度

分布関数ߨሺ࢞ሻ（図-2のステップ２の例でいえば青線より

下側という条件付きの標準正規分布）になるように，１

歩進む前の標本݇࢞から１歩進んだ後の標本݇࢞൅1を定め

る方法は，以下に示すModified Metropolis–Hastings Algo-

rithmと呼ばれる方法による1)． 

提案分布と呼ばれる任意の確率密度分布関数ݍሺ࢞|′࢞௞ሻ

を定めて݇࢞൅1の候補࢞′を発生させ， 

 

確率    minሼ1, ܾሺ࢞௞, ௞ାଵ࢞ ሻሽ で′࢞ ൌ ′࢞
確率 1 െminሼ1, ܾሺ࢞௞, ௞ାଵ࢞ ሻሽ で′࢞ ൌ ௞࢞

(2) 

 

とする．ここで， 

ܾሺ࢞௞, ሻ′࢞ ൌ
ሻ′࢞|௞࢞ሺݍሻ′࢞ሺߨ

 ௞ሻ࢞|′࢞ሺݍ௞ሻ࢞ሺߨ
(3) 

 

上記は，目標とする標本の確率分布が任意の場合，言

い換えるとランダムウォークさせる空間࢞が図-2に示す

ような空間上の場合の一般的な手順であるが，ランダム

ウォークさせる空間を式(4)に示すߨሺ࢞ሻの累積確率値

Φሺ࢞ሻの空間࢛とすると，式(3)が非常に単純化されるこ

とが吉田らにより式(5)～式(11)に準じて示されている2)． 

 

          
      ― 破壊曲面            ステップ１            ステップ２           ステップ３ 

図-1 通常のMC（標本数1000の例）         図-2 subset法の概念（１ステップあたりの標本数100の例） 
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࢛ ൌ Φሺ࢞ሻ  0 ൏ ௜ݑ ൏ 1  ݅ ൌ 1~݊ (4) 

ここに ݊：パラメータの次元 

 

subset法における現在のステップで標本を発生させる࢛

空間上の領域，すなわち前のステップで狭められた領域

をܨとする．具体的には，前のステップで計算された境

界値曲面と，|ݑ௜| ൌ |௜ݑ|，0 ൌ 1で囲まれる，後述する

図-3の水色で示したような領域である．このとき目標確

率密度分布関数ߨሺ࢛ሻは下式により表される． 

 

ሻ࢛ሺߨ ൌ
ሻ࢛ிሺܫ

ܲሺܨሻ 
(5) 

 ここに 

の中にある場合は1，外にあるܨが領域࢛：ሻ࢛ሺܨܫ  

場合は0となる関数 

  ܲሺܨሻ：領域ܨの確率 

 

ここで，提案分布 	ݍሺ࢛|′࢛௞ሻを݊次元空間上の立方体

（２次元の場合は正方形）で囲まれた領域の一様分布と

して，次式のように設定する． 

 

௞ሻ࢛|′࢛ሺݍ	 ൌ ቐ
൬
1
2ܽ
൰
௡

	 െ ܽ ൑ ௜௞ݑ െ ′௜ݑ ൑ ܽ

0      上記以外 
 

(6) 

 

式(5)および式(6)を式(3)に代入し，式(7)を考慮すると，

式(8)が得られる． 

 

ሻ࢑࢛ிሺܫ ൌ 1 (7) 

 

ܾሺ࢛௞, ሻ′࢛ ൌ
ሻ′࢛|௞࢛ሺݍሻ′࢛ሺߨ

 ௞ሻ࢛|′࢛ሺݍ௞ሻ࢛ሺߨ

 

ൌ

ሻ′࢛ிሺܫ
ܲሺܨሻ ቀ

1
2ܽቁ

݊

ሻ࢑࢛ிሺܫ
ܲሺܨሻ ቀ

1
2ܽቁ

݊ ൌ
ሻ′࢛ிሺܫ

ሻ࢑࢛ிሺܫ
ൌ ሻ′࢛ிሺܫ

(8) 

 

式(8)を式(2)にあてはめると以下のようになる． 

 

確率    minሼ1, ௞ାଵ࢛ ሻሽ で′࢛ிሺܫ ൌ ′࢛
確率 1 െ minሼ1, ௞ାଵ࢛ ሻሽ で′࢛ிሺܫ ൌ ௞࢛

(9) 

 

これをさらに言い換えると，以下のようになる． 

 

௞ାଵ࢛  にある場合ܨが領域′࢛ ൌ  ′࢛
௞ାଵ࢛  にない場合ܨが領域′࢛ ൌ  ௞࢛

(10)

 

すなわち，࢛௞を中心として，一辺が2ܽの݊次元空間

上の立方体（２次元の場合は正方形）の領域を考え，こ

の中で一様な確率でランダムウォークの次の１歩の候補

௞ାଵとして採࢛に含まれればܨを発生させ，これが領域′࢛

用してランダムウォークが成立し，含まれなければ採用

されず࢛௞に留まったまま，となる． 

標本値を࢛空間の値から࢞空間の値に戻すには，次式

により変換すればよい 

 

࢞ ൌ Φିଵሺ࢛ሻ (11)

 

本論文においても，手法は基本的には上記のものを踏

襲することとする．ただし参考文献2)においては，提案

分布 	ݍሺ࢛|′࢛௞ሻは式(6)に示した݊次元空間上の立方体

（２次元の場合は正方形）で囲まれた領域の一様分布と

して定義しているが，本論文においては，標本発生の効

率化のため，提案分布を式(12)に示すように，݊次元空

間上の直方体（２次元の場合は矩形）で囲まれた領域の

一様分布として定義した． 

 

௞ሻ࢛|′࢛ሺݍ ൌ

ە
۔

ෑۓ
1
2ܽ௜

 െܽ௜ ൑ ௜௞ݑ െ ′௜ݑ ൑ ܽ௜

௡

௜ୀଵ

0      上記以外
 

(12)

 

この場合でも，式(8)に相当する式は以下のように同

様に成り立ち，式(9)～式(10)のアルゴリズムは成立する． 

 

ܾሺ࢛௞, ሻ′࢛ ൌ
ሻ′࢛|௞࢛ሺݍሻ′࢛ሺߨ

 ௞ሻ࢛|′࢛ሺݍ௞ሻ࢛ሺߨ

 

ൌ

ሻ′࢛ிሺܫ
ܲሺܨሻ

∏ 1
2ܽ݅

݊
݅ൌ1

ሻ࢑࢛ிሺܫ
ܲሺܨሻ

∏ 1
2ܽ݅

݊
݅ൌ1

ൌ
ሻ′࢛ிሺܫ

ሻ࢑࢛ிሺܫ
ൌ ሻ′࢛ிሺܫ

(13)

 

 

図-3 本論文におけるランダムウォークの進め方 
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以上を２次元の場合を例に図示すると図-3のようにな

る．すなわち，࢛௞を中心として，一辺が2 ൈ ܽଵ（ݑଵ方

向）と2 ൈ ܽଶ（ݑଶ方向）の矩形の領域を考え，この中

で一様な確率でランダムウォークの次の１歩の候補࢛′を

発生させ，これが領域ܨに含まれれば࢛௞ାଵとして採用し

てランダムウォークが成立し，含まれなければ採用され

ず࢛௞に留まったまま，となる．ランダムウォークの次

の１歩の範囲を正方形ではなく矩形とするとこにより，

図のように領域ܨが細長い形状の場合でも，標本を領域

内でまんべんなく発生させ，なおかつ不採用となる確ܨ

率を低減して標本発生を効率化できる． 

 

(3) ランダムウォークの具体的な手順 

前項のMCMCによる標本の発生方法を踏まえ，本論

文におけるランダムウォークの具体的な手順は以下の通

りとした． 

MCMCを実施する空間すなわち標本のランダムウォ

ークを実施する空間は，前項で示した通り，パラメータ

の累積確率値の空間࢛とする． 

以下，パラメータの数が２個の場合すなわち空間࢛が

２次元を例に説明する． 

式(1)に関するパラメータとしては，݅ ൌ 100，݆ ൌ 10
とした．すなわちsubset法の１つのステップでは100点の

標本を発生させ，そのうち危険側10点から次のステップ

の領域ܨを定める．図-4は，その次のステップでランダ

ムウォークを開始するところを示したものである．前の

ステップで危険側の10点が定まっており，これを白丸〇

で示している．またそれにより定まる領域ܨを緑でハッ

チングしている．ランダムウォークは10個の点をスター

トとしてそれぞれ実施する．これを10個の「系列」と呼

ぶことにする． 

上記10点のݑଵ方向およびݑଶ方向の標準偏差を計算し，

それぞれߪଵおよびߪଶとする．ランダムウォークの次の

１歩を進める際の矩形領域を定めるܽଵおよびܽଶは次の

ように設定した． 

 

ܽଵ ൌ 2 ൈ  ଵߪ
ܽଶ ൌ 2 ൈ  ଶߪ

(14)

 

ଶは，subset法の該当ステップにおける10個のスߪ，ଵߪ

タート点から計算する．すなわちsubset法でステップが

進み領域が狭められていくに従い，当然ながらランダム

ウォークの歩幅も変えていく（小さくしていく），とい

うことである． 

式(14)の中で標準偏差に乗じる係数「2」は，いくつか

の予備検討を行って定めたものである．乗じる係数が小

さいと，ランダムウォークの歩幅が小さくなり，発生す

る標本が領域ܨの中で偏ってしまうことが多くなる．乗

じる係数が大きいと，ランダムウォークの歩幅が大きく

なるので，標本は領域ܨの中でまんべんなく得られるよ

うになるが，ランダムウォークで不採用となるケース，

言い換えると無駄な解析や照査（図中の赤丸●）が多く

なり，効率が悪くなる． 

まずTrial-1として，10点それぞれから次の１歩を計算

する．ݑଵおよびݑଶの少なくとも一方がሺ0,1ሻの範囲を外

れたもの（図中の黒丸●）は不採用とし，その系列では

元の点（図中の白丸〇）がTrial-2のスタート点となる．

ଶがともにሺ0,1ሻの範囲に入ったものについてݑଵおよびݑ

は，そのパラメータで解析や照査を実施する．解析や照

査の結果，評価指標が領域Fを定める境界値よりも安全

側になった場合（図中の赤丸●）は不採用とし，その系

列では元の点（図中の白丸〇）がTrial-2のスタート点と

なる．解析やの結果，評価指標が領域ܨを定める境界値

よりも危険側になった場合（図中の緑丸●）は採用とし，

その系列では緑丸●の点がTrial-2のスタート点となる． 

次にTrial-2として，Trial-1で定まったスタート点10点

（図の例では，系列3, 8, 10は緑丸●，それ以外外の系

列は白丸〇）から，Trial-1と同様に次の１歩を計算する． 

以下同様にして，Trial-3, Trial-4・・とランダムウォー

クを続けていき，採用される標本の累計が100点（前の

ステップから引き継いだ図中の白丸〇の10点を含む）に

なったところで終了する． 

参考文献2)の適用例では，10個の系列毎に10点採用さ

れるまでランダムウォークを続け合計100点の標本を発

生しているが，本論文では上記に書いたようにTrial毎に

採用される系列と採用されない系列があるので，ランダ

ムウォーク終了時の100点の内訳は，必ずしも10個の系

 

■：領域F 

■：0＜u1＜1，0＜u2＜1で，領域Fに含まれない領域 

図-4 ランダムウォークの手順 
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列でそれぞれ10個ずつというわけではない．このように

したのは，図-3でスタート点（黒丸）がたとえば領域ܨ

の左隅の方にある場合よりも中心付近にある場合の方が

次の１歩が採用される確率は高く，そのプロセスを最終

的に採用する100点の構成に直接反映させるのが合理的

と考えたためである． 

 

 

3. 地中構造物の評価への適用 

 

(1) 検討条件 

subset法を地中構造物の地震時損傷確率に適用し，そ

の有効性を検証した．対象としたのは，原子力発電所屋

外重要土木構造物の取水ダクトを想定した地中構造物3)

である．図-5に検討対象構造物の全体図を，図-6に構造

物の配筋図を示す． 

入力地震動は，-5.0mの岩盤における2E波として，コ

ンクリート標準示方書4)に示されているレベル２地震動

（内陸型）の振幅を0.92倍にした波を適用する．0.92倍

というのは，損傷確率が今回目安として設定した5×10-3

程度になるように調整したものである．入力地震動を図

-7に示す．地盤物性をばらつかせた予備解析数ケースで，

2.0秒付近のピークで構造物の層間変形角の最大値が発

生するのを確認の上，図-7に示したように，解析には最

初の3.0秒間のみを用いる．鉛直地震力は，上記入力地

震動の最大加速度の1/2の値を静的下向きに作用させる

ことで考慮する． 

地盤の物性値を表-1に示す．図-8に示すR-Oモデルに

 

表-2 構造物物性 

 

 

 

図-8 地盤の非線形特性（R-Oモデル） 

 

表-1 地盤物性 

 

 

 
図-7 入力地震動 

 

図-6 配筋図 

 

図-5 検討対象構造物 
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よる非線形特性を考慮する．  

構造物の物性値を表-2に示す．表には設計強度と実強

度を記載しているが，応答評価および耐力評価に用いる

強度としては，実強度の方（コンクリート：圧縮実強度，

鉄筋：降伏実強度）を用いる．構造物はファイバーモデ

ルでモデル化して非線形特性を考慮する．コンクリート

の非線形特性はコンクリート標準示方書4)に示されるコ

ンクリートの応力－ひずみ曲線にて，鉄筋の非線形特性

はバイリニアモデルにてモデル化する． 

地盤と構造物間には，剥離・滑動を表現するジョイン

ト要素等は設けない． 

損傷確率算定の評価指標は，事前検討で破壊判定が最

も厳しくなった右側壁せん断力とする． 

図-9に解析モデルを示す．変動パラメータは，構造物

上部に位置する層（変動層１）と構造物下部に位置する

層（変動層２）の物性の２つとし，それぞれVSの対数

標準偏差を0.1とする．上記の２つを変動パラメータと

して選んだ理由は，既往の研究3)により，側壁のせん断

力の変動は，構造物上部に位置する層と構造物下部に位

置する層の剛性差に影響を受けやすいという知見を得て

いるためである． 

解析は， 

自重解析 → 鉛直震度解析 → 動的解析 

が解析１ケースの１セットで，各解析間で地盤および構

造物要素のひずみと応力を受け渡す． 

解析プログラムはTDAPⅢを使用する． 

右側壁の耐力照査等は参考文献5)に従って行う．照査

時刻は，構造物の層間変形角（構造物上下端の変位差を

構造物高さで除した値）が最大となる時刻とする．せん

断耐力は部材に発生する曲げモーメントや軸力に依存す

るので，厳密に言えば標本ケースごとにせん断耐力は異

なるが，本論文においては評価の簡略化のため，せん断

耐力は平均物性のケースで算出した値で固定して評価す

る． 

 

(2) 検討結果 

subset法の各ステップにおいてMCMCでランダムウォ

ークを行う空間は，前章(2)(3)で述べたように，VSを変

動させる際の累積確率値の空間࢛とする．変動層１のVS

の累積確率値をݑଵ，変動層２のVSの累積確率値をݑଶと

する． 

本論文では，subset法による損傷確率評価に先立ち，

ଶをそれぞれ100等分して設定したVSを組み合ݑଵおよびݑ

わせた10000ケース，ならびにݑଵを100等分およびݑଶの0

～0.1の間を100等分して設定したVSを組み合わせた10000

ケースの合計20000ケースに対して，図-9に示した２次

元動的非線形解析のパラメータスタディを実施し，損傷

確率や危険側領域の正解値を評価した．ݑଶの0～0.1の間

を100等分したケースを加えた理由は，後述の結果で示

すように，危険側に移行していくに従い，ݑଶが小さく

なっていくためである． 

subset法の１ステップ目の結果（図-2でいえばステッ

プ１に相当するもの）を図-10に示す．横軸の値が大き

いほど変動層１のVSが大きく，縦軸の値が大きいほど

変動層２のVSが大きくなる．この段階ではまだMCMC

によるランダムウォークは適用しない．まず0 ൏ ଵݑ ൏

1，0 ൏ ଶݑ ൏ 1の範囲で，ラテンハイパーキューブサン

プリング法（LHS）により一様乱数を発生させ，100点

の標本を設定する．これが図中の黒点と赤点の和集合で

ある．これらの点に相当するVSを適用した100ケースの

解析を実施し，危険側10点（右側壁せん断力が最も大き

い方から10個まで）の標本をピックアップしたものが図

中の赤点である．危険側から10点目と11点目の標本のせ

ん断力の相乗平均値（subset法の境界値）を算出する．

 

図-9 解析モデル 
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本論文では上述したように，ݑଵおよびݑଶをそれぞれ100

等分して設定したVSを組み合わせた10000ケースのパラ

メータスタディを実施しているが，橙領域■は，10000

ケースのうちせん断力がsubset法の境界値以上となるケ

ースを領域表示したもの，言い換えるとsubset法で予測

される危険側1/10領域である．一方青領域■（橙領域の

後ろに隠れた部分も含む）は，10000ケースのうちせん

断力が大きい方から1000ケース分を表示した領域，すな

わち危険側1/10領域の正解値である．本来橙領域と青領

域は一致すべきものであるが，subset法の標本数が100点

と有限数のため，一般には誤差（ずれ）が生じる．今回

は誤差は図のように小さいが，この誤差については４章

にて理論的に考察する．また本図の橙領域と青領域，あ

るいは後述する図-11や図-12で色のついた領域の境界線

は，実際には滑らかな曲線となるはずであるが，本検討

では有限個のパラメータスタディにより評価しているた

め，領域は各標本点の矩形分担分を塗りつぶしている．

このため図のように境界線はぎざぎざの階段状になって

いる． 

なお図-10からわかるように，今回危険側の領域は図

の右下の方，すなわち変動層１のVSが大きく変動層２

のVSが小さいところに分布している．これは既往の研

究3)における，側壁下部のせん断力が大きくなるのは，

構造物上半分の地盤が固く構造物下半分の地盤が軟らか

い場合，という知見に対応している． 

subset法の２ステップ目の結果（図-2でいえばステッ

プ２に相当するもの）を図-11に示す．ここでは，１ス

テップ目の危険側10点（図-10の赤点）をスタート点と

したMCMCによるランダムウォークが実施される．こ

の図では，見やすいように横軸と縦軸の表示比を変えて

いる．図で白丸○が図-10における赤点すなわちランダ

ムウォーク10系列のスタート点である．ここから前章(3)

で述べたルールに従ってランダムウォークを開始する．

次の１歩のݑଵおよびݑଶの少なくとも一方がሺ0,1ሻの範囲

 

 
     系列１         系列２        系列３         系列４         系列５ 

図-12 ランダムウォークの軌跡（subset法２ステップ目） 

 

    ●  および ●：LHSによる100点の標本 

    ●：危険側10点の標本 

    ■： subset法１ステップ目で予測される危険側1/10領域 

    ■：危険側1/10領域の正解値（■に隠れている部分含む） 

 

図-10 subset法１ステップ目の結果 

 

    ○：ランダムウォークスタート点（図-10における● ） 

    ■：図-10における■の領域 

    ■：図-10における■の領域 
    ●：ランダムウォークの過程で不採用となった点 

    ●  および ●：ランダムウォークの過程で採用となった点 

    ●：危険側10点の標本（○を１点含む） 

    ■：subset法２ステップ目で予測される危険側1/100領域 

 

図-11 subset法２ステップ目の結果 
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を外れれば不採用となる．ݑଵおよびݑଶがともにሺ0,1ሻの

範囲に入ったものについては，それらの点に相当する

VSを適用した解析を実施し，右側壁せん断力が１ステ

ップ目の境界値以下となれば（図でいえば橙領域に入ら

なければ）不採用となり，境界値以上となれば採用とな

る．採用標本が100点になったところでランダムウォー

クを終了する．その100点が図の白丸○と黒点●と赤点

●の和集合である．100点は橙領域の中で概ね一様に分

布しており，MCMCによるランダムウォークが良好に

機能していることがわかる． 

100点の標本のうち，危険側10点（右側壁せん断力が

最も大きい方から10個まで）の標本をピックアップした

ものが赤点（白丸を１点含む）である．危険側から10点

目と11点目の標本のせん断力の相乗平均値（subset法の

境界値）を算出し，危険側1/100領域を予測する（図の

緑領域）． 

参考として，10個の系列のうち系列1～系列5のランダ

ムウォークの軌跡を図-12に示す．これらはランダムウ

ォークの過程で採用された標本を順番につなげたもので

ある．図より，標本は広範囲にわたって無作為に動いて

いる様子が見られ，これからもMCMCによるランダム

ウォークが正常に機能していることが伺える． 

subset法の３ステップ目の結果（図-2でいえばステッ

プ３に相当するもの）を図-13に示す．ここでは，２ス

テップ目の危険側10点（図-11の赤点）をスタート点と

したMCMCによるランダムウォークが実施される．こ

の図でも，見やすいように横軸と縦軸の表示比を図-10

および図-11から変えている． 

本論文では先述したように，ݑଵを100等分およびݑଶの

0～0.1の間を100等分して設定したVSを組み合わせた

10000ケースのパラメータスタディを実施している．緑

領域■（桃色領域■に隠れている部分も含む）は，

10000ケースのうち右側壁せん断力がsubset法２ステップ

目の境界値以上となるケースを領域表示したもの，すな

わちsubset法２ステップ目で予測された危険側1/100領域

である．紫領域■（緑領域とほとんど一致しているので

見えない）は，10000ケースのうち右側壁せん断力が大

きい方から1000ケース分を表示した領域，すなわち危険

側1/100領域の正解値である．また桃色領域■は10000ケ

ースのうち右側壁せん断力がせん断耐力を上回る領域す

なわち破壊領域である．この領域の面積すなわち損傷確

率は5.15×10-3であった．この値は有限個のパラメータス

タディから得られる値，言い換えれば図-13で境界線が

ぎざぎざの階段状となっている桃色領域の面積であるた

め，厳密には損傷確率の正解値とは言えないが，パラメ

ータスタディの数は十分多く，境界線のぎざぎざも細か

く滑らかな曲線に近い形状になっており誤差は小さいと

考えられる．したがって以後5.15×10-3を損傷確率の正解

値と呼ぶことにする． 

図で白丸○が図-11における赤点すなわちランダムウ

ォーク10系列のスタート点である．ここからsubset法２

ステップ目と同様にランダムウォークを開始し，採用標

本が100点になったところでランダムウォークを終了す

る．その100点が図の白丸○と黒点●と赤点●の和集合

である．100点は緑領域■（桃色領域■に隠れている部

分も含む）の中で概ね一様に分布しており，MCMCに

よるランダムウォークが良好に機能していることがわか

る．なおsubset法３ステップ目では，２ステップ目と比

較して緑点●の数すなわちランダムウォークの過程で不

採用となるケースが多い．これは３ステップ目でランダ

ムウォークが採用される緑領域■が，２ステップ目でラ

ンダムウォークが採用される橙領域■（図-11）よりも

領域の形がＬ字型に曲がったシャープな形をしているこ

とと，ݑଶに関する次の１歩の歩幅が若干大きめに設定

されていることにより，採用となる領域に入りにくくな

っているためである． 

100点の標本のうち，右側壁せん断力がせん断耐力を

上回る標本をピックアップしたものが赤点（一部スター

ト点の白丸を含む）であり，カウントすると56点となっ

た．すなわちsubset法を用いて評価された損傷確率は

 

    ○：ランダムウォークスタート点（図-11における● ） 

    ■：subset法２ステップ目で予測された危険側1/100領域  

      （■に隠れている部分含む） 

    ■：危険側1/100領域の正解値（■とほとんど一致） 
    ●：ランダムウォークの過程で不採用となった点 

    ●  および ●：ランダムウォークの過程で採用となった点 

    ■：破壊領域 

    ●：破壊と判定された標本（一部○を含む） 

図-13 subset法３ステップ目の結果 
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5.6×10-3である．これは，正解値5.15×10-3に対して良好に

評価されているということができる． 

subset法による損傷確率で実施した解析数を表-3に示

す．採用解析数とは，損傷確率評価に必要な最低限の解

析数である．subset法の２ステップ目と３ステップ目の

採用解析数が100ではなく90であるのは，必要な100個の

標本のうち10個の標本は前のステップから引き継いでい

るものだからである．不採用解析数とは，ランダムウォ

ークの過程でݑଵおよびݑଶがともにሺ0,1ሻの範囲に入った

が，解析をした結果，評価指標がsubset法の境界値より

も危険側にならなかった解析の数，すなわち図-11，図-

13で，緑点●のうちݑଵおよびݑଶがともにሺ0,1ሻの範囲に

ある点の数である．採用解析数の計が280ケースである

のに対し，今回の検討では，不採用解析数がそれとほぼ

同等の286ケースあった．特にsubset法の３ステップ目の

みに注目すると，不採用解析数は採用解析数の２倍以上

に達している．最終的な解析数の合計は566ケースとな

った． 

 

 

4. subset法における誤差について 

 

本章では，MCMCによるランダムウォークが良好に

機能しているという前提のもとで，subset法に含まれる

理論的な誤差について考察する．subset法の１つのステ

 

表-3 実施解析数 

 
採用 
解析数 

不採用 
解析数 

計 

subset法 
１ステップ目 

100 － 100 

subset法 
２ステップ目 

90 76 166 

subset法 
３ステップ目 

90 210 300 

計 280 286 566 

 

     ■：元の領域 

     ●  および ●：ランダムウォークの過程で採用となった点 

     ●：危険側10点 

     ■：元の領域から危険側1/10の予測領域 

 

(a) subset法の途中のステップの例 

 

(b) 等面積の微小領域に分割 

↓ 

(c) 微小領域を危険な順に１列に並べ直し 
 

図-14  subset法の途中のステップの誤差の概念 

 

     ■：元の領域 

     ●  および ●：ランダムウォークの過程で採用となった点 

     ●：破壊と判定された点（たとえば55点とする） 

     ■：破壊領域 

 
(a) subset法の最後のステップの例 

 
(b) 等面積の微小領域に分割 

↓ 

 

(c) 微小領域を危険な順に１列に並べ直し 
 

図-15  subset法の最後のステップの誤差の概念 
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ップでは，たとえば本論文においては100個の標本を発

生させて危険側10個の標本をピックアップすることによ

り危険側1/10の領域を予測している．しかし，標本の数

が有限であることにより誤差が生じることは，図-10で

橙領域（予測領域）と青領域（正解領域）にずれが生じ

ることで既に示した．ここではこの誤差を理論的に評価

する． 

図-14 (a)は，subset法のある途中のステップで，100個

の標本から危険側10個の標本をピックアップすることに

より，元の領域（橙領域）の面積を1.0としたとき危険

側領域（緑領域）の面積が0.1であると予測している例

を示している．ここで図-14 (b)のように領域を等面積の

微小領域に分割し，それらを評価指標が危険な順に一列

に並べ直すと図-14 (c)のようになる．すなわちsubset法の

途中のステップは，0～1の間で一様乱数による標本を

100個発生させ，値の小さい10個の標本をピックアップ

することにより長さ0.1の区間を予測する，という１次

元の問題に置き換えることができる．図-14 (c)では標本

が有限個のため誤差が生じ，緑区間の長さが0.1になっ

ていない例が示されている． 

一方図-15 (a)は，subset法の最後のステップで，100個

の標本から破壊領域に含まれる標本をカウントし（たと

えば55個であったとする），元の領域（緑領域）の面積

を1.0としたとき破壊領域（桃色領域）の面積が0.55であ

ると予測している例を示している．ここで図-14と同様

に図-15 (c)のように１次元に置き換える．すなわちsubset

法の最後のステップは，0～1の間で一様乱数による標本

を100個発生させ，決まった区間に含まれる標本をカウ

ントすることにより，その区間長を予測する，という１

次元の問題に置き換えることができる．図-15 (c)では標

本が有限個のため誤差が生じ，破壊領域の長さ（図-15 

(a)でいえば緑領域（桃色領域に隠れている部分も含む）

の面積を1.0としたときの桃色領域の面積）の正解値が

0.5であるのに，0.55と予測されている例が示されている． 

上記の１次元の問題への置き換えは，パラメータの個

数（࢛の次元）がいくつでも成り立ち（文中の「面積」

を「体積」と読み替えればよい），また元々の変動パラ

メータがどのような確率分布に従うか，あるいは評価指

標の値がどのような確率分布に従うか，等とは無関係で

ある． 

「0～1の範囲に݊個の独立な一様乱数を発生させたと

き，0～0）ߙ ൏ ߙ ൏ 1）の範囲に݇個含まれる確率

,ߙሺܣ ݇, ݊ሻ」を考える．これは，特定の݇個が0～ߙの範

囲に含まれ特定の݊ െ ݇個が0～ߙの範囲に含まれない確

率݇ߙሺ1 െ ሻ݊െ݇に，݊個から݇個を選ぶ組み合わせの個ߙ

数を乗じればいよいから，式(15)のようになる． 

 

,ߙሺܣ ݇, ݊ሻ ൌ ,ሺܾ݊݉݋ܥ ݇ሻߙ௞ሺ1 െ ሻ௡ି௞ (15)ߙ

 ここに， 

,ሺܾ݊݉݋ܥ  ݇ሻ：݊個から݇個を選ぶ組み合わせの個数 

 

「0～1の範囲に݊個の独立な一様乱数を発生させたと

き，0～0）ݐ ൏ ݐ ൏ 1）の範囲に݇個以上含まれる確率

,ݐሺܤ ݇, ݊ሻ」は同様に式(16)のようになる． 

 

,ݐሺܤ ݇, ݊ሻ ൌ ෍ܣሺݐ, ,ݎ ݊ሻ
௡

௥ୀ௞
 

ൌ෍ܾ݉݋ܥሺ݊, ௥ሺ1ݐሻݎ െ ሻ௡ି௥ݐ
௡

௥ୀ௞
 

(16)

 

,ݐሺܤ ݇, ݊ሻは「0～1の範囲に݊個の独立な一様乱数を発

生させたとき，小さい方から݇番目の値がݐ以下となる

確率」と言い換えられ，ݐを変数とみれば「0～1の範囲

に݊個の独立な一様乱数を発生させたときの，小さい方

から݇番目の値ݐの累積確率関数」となる． 

したがって，「0～1の範囲に݊個の独立な一様乱数を

発生させたときの，小さい方から݇番目の値ݐの確率密

度関数ܥሺݐ, ݇, ݊ሻ」は，ܤሺݐ, ݇, ݊ሻをݐで微分した関数であ

り，式(17)のようになる． 

 

,ݐሺܥ ݇, ݊ሻ ൌ
݀
ݐ݀
,ݐሺܤ ݇, ݊ሻ 

ൌ෍ܾ݉݋ܥሺ݊, ݎሻሺݎ െ ௥ିଵሺ1ݐሻݐ݊ െ ሻ௡ି௥ିଵݐ
௡

௥ୀ௞
 

(17)

 

式(17)がsubset法の途中のステップの誤差を考えるとき

に基本となる式であり，式(15)がsubset法の最後のステッ

プの誤差を考えるときに基本となる式である． 

まずsubset法の途中のステップの誤差を考える．0～1

の間で一様乱数による標本を100個発生させ，小さい方

か10番目と11番目の標本値の確率密度分布を式(17)に従

って計算して描いたものが図-16の緑線と赤線，および

上記２つの確率密度分布の平均値を描いたものが同図の

黒線になる．subset法の途中のステップでは，10番目と

 

 
図-16 subset法１ステップ目で予測される 

危険側1/10領域の面積の確率密度分布 
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11番目の評価指標値の平均を評価指標の境界値としてい

るから，図-16の黒線（平均）を見ればよい．この分布

がsubset法１ステップ目で予測される危険側1/10領域の面

積（図-10，図-11における橙領域の面積）の確率密度分

布である． 

次に，subset法２ステップ目で予測される危険側1/100

領域の面積を考える．これは確率密度が図-16に従う２

つの変数の積の確率密度分布であり，以下の数値計算に

より求められる． 

①図-16の分布を微小バンドに区分． 

②微小バンドにおける変数値を２変数のマトリクス方

式で掛け合わせ，その確率密度を考慮することに

より変数値の積の累積確率分布を求める． 

③累積確率分布の差分を取り，スムージングをかける

ことにより確率密度分布を求める． 

上記のようにして求めたものが図-17であり，この分

布がsubset法２ステップ目で予測される危険側1/100領域

の面積（図-11，図-13における緑領域の面積）の確率密

度分布である． 

最後に，subset法の最後のステップで予測する損傷確

率を考える．「0～1の範囲で100個の独立乱数を発生さ

せた場合に，0～0）ߙ ൏ ߙ ൏ 1）の範囲に݇個含まれる

確率」を式(15)に従って，ߙをいろいろ変えた場合の݇の

確率を描いたものが図-18である．損傷確率予測値の確

率密度分布は，以下の数値計算により求められる． 

①図-17の分布を微小バンドに区分． 

②バンド毎にߙ ൌ ，ここに，ܺ：バンドの変数値）ܺ/ܨ

損傷確率の正解値）として，式(15)により図-18：ܨ

に示す1～100の各݇の確率を求め，図-17の確率密度

を加味して集計する．݇は損傷確率予測値݇×10-4に

対応する． 

③スムージングをかけ，確率密度分布に変換する． 

ただし図-17で，損傷確率の正解値（赤点線）よりも

小さい側に分布している部分については，subset法の２

ステップ目で100個の標本のうち破壊カウント数が10以

上（損傷確率予測値が1.0×10-2以上）となって損傷確率

が求まり３ステップ目が必要なくなるケースであり，上

記操作の対象外となる．言い換えると上記操作で確率密

度分布が求まるのは，損傷確率予測値が0～0.01の範囲

である．損傷確率予測値が0.01以上の確率密度分布は，

図-16の分布と図-18の分布に対して上記操作を同様に行

い，݇が10以上となるものを集計することにより求めら

れる．この場合，݇は損傷確率予測値݇×10-3に対応する． 

以上のようにして求めたsubset法による損傷確率予測

値の確率密度分布が図-19である．MCMCによるランダ

ムウォークが良好に機能しているという前提のもとで，

今回の論文で行ったsubset法による損傷確率評価を，乱

数を変えて数多く実施した場合，損傷確率予測値は図-

19に示す確率密度分布に従ってばらつくことになる．

図には損傷確率正解値5.15×10-3と今回の損傷確率予測値

5.6×10-3を併記しているが，理論的な予測値のばらつき

と比較すると，今回の予測結果は，比較的正解値に近い

値が得られたという位置付けの事例であることがわかる． 

今回の損傷確率評価ではsubset法において，式(1)で

݅ ൌ 100，݆ ൌ 10，すなわち100個の標本中の危険側10個

から危険側1/10の領域を予測する，という設定としてい

るが，݅ ൌ 500，݆ ൌ 50，すなわち500個の標本中の危険

 

 
図-17  subset法２ステップ目で予測される 

危険側1/100領域の面積の確率密度分布 

 

 
図-20  式(1)でi=500, j=50 とした場合の 

subset法による損傷確率予測値の確率密度分布 

 

 
図-18  0～1の範囲で100個の独立乱数を発生させた場合 

0～αの範囲に含まれる個数kの確率 

 

 
図-19  subset法による損傷確率予測値の確率密度分布 
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側50個から危険側1/10の領域を予測する，という設定と

した場合の損傷確率予測値の確率密度分布を求めたもの

が図-20である．標本数を増やすことにより精度が増し，

図-19と比較してばらつきの幅が小さくなることがわか

る．ただし当然ながら標本数を増やすということは，解

析数が増えるということになる． 

なお図-19，図-20において，損傷確率正解値は，損傷

確率予測値の確率分布の中央値（累積確率が0.5となる

ところ）となっている． 

 

 

5. まとめ 

 

損傷確率が微小な場合の損傷確率評価に有効である

subset法を，地盤－構造物一体２次元FEMモデルによる

動的非線形解析に基づく地中構造物の地震時損傷確率評

価に適用し，その有効性を検証した．標本の発生方法と

してはMCMC（Markov chain Monte Carlo simulation）を用い

た．細部の具体的な手順においては，今回考案した多少

の工夫を施し，評価の効率化を図った．検討の結果，

subset法の各ステップにおけるMCMCによる標本発生は

良好に機能し，概ね妥当な損傷確率評価ができた． 

また本手法で損傷確率算定する際に理論上含まれる誤

差について考察を行い，今回の適用例における損傷確率

予測値が，理論的な誤差によるばらつきの中で，比較的

正解値に近いところに位置することを確認した． 

筆者らは，信頼性設計法に基づく耐震設計システムと

して，モンテカルロシミュレーションやパラメータスタ

ディといった多くのケース数を必要とする解析を効率的

に行えるシステムを開発している6)．今回の検討もこの

システムを用いて実施しており，たとえばベンチマーク

として行った20000ケースの解析等は非常に少ない労力

で実施できるようになっている．今後はsubset法等の多

少変則的なアルゴリズムを持つ手法にもさらに効率的に

対応できるように，システムを改良していく予定である． 
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THE SEISMIC FAILURE PROBABILITY EVALUATION 
OF THE UNDERGROUND STRUCTURE USING SUBSET SIMULATION 

 
Katsuyuki SAKASHITA, Akihito HATA and Yukio SHIBA 

 
   In the failure probability evaluation of the structure in the case that the failure probability is small, nor-
mal Monte Carlo simulation is inefficient. Because that method which generates samples over the entire  
area of parameters needs an enormous amount of analyses to evaluate the failure probability with a high 
degree of accuracy. So in this paper, the seismic failure probability evaluation of  the underground struc-
ture by dynamic nonlinear FEM analyses using subset simulation which iterates Monte Carlo simulation 
with narrowing the area of parameters gradually to the failure area is conducted. As a result, reasonable 
value of  the failure probability is obtained by subset simulation. On the other hand, the error contained in 
subset simulation  is analized theoretically. 
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