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 地震入力を受ける構造物の応答は地震波自体が非定常不規則過程であるために，非定常不規則過程とな

る．このような場合に応答の自乗平均値を解析的に求めることは困難であることが多い．本研究では，応

答の自乗平均値を定常確率過程論を用いて求める近似解法を提案した．解析モデルとして，１自由度系お

よび２自由度系（主構造物系に設置されている付加構造物系のモデル）を用いて，提案した手法の有効性

について検討した．入力として，定常確率過程に包絡関数を乗じることによって得られる模擬地震波を用

いた．多くのパラメータを用いて計算した結果，応答の自乗平均値の積分値が厳密解と一致することを明

らかにした． 
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１．はじめに 
 
構造物の地震応答は，地震波自体が非定常特性をもつ

ために，非定常不規則過程となる．このような応答の統

計的特性を表す代表として自乗平均値がある1)．構造物

の応答の自乗平均値はエネルギとも関連している．地震

応答のエネルギは，地震動入力を受ける構造物の吸収エ

ネルギや累積損傷を評価するために用いられる2)．構造

物の非定常応答の自乗平均値を理論的に求める方法は複

雑であるため，近似計算法が用いられることがある3),4)． 
本論文では，地震動入力として，定常白色雑音に振幅

非定常特性を表す包絡関数を乗じて得られる非定常白色

雑音を用いた．構造物の基本的なモデルとして１自由度

系を用いた．さらに，建物などの主構造物系に設置され

ている機器・配管・機械設備などの付加構造物系の応答

について検討するために２自由度系を用いた．比較的容

易に求まる定常応答を用いた近似解法を提案し，応答の

自乗平均値の積分値を求めた．その結果，近似解は厳密

解と一致することが明らかになった． 
 
 
２．１自由度系の解析法 
 

構造物の基本的なモデルとして図-1に示す 1自由度系
を用いた．図中の mは質量，cは減衰係数，kはばね定
数，x は質点の絶対変位，y は地表面の絶対変位を表す．
質点と地表面の間の相対変位 z(x-y)に関する運動方程式
は， 

yzz2z 2
nn &&&&& −=ω+ζω+                     (1) 

ここで， ( )mk2/cζ は減衰比 ( )m/knω  は固有円振

動数を表す．・は時間 tに関する微分を表す．入力地震
動 y& としては，次式で与えられる非定常白色雑音を用)t(&

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図-1 １自由度系 
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図-2 包絡関数 
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ここで，I(t)は地震動の非定常振幅特性を表す包絡関数， 
sy(t)は定常白色雑音を表す．包絡関数は次式で示される
関数5)を用いた． 
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本論文では a=0.125，b=0.25とした．その包絡関数を図-2
に示す． 
 
(1) 非定常解析 

相対変位zの応答の自乗平均値は次式で与えられる自
己相関関数から求まる6)． 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
ωωω= dSt,Gt,Gt,tR 02

*
121z      (4) 

ここで， は次式で与えられる． ( t,G ω )

( ) ( ) ( )∫ ξξξ−=ω ωξt

0

i deItht,G                 (5) 

ここで， 
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( )t,G* ω は の共役複素数であり， は式(2)にお

ける定常白色雑音のパワースペクトル密度を表す．また， 

( t,G ω ) 0S

1i −= である．相対速度 の自己相関関数および相対

変位と相対速度の相互相関関数は

z&

6)， 
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相対変位の自乗平均値 および相対速度の自乗平

均値 は次式から求まる． 
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zσ
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z&σ

)t,t(R)t( z
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)t,t(R)t( z
2
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(2) 定常近似 

式(4)の積分で I(t)がωに独立であるとすると，

および は， 
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ここで， 
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式(10)および式(11)の積分は定常応答に対するものであ
り，それぞれ次式のようになる． 
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π
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式(14)および式(15)は，式(4)を用いて式(8)および式(9)を
用いる場合と比較して簡便である．式(10)および式(11)の
近似が適切であるならば非定常不規則振動解析が容易と

なる．本論文では，式(14)および式(15)で得られた値を近
似解，式(4)を用いて式(8)および式(9)で得られた 値を
厳密解とよぶことにする． 
応答の自乗平均値の時間に関する０から無限大までの

積分値は次式で表される． 
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∞
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近似解を用いると， は次式のようになる． zI
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相対速度に対しては， 
( )

( )
0

n
2

max
btat

2

z S
2

eebaab2

baI
ζω
π

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

−
=

−−
&         (18) 

 
(3) 解析結果 

式(8)の相対変位の自乗平均値については，式(4)の積

分を式(5)を用いて数値的に積分することにより求めた．
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表-1 １自由度系の応答の自乗平均値の積分値 (Tn=1.0s) 
変位応答(m2・s) 速度応答(m2/s2・s) 

ζ 
厳密解 近似解 厳密解 近似解 

0.01 6.75 6.75 2.66x102 2.67x102

0.02 3.38 3.38 1.33x102 1.33x102

0.05 1.35 1.35 5.31x10 5.33x10 
 

表-2 １自由度系の応答の自乗平均値の積分値 (ζ=0.01) 
変位応答(m2・s) 速度応答(m2/s2・s) 

Tｎ(s) 
厳密解 近似解 厳密解 近似解 

0.2 5.40x10-2 5.40x10-2 5.31x10 5.33x10 
0.5 8.44x10-1 8.44x10-1 1.33x102 1.33x102

0.8 3.46 3.46 2.13x102 2.13x102

1.0 6.75 6.75 2.66x102 2.67x102

式(9)の相対速度の自乗平均値については式(7)の偏微分

を数値的に計算して求めた． 

表１に固有周期Tn(2π/ωn)を1.0sに固定し，減衰比ζを
変化させた場合の結果を示す．表２に減衰比ζを0.01に
固定し，固有周期Tnを変化させた場合の結果を示す．表

１および表２から，近似解は厳密解とほぼ一致すること

が明らかになった． 

 

 

３．２自由度系の解析法 

 
 建物などの主構造物系に設置されている機器・配管・

機械設備などの付加構造物系の応答について検討するた

めに，図-3に示す２自由度系を用いた．このモデルでは
付加構造物系（上の系）と主構造物系（下の系）をそれ

ぞれ１自由度系でモデル化している．付加構造物系と主

構造物系の相対変位zs(xs-xp)および主構造物系と地盤の相

対変位zp(xp-y)は次式のようになる． 

( ) ( )
( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=ω+ωζγ−ω+ωζ+

=ω−ωζ−γ+ω+γ+ωζ+

yz2zz2z
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p
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2
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&&&&&&
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(19) 

ここで， ( )( )ssss km2/c=ζ および ( )( )pppp km2/c=ζ はそ

れぞれ付加構造物系および主構造物系の減衰比，

( )sss m/k=ω および ( )ppp m/k=ω はそれぞれ付加構造

物系および主構造物系の固有円振動数， ( )ps m/m=γ は

付加構造物系と主構造物系の質量比を表す． 
 
(1) 非定常解析 
ここでは付加構造物系と主構造物系の相対変位zsおよ

び相対速度 に着目する．相対変位zsz& sの応答の自乗平均

値は次式で与えられる自己相関関数から求まる． 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
ωωω= dSt,Gt,Gt,tR 02

*
s1s21zs

    (20) 

ここで，Gs(ω,t)は非定常不規則過程に対するパワースペ
クトル密度関数である．Gs*(ω,t)はGs(ω,t)の共役複素関数
である． 

( ) ( ) ( )∫ ξξξ−=ω ωξt

0

i
ss deItht,G     (21) 

ここで，hs(t)は相対変位応答に対する単位インパルス応
答関数を表す． 
相対変位zsの自乗平均値は 

)t,t(R)t(
ss z

2
z =σ              (22) 

式(20)の積分は複雑である．応答の二乗平均値はモー
メント方程式を解くことによっても得られる．運動方程

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図-3 付加構造物系の力学モデル 
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式を次式のような状態方程式で表す． 
fGzz +=&              (23) 

ここで， 

{ ppsp
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              (24) 

{ y000T &&−=f                       (25) 

２次モーメントに関するモーメント方程式は次式で得ら

れ7)，10元連立 1階微分方程式となる． 
DVGGVV ++= TT&                 (26) 

ここで， 
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こ こ で ， pp1 2a ωζ= ， ，2
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(2) 定常近似 
 式(20)の積分でI(t)がωに独立であると仮定すると，相
対変位応答および相対速度応答に対する自乗平均値はそ

れぞれ次式で与えられる． 

( ) { } ( )∫
∞

∞−
ωω=σ dHS)t(It d0

22
zs

       (30) 

( ) { } ( )∫
∞

∞−
ωω=σ dHS)t(It v0

22
zs&

                   (31) 

ここで，Hs(ω)およびHv(ω)はそれぞれ入力に対する付加
構造物系の相対変位および相対速度に関する周波数応答

関数でを表す．この場合に，Hs(ω)は次式で表される． 
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式（30）および式(31)の積分は定常不規則過程に対する
ものである．この積分は次の行列式を用いて計算するこ

とができる7)． 
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式(30)に対して， 

03 =ξ ， 02 =ξ ， ( )2
pp1 2 ωζ=ξ ，                 (39) 4

p0 ω=ξ

式(31)に対して， 

03 =ξ ， ( )2
pp2 2 ωζ=ξ ， ，                 (40) 4

p1 ω=ξ 00 =ξ

したがって，たとえば変位応答の自乗平均値は次式のよ

うになる． 

( ) { } 04
22

z SI)t(Its =σ         (41) 

式(30)および式(31)は，式(20)または式(26)を用いる場合と
比較して簡便である．式(30)および式(31)の近似が適切で
あるならば非定常不規則振動解析が容易となる．本論文

では，式(30)および式(31)で得られた値を近似解，式(26)
を用いて得られた値を厳密解とよぶことにする． 
変位応答の自乗平均値の時間に関する０から無限大ま

での積分値は次式で表される． 

∫
∞

σ=
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2
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表-3 付加構造物系の応答の自乗平均値の積分値 (γ=0, ζp=0.05, Ts=Tp=1.0s) 
変位応答(m2・s) 速度応答(m2/s2・s) 

ζs
厳密解 近似解 厳密解 近似解 

0.01 5.70x102 5.70x102 2.24x104 2.20x104

0.02 2.45x102 2.45x102 9.62x103 9.43x103

0.05 6.89x10 6.89x10 2.69x103 2.64x103

 
表-4 付加構造物系の応答の自乗平均値の積分値(γ=0, ζs=0.01, ζp=0.05) 

変位応答(m2・s) 速度応答(m2/s2・s) 
Ts=Tp(s) 

厳密解 近似解 厳密解 近似解 
0.2 4.56 4.56 4.49x103 4.40x103

0.5 7.12x10 7.12x10 1.12x104 1.10x104

0.8 2.92x102 2.92x102 1.80x104 1.76x104

1.0 5.70x102 5.70x102 2.24x104 2.20x104

 
表-5 付加構造物系の応答の自乗平均値の積分値(ζs=0.01, ζp=0.05, Ts=Tp=1.0s)  

変位応答(m2・s) 速度応答(m2/s2・s) 
γ 

厳密解 近似解 厳密解 近似解 
0 5.70x10-2 5.70x10-2 2.24x104 2.20x104

0.01 9.61x10 9.61x10 3.74x103 3.67x103

0.02 5.30x10 5.30x10 2.04x103 2.00x103

0.05 2.32x10 2.32x10 8.64x102 8.47x102

近似解を用いると， は式(39)を用いて次式のようにな

る． 
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相対速度の時間に関する積分は 

∫
∞

σ=
0

2
zz dt)t(I
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近似解は，式(40)を用いて， 
( )
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(3) 解析結果 
 付加構造物系の応答は固有周期が主構造物系のそれと

一致するときに大きく増幅される．この条件（Ts=Tp）

での結果を示す． 
 表-3，表-4および表-5にそれぞれ付加構造物系の減衰
比ζs，両構造物系の固有周期（Ts=Tp）および付加構造物

系と主構造物系の質量比γを変化させた場合の付加構造
物系の応答の自乗平均値の積分値を示す．速度応答に関

しては近似解が厳密解よりやや小さくなる傾向があるが，

全体に近似解は厳密解とほぼ一致することが明らかにな

った． 

 

 

４．まとめ 

 

地震動入力として，定常白色雑音に振幅非定常特性を

表す包絡関数を乗じて得られる非定常白色雑音を用いた．

構造物の基本的なモデルとして１自由度系を用いた．さ

らに，建物などの主構造物系に設置されている機器・配

管・機械設備などの付加構造物系の応答について検討す

るために２自由度系を用いた．比較的容易に求まる定常

応答を用いた近似解法を提案し，応答の自乗平均値の積

分値を求めた．その結果，近似解は厳密解と一致するこ

とが明らかになった． 
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SIMPLIFIED ESTIMATION METHOD OF INTEGRAL OF MEAN SQUARE 
VALUE OF NONSTATIONARY SEISMIC RESPONSE 

 
Shigeru AOKI and Azusa FUKANO 

 
   The response of the structure subjected to earthquake excitation is nonstationary random process 
because earthquake excitation is nonstationary random process. In such a case, it is usually difficult to 
obtain mean square value of the response analytically. In this paper, an approximate method to obtain 
mean square value of the response using stationary random process. Using single-degree-of-freedom 
system and two-degree-of-freedom system, the effectiveness of the proposed method. It is shown that the 
proposed method gives exact value of integral of mean square value of the respose for various values of 
parameters. 
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