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 表層崩壊，土石流のような斜面崩壊は，前駆現象が不明確で確認が困難であるため滑りそのものを止め

ることは容易でなく崩壊後は長距離を流下し被害を拡大する．よって，その被害低減に向けて土砂の挙動

解明および到達距離予測に関する対策が重要である．本研究では，土砂流動解析ツールの構築に向けて，

土砂流動のような地盤の大変形解析にも対応できるMPM (Material Point Method)に対して弾性体を用いた
エネルギー等に関する精度検証を行うとともに，摩擦斜面上での乾燥砂の流動解析を行いその適用性を検

討した． 
 

     Key Words : Soil flow, Material point method, Nodal boundary, Energy conservation 
      Soil models  

 
 
 
１．はじめに 
 
 斜面崩壊は緩慢な地すべりから急激な崩壊，土

石流とその様相は対象によって大きく異なる．い

わゆる地すべりとされる斜面崩壊は，一般に規模

は大きいがその動きが緩慢で，常時の観測で滑り

の進行の検知が可能である上，ボーリングなどの

地下水対策，抑止杭などの土塊の移動抑制も有効

である．一方，崩壊，土石流のような斜面崩壊は，

前駆現象が明確でなくその確認が困難で，滑りそ

のものを止めることが容易でなく，一旦崩壊が始

まれば土砂は高速で極めて長距離を流下し被害を

拡大する．したがって，この種の斜面崩壊に対し

ては崩壊土砂がどの程度の速度でどこまで流れ下

る可能性があるのか評価しそれを地域防災に活か

さなければならず，そのためには，それらを適切

に再現できる解析ツールを構築する必要がある． 
 地盤の大変形解析のためには，有限要素法(FEM)，
有限差分法(FDM)のような数値解析手法が広く使わ
れている．しかし，物体の移動が大きい場合には，

要素の変形が著しくなり計算が破綻する．一方，

水など構成関係が複雑でない媒体を主に扱う流体

動力学の分野ではオイラー式記述による手法が用

いられる．Sulskyら1)はこの手法を固体の変形解析

に用い，MPM(Material Point Method)を開発した．
解析対象の物体を空間に固定したオイラー要素上

を自由に移動できる多数の粒子で表現し粒子が運

ぶ物体の情報を時々刻々要素上にマッピングして

要素の節点で運動方程式を解き，その情報を再び

粒子で運ぶことで大変形する物体を解析する． 
 本論文では，土砂流動解析ツールの構築に向け

て土砂流動のような地盤の大変形解析にも対応で

きる MPMの概要を述べる．さらに，摩擦斜面上で
の物体の挙動を解析するための解析的工夫を提案

するとともに，弾性体を用いた解析を行うことで

エネルギー等に関する手法の精度検証をする．最

後に，構成則として Drucker-Prager モデルを用いた
乾燥砂の流動解析を行いその適用性を検討する． 
 
 
２．ＭＰＭの概要 
 
(1) 解析の流れ 

MPMでは陽解法の時刻歴計算を行う．物体はラ
グランジュ的に質量をもつ微小な要素に分けられ，

これらの要素は質量をもつ粒子（Material point）の
集合により表される（図-1）．物体の情報（ラグラ
ンジュ変数）は個別の粒子により空間に固定され

た要素（オイラー要素）上を自由に移動する．粒

子により運ばれたラグランジュ変数（位置，質量，

応力，ひずみ，間隙水圧などの物質情報）は一定

時間刻み毎に粒子がある要素に投影されさらに内
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挿関数を通して要素の節点に集約される．そして，

この節点に対し運動方程式を解き次ステップの節

点の速度増分を求める．この時点で，要素は粒子

とともに変形し変数も更新される．変形した要素

は次ステップに備え移動した粒子を残して再び元

の位置に戻る．図-2にMPMの解析フローを示す． 
 
(2) ＭＰＭのアルゴリズム 
ステップ kでの計算を考える．はじめにラグラン
ジュ変数を更新する準備として粒子 p の座標 を

用いて内挿関数 (= )とその勾配関数

(= )を計算する．計算された内挿関数およ

び粒子の質量 から節点の質量 を求める． 

k
px

( )k
piS x k

ipS

( )k
ipS∇ k

ipG

pm k
im

∑=
pN

p

k
ipp

k
i Smm               (1) 

ここで，Npは節点iがある要素に含まれる粒子の総
数である．次に粒子の応力 を用いて内力と外力

の節点力 ， を求め節点の加速度 求める． 
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ここで， ， は節点iでの体積力および接触力で
ある． を用いて節点の速度 を次式で更新する． 
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更新された節点の速度 を用いて粒子の座標 が

次式で更新される． 
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同様にして，粒子の速度 を次式で更新する． k
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∑
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計算された粒子の速度 を用いてステップk+1で

の節点の速度 は 
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最後に，計算された節点の速度 を用いてステッ

プk+1でのひずみ増分 を 
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により求め，応力増分 を次式により計算する． 1+k
pσ∆

11 ++ = k
p

k
p εTσ ∆∆              (10) 

ここで， は物体の剛性テンソルである．この応

力増分 を用いてステップk+1での粒子の応力

を次式で更新する． 
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図-1  Material pointにより離散化された連続体
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図-2  MPMの解析フロー 

)
，粒子の密度 も次式で更新する． k

pρ

({ }11 1 ++ += k
p

k
p

k
p tr ε∆ρρ             (12) 

された変数でステップ k+1での計算を行う． 

 離散化スケールの影響 
PMは時間領域の陽解法であるため，時間刻み
は以下の条件を満足する必要がある． 

Ltc ≤∆                                    (13) 
で， cは弾性波速さ， はオイラー要素の長さ

る．さらにMPMでは空間の離散化のスケール
いてはFEMと同様であるが，粒子が要素上を
影響を考慮する必要がある．特に考慮すべき

は粒子が要素境界に隣接した際，境界反対側

点の内挿関数の値が小さくなり式(1)から求め
る節点の質量が0に近くなる一方で勾配関数用
式(2)から求められる節点力が0にならないため，

4)で求められる節点加速度が過度に大きくなる
である

L

1)．特に t∆ を小さくした場合は粒子が要
界に隣接する可能性が増大するため，式(13)を
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考慮しつつ適切な大きさをもった t∆ を設定する必
要がある．筆者らの経験によれば， t∆ として cL
の約0.1倍程度の値を用いると解の収束性が良い． 
 
 
３．摩擦斜面上での物体の挙動を解析するた

めの解析的工夫 
 

土砂や乾燥砂の流動解析を行うためには，摩擦

斜面上での物体の挙動を解析するための計算スキ

ームが必要となる．ここでは，その計算スキーム

確立のために考慮した方法を示す． 
 
(1) 節点における境界特性 
 はじめに，節点における境界特性に対する解析

的工夫を示す．要素形状は矩形を考え，摩擦をも

つ任意の傾きを持った境界面を表現するため，境

界面上の節点において，境界面の接線方向には接

触摩擦力，法線方向には反発力が生じるとする． 

a) 接線方向の境界特性 

 接触摩擦力を表現するため，境界面上を滑る物

体と境界面との間に相対速度が生じている場合は

物体にクーロン摩擦力 (Nfric ff µ= µ は動摩擦係数，
は面上に働く垂直抗力)が働き，相対速度が生じ

てないときは物体に作用している力 と同じ大き

さをもつ力が摩擦力として生じるものとする．図-3
に固定させた境界面上にある重力場 g に置かれた
質量 mの物体に働く接触摩擦力の概要を示す． 

Nf
actf

 以上示した特性を表現するため，節点の加速度

および速度 を用いて次のように制御する．は

じめに，境界面に対して物体が法線方向に力を作

用させていることを条件とする．すなわち， 

k
ia

k
iv

0>⋅ b
i

k
i na                (14) 

ここで， は節点 i での境界面に対する内向きの
法線ベクトルである．次に，物体と境界面の相対

速度を用いて摩擦力の大きさを設定する．ここで

は境界面は固定されているとして境界面上の節点 i
の速度 を用いて制御する．すなわち， 
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として，節点 i の加速度 を次式で更新して摩擦

力の影響を取り入れる． 
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b) 法線方向の境界特性 
 反発力を表現するため，境界面での外力による

エネルギー損失がないものとして，境界面に到達

した物体が持っている運動エネルギーの一部が，

衝突時の物体の変形に伴って生じるひずみエネル

ギーに変換するシステムを考える．すなわち、境

界面上にある節点iの加速度 および次ステップ

k+1
とは

k
ia
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図-3  接触摩擦力の概要
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図-4  全体座標系での要素形状 
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図-5  正規化座標系での要素形状 

での速度 の法線成分を0にすれば良くこのこ
次式により表される． 
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 オイラー矩形要素 

に，斜面を幾何学的に表すためのオイラー矩

素の形状を考える．図-4に全体座標系において，
として角度θをもった斜面内で用いられるオイ
矩形要素の形状を示す．この要素に対し次式

されるアイソパラメトリック写像関数を用い

とで，正規化座標系において図-5に示す正方形
て表すことができる． 
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( )ηξ , を用いて内挿関数等を求めることで斜面

物体の挙動を解析することが可能となる． 
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(a) 弾性体の初期状態 

 

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5
x 10

4

time (s)

e
ne
rg
y 
(J
)

Kinematic energy
Potential energy
Strain energy
Total energy

 
(b) MUSL  
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(c) USF 
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(d) USAVG 

 
図-7  自由落下のシミュレーション 
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図-6  USFと USAVGの解析フロー 

４．エネルギーの保存 
 
 MPMのアルゴリズムは連続体の支配方程式すな
わち質量，運動量，角運動量およびエネルギーの

保存則を弱形式化して，その式をラグランジュ粒

子および内挿関数により離散化することで得られ

る．しかし，実際の導出ではエネルギーの保存則

を無視して，粒子と要素間の内挿で運動量の保存

のみ考慮して行う．よって，MPMはエネルギーの
保存に対して誤差が生じることが知られている．

しかし，その後の研究により，粒子と要素間の内

挿を変更することでその誤差を改善する手法が提

案されている．ここでは，提案された代表的な三

つの修正MPMを示し，それらの手法を用いて弾性
体による自由落下のシミュレーションを行うこと

でエネルギーの保存に対する精度を確認する． 
 
(1) 修正ＭＰＭ 
 はじめに提案された修正MPMはSulskyら1)により

提案されたMUSL（Modified Update Stress Last）で
ある．この手法は2章で示したアルゴリズムと同じ
構造をもち現在用いられている一般的なMPMであ
る．Sulskyらにより提案された元来のMPMはUSL
（Update Stress Last）と呼ばれ2章で示したアルゴ
リズムで式(8)を除いた構造をなしている．しかし，
この手法は2章(3)で示した誤差が明確で不安定かつ
エネルギーの保存を満たさないことがわかり，そ

の後Sulskyらにより提案された式(8)を用いて速度の
平滑化を行うことで，安定性とエネルギー保存に

対する精度向上を得るに至っている． 
 次に提案された修正MPMはBardenhagen2)により

提案されたUSF （Update Stress First）である．この
手法はUSLと逆にアルゴリズムの始まりで応力，ひ
ずみを更新する手法である．すなわち，初めに応

力，ひずみを更新しその後それらを用いて節点の

速度を更新する． 
最後に提案された修正MPMはNairn3)により提案

されたUSAVG （Update Stress Averaged）である．
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図-9  水平摩擦面上の弾性体の挙動 

      （粒子と要素が多い場合） 
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図-8  水平摩擦面上の弾性体の挙動 

  （粒子と要素が少ない場合） 

この手法は 1 ステップにおける時間増分を半分に
して，前半でUSFの操作を行い後半でMUSLの操作
を行う手法である． 

USFと USAVGの解析フローを図-6に示す． 
 
(2) 自由落下のシミュレーション 
 以上示した修正MPMを用いて弾性体の自由落下
のシミュレーションを行いエネルギー履歴を調べ

ることでエネルギーの保存に対する精度を確認す

る．図-7に弾性体の初期状態とエネルギー履歴を示
す．MUSLおよびUSFでは全エネルギーが少々増加
しているがUSAVGではほぼ一定となっており，エ
ネルギーの保存という観点からはUSAVGが最も有
効な手法と言える．よって，本研究ではMPMのア
ルゴリズムとしてUSAVGを採用する． 

5．弾性体を用いた精度検証 
 
 以上示した手法を用いて弾性解析を行い精度の

検証を行う．手法としてUSAVGを用い，境界面上
の節点には3章で示した境界特性を適用し，斜面内
の要素は式(19)，(20)の写像関数を用いて内挿関数
等を求めた．以下，水平摩擦面および傾斜摩擦面

上の矩形弾性体を用いた解析の結果について示す． 
 
(1) 水平摩擦面上の弾性体 
はじめに水平摩擦面上の弾性体の挙動について

解析する．摩擦係数 µ が0.3の水平摩擦面を仮定し，
その面上を ( ) ( )mm 11 × の正方形弾性体が初速度

10 ( )sm で滑動する場合を考える．さらに，粒子お
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図-10  傾斜摩擦面上の弾性体の挙動 

  （粒子と要素が少ない場合） 
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図-11  傾斜摩擦面上の弾性体の挙動 

          （粒子と要素が多い場合） 

よび要素の多少による弾性体の挙動への影響を確

認するため，弾性体の大きさを一定で粒子と要素

が少ない場合と多い場合で解析を行う．図-8，9に
各場合の弾性体の初期状態と変位およびエネルギ

ー（片対数）の履歴を示す．変位履歴では正方形

弾性体の中央の粒子の変位履歴と次式の剛体に関

する理論式を比較した． 
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図-8，9より粒子および要素が少ない場合は変位
履歴において弾性体の履歴と式(21)による理論式が
よく一致するが，粒子および要素が多い場合は一

致しない．しかし，後者の場合のエネルギー履歴

でひずみエネルギーが生じていることが確認でき

る．このことは2章(3)に示した誤差の影響もあるが，
弾性体が滑動に伴って変形して，剛体に関する理

論式(21)と変位履歴において不一致が生じたと考え
られる．よって，粒子および要素が増えたことに

より弾性変形をより忠実に表していると考えられ，

本手法は水平摩擦面上での弾性解析に対して有効

であると考えられる． 
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(2) 傾斜摩擦面上の弾性体 
次に傾斜摩擦面上の弾性体の挙動について解析

する．摩擦係数 µ が0.3，傾斜角θ が の傾斜摩

擦面を仮定し，面上を

°30
( ) ( )mm 11 × の正方形弾性体が

初速度0で滑動する場合を考える．さらに，前節と
同様に弾性体の大きさは一定で粒子と要素が少な

い場合と多い場合に分け解析を行う．図-10，11に
各場合の変位およびエネルギー（片対数）の履歴

を示す．変位履歴については前節と同様に中央の

粒子の変位履歴と次式に示す剛体に関する理論式

を比較した． 
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図-12  
21 JI 空間内のモデルの形状 −
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 (b) 単純せん断試験 

 
図-13  要素試験結果 

( ) 2
0 coscossin

2
1 tgxx θθµθ −+=        (22) 

図-10，11より水平摩擦面上の弾性解析の場合と
同様に粒子および要素が多い場合は式(22)の理論式
と一致しないがエネルギー履歴でひずみエネルギ

ーが生じている．したがって，この場合も2章(3)に
示した誤差の影響もあるが弾性変形をより忠実に

表していると考えられ本手法は傾斜摩擦面上での

弾性解析に対して有効であると考えられる． 
 
 
6．土の構成則 
 
 土砂や乾燥砂の流動解析を行うには構成則とし

て土の構成則を用いる必要がある．ここでは，構

成則としてDrucker-Pragerモデルを採用し，モデル
と解析手法の概要および要素試験の結果を示す． 
 
(1) Drucker-Pragerモデルの概要 

本研究では土の構成則としてDrucker-Pragerモデ
ル4)を採用する．図-12に応力不偏量

21 JI − 空間内

でのモデルの形状を示す．硬化則としてPrager則に
よる複合硬化則，流れ則として非関連流れ則を用

いる．以上を数式で表すと次式で表される． 

( ) 021 =−+= pkJIf εα          (23) 

021 =−+= constJIg gα         (24) 

ij

p
ij

g
σ

λ∆ε∆
∂
∂

=               (25) 

ここで， は降伏関数，f g は塑性ポテンシャル関
数でありα ， gα は内部摩擦角およびダイレイタン

シー角により定義される定数である．
pε は等価塑

性ひずみで硬化則と関係をもつ変数であり，式(25)
は非関連流れ則を表し は塑性ひずみ増分，p

ijε∆ λ∆
は定数である． 
 
(2) 解析手法の概要 
 前節の非線形モデルで解析するために本研究で

はRMA（Return Mapping Algorithm）5)を用いた．は

じめに弾性剛性テンソルを用いて計算した試行応

力下での降伏関数を求めて物体の状態を確認した

後，降伏条件を満たすまで応力を更新する． 

 (3) 要素試験 
 以上示したモデルおよび解析手法を用いて要素

試験を行うことで，応力－ひずみ関係に対する精

度を確認した．図-13に一軸圧縮試験，単純せん断
試験をシミュレートした場合の異なる硬化則に対

する
yyσ と

yyε の関係および異なるダイレイタンシ

ー角に対する
yyε と xyγ の関係を示す．一軸圧縮試験

においては，硬化則ごとに硬化則の定義に沿って

異なる挙動と示している．単純せん断試験におい

てはダイレイタンシー特性が表現されていること

が確認できる． 
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7．乾燥砂の流動解析  

 
 

図-14  流動実験の概要
6)

 
(1) Denlingerらによる乾燥砂の流動実験 
 解析する対象としてDenlingerら6)により行われた

乾燥砂の流動実験を扱う．図-14に流動実験の概要
を示した図を示す．門を引き上げることにより斜

面上部にある乾燥砂の塊を一定の摩擦係数をもつ

斜面へ流下させる．斜面に取り付けた棒の影を調

べることで乾燥砂の流動履歴を得る。表-1に実験パ
ラメータを示す． 
 
(2) ＭＰＭを用いた乾燥砂の流動解析 
以上示した解析手法，構成則を用いて乾燥砂の

流動解析を行う．表-2に解析に用いたパラメータを
示す．実験パラメータとはできるだけ一致させ，

示されていないものに関しては乾燥砂を用いた解

析に一般的に使われるパラメータを用いた．ただ

し，本研究では構成則としてDrucker-Pragerモデル
を採用したが流動中の砂は大きいひずみを持つた

めこのモデルが表現できるひずみの範囲を超過し

ていると考えられる．そこで，流動開始と同時に

砂粒子が分散した状態になりダイレイタンシー角

は0になると考えた．粒子数は334，要素のサイズ
は0.1(m)×0.1(m)を用いた．解析結果および実験結
果を図-15，16に示す．解析時間はPentium4 3.0GHz 
Fortran90で約40分要した．挙動の全体的な傾向お
よび最終的な砂先端の到達位置に対しては概ね実

験を再現している．しかし，最終形状での砂上端

の位置など実験と一致しない部分もある．原因と

して，流動中の空気等の巻き込みによる圧縮性等

の変化や2章(3)で述べた粒子が要素上を動く際に生
じる誤差および膨張しか表せない等の構成則の限

界があると考えられる． 
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8．まとめ 
 土砂流動解析ツールの構築に向けて大変形解析

にも対応できるMPMを用いて弾性体によるエネル
ギー等に関する精度検証および摩擦斜面上の乾燥

砂の流動解析を行いその適用性を検討した．その

結果下記のことがわかった． 
① 自由落下のシミュレーションから，エネルギー

の保存に関してUSAVGによる手法が最も良い
精度をもつ． 

② 弾性体を用いた解析から，摩擦斜面上での物体

の挙動を解析するために考慮した手法は変位，

エネルギー履歴において良い精度をもつ． 

③ Drucker-Pragerモデルを用いてダイレンタンシ
ーを無視することで，乾燥砂の流動解析の結果

は既往の実験に対して全体的な傾向および最終

到達位置を概ね再現した． 
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表-1  流動実験のパラメータ6) 

の傾斜角 31.4 (deg) 
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表-2  流動解析のパラメータ 
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図-15  実験結果(平面図)6) 

(コンターの間隔は 1(mm)) 
図-16  解析結果(断面図) 

（カラーはせん断ひずみ分布，斜面に沿った数

字は実験結果の横軸の長さ(cm)を表す．788KB 
AVI画像アニメはここをクリック） 
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土木学会地震工学論文集

DRY SAND FLOW ANALYSIS WITH MPM 
 

Keita ABE, Jorgen JOHANSSON and Kazuo KONAGAI 
 

   Landslides can range in size from small movements of loose debris to massive collapses of entire 
summits. For short to medium-length slopes, some measures will be effective for assessing and mitigating 
landslide hazards. Extremely large slope failures, however, are very difficult to mitigate, and the 
importance of run-out analysis emerges. For the purpose of developing numerical tools for run-out 
analysis, we tried to analyze the behavior of a dry sand flow with MPM (Material Point Method), which 
can treat the large deformation the conventional finite element method cannot treat. We also analyzed the 
behavior of an elastic block on frictional plane or inclined plane to check the accuracy of methods at 
energy history etc. 


