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 本研究では，地震動のフーリエ振幅と位相の関連性について，因果律を用いて考察した．因果律を用い

ると，地震動記録は，最小位相推移関数(MPS)と全域通過関数(AP)に因数分解できる．MPSのフーリエ振

幅は，地震動記録のフーリエ振幅と同じであり，MPSのフーリエ振幅とフーリエ位相を比べると，明らか

な相関性が認められた．更に，MPSの水平動と上下動のフーリエ振幅比（H/Vスペクトル比）とその位相

差（H-V MPS位相差）にも，その相関性が認められた．これは，MPSのフーリエ振幅と位相の間には，

Hilbert変換の関係があるためと分かった．  
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１．はじめに 

 
周波数領域において，入力地震動を設計する際

には，フーリエ振幅とフーリエ位相が必要である．

近年，地震動のフーリエ振幅特性に関する研究は，

数多く報告されている．例えば，Boore1)によれば，

ω-2を満たす，震源における加速度フーリエスペク

トルは， 
2
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で与えられる．fは振動数，Rθφは震源の放射特性

を表す係数，PRTITNは水平 2 成分のエネルギー分

配を表す係数，M0は地震モーメント，ρとVsは震

源における地盤の密度とＳ波速度，fmaxは地震動の

限界振動数，fcはコーナー振動数である．また，伝

播特性は，地盤の減衰量を表すQ(f)を用いて 
1( ) exp( )

( ) S

f rP f
r Q f V

π− ⋅ ⋅
=

⋅
               (2) 

で表される2)．rは震源からの距離である．これに，

観測される地盤の増幅特性をG(f)とすれば，対象と

する地表面の地震動のフーリエスペクトル 

( ) ( ) ( ) ( )F f S f P f G f=                (3) 
を作成することが可能となる．しかし，この時刻

歴波形を求めるためには，フーリエ位相特性を何

らかの形で与える必要がある． 

 フーリエ位相のモデル化は，Jenningsの包絡線に

整合するように，ランダムにフーリエ位相を与え

る方法や3)，実際の大地震のフーリエ位相を利用す

る方法4)などが提案されている．大崎5)は，地震動

のフーリエ位相の差，すなわち位相差分スペクト

ルが，地震動の包絡形状によく似ていることを示

し，フーリエ位相と時刻歴波形の関連性を指摘し

た．和泉・勝倉6)は，群遅延時間が地震波の主要動

到達時間を示し，その標準偏差が地震波の包絡形

を表していることを示している．Kimura and Izumi7)

は，初期位相や群遅延時間等，地震動の波形に影

響を与えるパラメータを 5 つと仮定し，フーリエ

位相によって波形を合成できることを指摘してい

る．また，佐藤等8)は，群遅延時間で，震源・伝

播・地盤特性をモデル化し，最後に積分すること

で，フーリエ位相をシミュレートする方法を提案

している．澤田等9)は，群遅延時間の平均と分散を

とることで，地震動の伝播経路と，地盤特性の分

離を試みているが，地震動のフーリエ位相特性に

ついては，未解決の問題が多く残されている． 

 未解決問題のひとつは，フーリエ振幅と位相の
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関連性である．地震動記録は，因果律を満たす時

間関数である．因果律を満たす時間関数は，フー

リエ振幅とその位相はHilbert変換の関係にあり独立

ではないことが知られている10)．しかし，既往の研

究の多くは，フーリエ振幅と位相を別々に与えて

おり，その結果，予測外の波形が計算されたり，

因果律を満たさない波形が作成されることがあっ

た．そこで本研究では，時間関数の因果律を利用

して，フーリエ振幅と位相の関係について，基礎

的な検討を行った．因果律を利用すると地震動記

録は，最小位相推移関数（以下MPS）と全域通過

関数（以下AP）に因数分解することができる11)．

MPSはフーリエ振幅特性で決定される．一方，AP
はフーリエ振幅特性を持たず，位相特性だけで決

定され，近年の研究で，水平動成分のAPに関して

は，直達S波が伝播した時間に依存する位相関数と

の指摘もある12）．本研究は，この因数分解の理論

を用いて，フーリエ振幅と位相の関連性を考察し

た． 
 
 
２．解析手法と用いた地震動記録 
  
(1) 因果関数の因数分解問題 

 本研究で用いた解析手法の理論について，概要

を説明する．地震動記録は，地震波動が到達する

前に振幅を持たない．つまり， 
( ) 0 0x t t= <            (4) 

を満たす時間関数である．Papoulis13)によれば，こ

の性質を満たす時間関数を因果関数と言い，この

性質を因果律と呼ぶ．この因果関数のフーリエ変

換F(ω)は， 
( )( ) ( ) ( ) ix t F F e φ ωω ω⇔ =           (5) 

で定義される．式(5)において，|F(ω)|はフーリエ振

幅，φ(ω)はフーリエ位相，ωは角振動数である．

今，式(4)を満たす因果関数がL2ノルムに属する，

つまり 

  
2( )x t dt

∞

−∞
< ∞∫                         (6) 

であり，且つ，そのフーリエ振幅 |F(ω)|が Paley-
Wiener の条件 
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を満たす時，因果関数のフーリエ振幅|F(ω)|は，最

小位相推移関数(Minimum-Phase-Shift function 以下

MPS)と全域通過関数(All-Pass function 以下 AP)に分

解する事ができる．すなわち， 
( ) ( ) ( )M AF F Fω ω ω=                (8) 

である．添え字の M と A はそれぞれ，MPS と AP
を示す．これを因果関数の因数分解と言う．但し，

式(8)において，AP は 
     ( ) 1AF ω =                              (9) 

で定義されるので， 
( ) ( )MF Fω ω=                   (10) 

となり，因果関数のフーリエ振幅は，MPSのフー

リエ振幅と同じとなる．更に，MPSのフーリエ振

幅|FM(ω)|とその位相φM(ω)は， 
log ( )1( ) M

M

F y
dy

y
φ ω

π ω
∞

−∞
=
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π ω
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で示される Hilbert 変換の関係があり，互いに独立

に存在しない．式(11)と(12)より，MPS は因果関数

のフーリエ振幅より決定できる関数であり， 
( )( ) ( ) Mi

M MF F e φ ωω ω=                 (13) 

 と表される．それに対し AP は，式(9)から明らか

であるが，フーリエ振幅特性を持たず，MPS を除

いたフーリエ位相のみで決定される関数であるか

ら，式（9）を考慮すると 
( ( ) ( ))

( )

( ) 1 M

A

i
A
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F e
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φ ω φ ω

φ ω
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と表される．φA(ω)はAPのフーリエ位相である．

最終的に，式(5)，(13)，(14)より，因果関数のフー

リエ変換F(ω)は，MPSとAPを用いて， 
( ( ) ( ))( ) ( ) M Ai

MF F e φ ω φ ωω ω +=         (15) 

つまり， 
 

     ( ) ( ) ( )M AF F Fω ω ω=               (16) 
となる． 
 式(16)を逆フーリエ変換すると，MPSとAPは，

時間領域においても定義できる．MPSとAPの時刻

歴波形をそれぞれ，xM(t)，xA(t)とすれば，元の因果

関数x(t)は， 
( ) ( ) * ( )M Ax t x t x t=                 (17) 

で示される．*は合積である．時間領域における

MPS と AP も因果関数となる．MPS と AP の計算方

法に関しては，文献 11)，14)に詳しいので，ここ

では省略する． 
 
(2) 解析対象とした地震動記録 

 本研究では，2000 年 10 月 6 日 13 時 30 分に発生

した，鳥取県西部地震(MJ7.3，震源深さ 10km)の
KiK-netのTTRH02 の地震動記録を解析対象とした．

TTRH02 は震央に最も近い観測点である．鳥取県西

部地震はほぼ純粋な左横ずれ断層による内陸直下

地震であった 15)．上述の記録を選定したのは，震

源域での地震動特性を検討するためである．震源

域では，地震動の方向性が指摘されているので16)，

得られる地震動記録の水平成分を，断層直交方向

(Fault Normal)と断層平行方向(Fault Parallel)に座標

変換を施し，解析を行った． 
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３．MPSとAPのフーリエ振幅と位相の関連性 
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図-1 TTRH02 のNormal成分，Parallel成分とVertical成
分の加速度記録（2000 年鳥取県西部地震MJ7.3） 

 

 図-1 に，TTRH02（震央距離 7km）の地表で得ら

れた水平動と上下動の加速度記録を示す．同図に

よれば， Normal 成分は最大加速度（以下 PGA）

1000gal を超えており，Parallel 成分よりも大きく，

震源近傍における地震動の方向性が認められる．

Vertical 成分の PGA は，Parallel 成分とほぼ同じ

500gal 程度である．  
 図-1 に示した，時刻歴波形をフーリエ変換し，

因数分解すると MPS と AP の，フーリエ振幅と位

相が求められる．前章で述べたように，AP は，フ

ーリエ振幅特性が１であり(式(9))，MPS のフーリ

エ振幅は，地震動記録のフーリエ振幅と同一であ

る(式(10))． 
 TTRH02 の MPS と AP の，それぞれのフーリエ

振幅と位相を図-2 に示す．同図より，AP のフーリ

エ振幅は，全周波数域で 1 であり，フーリエ位相

特性のみを持つことが分かる． 

 図-2のMPSのフーリエ振幅より，地表における

水平動2成分の卓越振動数は1～2Hzで，Vertical成分

では，1.5Hzである．そして，3成分とも，MPSのフ

ーリエ振幅がピークあたりの振動数で，MPSのフ

ーリエ位相は急激に減少している．逆に，MPSの
フーリエ振幅が急激に減少し，谷を示す振動数に

おいて，MPSのフーリエ位相の傾きが大きくなり，

急激に増加してピークを示している．フーリエ位

相は一般的に，－πからπの範囲になるように算

出するので，フーリエ位相が急な増加を示してい

る振動数とは，フーリエ位相が一回転して，急な

減少を示していると考えてよい． 
 前述のように、MPSのフーリエ振幅と位相には， 
式(11)，(12)で示されるHilbert変換の関係がある．

式(11)と(12)は，ω＝ｙで極を持ち，角振動数ωはy
に対して無関係に変化するから，離散データの場

合であれば，振動数ωの数nだけ留数Akが存在する．

留数の定理の有理分数表示17)を使えば，式(11)は,  
 

1

log ( )1( ) 2 ]
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F y
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π ω
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    (18) 

 
と展開される．ここで，∮は Cachy の主値積分で

ある．式(18)を振動数ωで微分すると， 
 

'

1

( ) 12
( )

n
M

k
kM

d
i

d F
φ ω
ω ω =

⎡
= − −⎢ ⎥

⎣
∑ A

⎤

⎦
    (19) 

 
となり，MPS のフーリエ位相の変化率である傾き

は，フーリエ振幅が小さくなる，すなわち，谷の

振動数になると，負の傾きが大きくなるのが式(19)
から分かる．なお，式(19)の左辺の，フーリエ位相

の振動数に対する傾きは，式(20)で定義される群遅

延時間η(ω)である． 
( )( ) d

d
φ ωη ω
ω

= −                      (20) 

 図-2 の，AP のフーリエ位相は，振動数に対し右

下がり，すなわち減少する傾向にあることが分か

る．また，3 成分で，その傾きやばらつき方が異な

っている．AP のフーリエ位相の傾きは，MPS のそ

れが緩やかであるのに比べ，変動が激しい．これ

から察するに，地震動のフーリエ位相の非定常性

は，AP の変動が強く影響していると思われる． 
 
 
４．H/Vスペクトル比とその位相差について 
 

図-3 に，図-2 の MPS の，水平動(Normal または

Parallel 成分)と上下動（Vertical 成分）のフーリエ

振幅比（以下，H/V スペクトル比）とそのフーリ

エ位相差（以下，H-V MPS 位相差），AP のフーリ

エ振幅比（H/V AP スペクトル比）とそのフーリエ

位相差（H-V AP 位相差）を示す． 
図-3 によれば，H/Vスペクトル比が，ピーク振
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図-2 加速度記録（TTRH02）の MPS（左）と AP（右）のフーリエ振幅とフーリエ位相 

動数となる時に，H-V MPS位相差は，急激に減少

して，谷となっているのが分かる．これは，前章

の式(18)から説明される．MPSの水平動と上下動の，

フーリエ振幅をぞれぞれ，HM(ω)，VM(ω)，フーリ

エ位相をhM(ω)，vM(ω), 留数をBBk，Ckとおくと，H-
V MPS位相差は式(18)より 

1 1

( ) ( )

2 log ( ) log ( )

M M

n n

M k M
k k

h v

i H B V Ck

ω ω

ω ω
= =

− =

⎡ ⎤
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∑ ∑
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1
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2 log 2
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M

k k
kM

H
i i B C

V
ω
ω =

= − + −∑   

[ ]
1

( )
2 log 2

( )

n
M

k k
kM

V
i i B

H
ω
ω =

= + ∑ C− (21) 

 となる．式(21)から，H-V MPS 位相差は，H/V ス

ペクトル比の対数に逆比例することが分かる．よ

って，H/V スペクトル比と H-V MPS 位相差の間の

関連性が数理的に示された． 
 図-3のH/V APスペクトル比が１になるのは，AP
のフーリエ振幅が１だからである．H-V AP位相差

は，0～1Hz程度までは，ばらつきや変化は小さい

が，1 Hz以上になるとばらつきが大きくなる．こ

れは，図-2のAPフーリエ位相のばらつきが，1Ｈz
以上で大きくなるためと推察される． 
 
 
５．まとめ 
 
 本研究では，地震動のフーリエ振幅と位相の関

連性を，因果律を用いて評価した．震源域で観測

された地震動記録に適用した結果，以下に示す関

係が明らかとなった．  
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図-3 加速度記録（TTRH02）の H/V スペクトル比（N/V，P/V）と H-V MPS 位相差（N-V，P-V）（左）， 
      及び，H/V AP スペクトル比と H-V AP 位相差（右）． 

（1） MPSのフーリエ振幅は，地震動記録のフー

リエ振幅と同じであり，MPSのフーリエ振

幅と，MPSの位相には逆相関的な関係があ

る． 
（2） H/Vスペクトル比がピークを示す振動数に

おいて，H-V MPS位相差は急激に減少する．

逆に，H/Vスペクトル比が谷となる振動数

においては，H-V MPS位相差は急激に増加

する傾向にある． 
（3） 震源域の強震記録において，MPSのフーリ

エ振幅とその位相の相関性を，Hilbert変換

の関係に，留数の定理を適用して，数学的

に証明した． 
 本研究では，因数分解によって得られたMPSの
フーリエ振幅と位相の関連性について理論的に言

及した．今後は，本論で定性的に特徴を示すにと

どまった，APのフーリエ位相特性についても，他

の地震動記録と比較し，その物理的な意味を追求

していくつもりである． 
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CONSIDERATION ON RELATIONSHIP BETWEEN FOURIER AMPLITUDE AND 
PHASE OF EARTHQUAKE MOTION 

 
Katsuhiro SHIRAI and Tatsuo OHMACHI 

 
   Relationship between Fourier amplitude and phase of an earthquake ground motion is discussed using 
near-field strong motion records of the 2000 Western Tottori earthquake. According to the factorization 
theory, earthquake records are decomposed into minimum-phase-shift (MPS) and all-pass functions. 
Fourier amplitude of MPS is equals to that of earthquake records and is in inverse correlation to Fourier 
phase of MPS. Moreover the H/V spectral ratio is related to H-V MPS phase difference. It is due to a fact 
that Fourier amplitude and phase of MPS are related with each other in terms of the Hilbert transforms.  


