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中間層を有する周期複合材の弾性波動解析
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Elastic wave propagation is analyzed for periodic composites with a layer possessing different periodicity.
To achieve this, a numerical method is developed based on the finite element approach. The problem under
consideration is stated in the context of the equation of motion for a repetitive unit of the layer. For that
sub-region, unknowns on the lower and upper boundaries are described by the aid of impedance matrices.
The impedance matrix of a periodic half-plane is composed of eigenvectors of the transfer matrix of a unit
cell representing the periodicity. The method is applied to the transmission of incident waves through the
periodic layer consisting of a matrix and circular inclusions with square arrangement. It is found that the
composite layer with only a few stories can exhibit the stopband at some frequencies. The band structure of
the layer can be deduced precisely by dispersion analysis of an infinite field having the identical periodicity
of the layer.
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1. はじめに

繊維強化プラスチックを始めとする複合材料が様々
な工業製品に用いられている1)．なお複合材料の開発
において，その力学特性の理論的評価は有用な手段と
なり得る2)．特に複合材料を，介在物が規則的に配置さ
れた周期構造として理想化できる場合，当該問題は均
質化法3),4)の適用により効率的に解析可能となる．しか
し，均質化法等により得られる巨視的材料特性は，周
期長に比べ十分に長い波長で与えられる変形場に対し
ては有効であるが，微視構造のサイズに匹敵するよう
な波長以下の動的挙動については別の解法により評価
する必要がある．
なお，静的用途の場合であっても，複合材料の非破
壊評価を行う上では，波動の伝播特性を把握しておく
ことが重要となる．例えば，Caiら5),6)は直交格子状に
配置された円形介在物を対象とした非破壊評価を念頭
に，それの二次元面外波動の透過解析を行っている．さ
らに，その結果に基づき波動が透過しない周波数帯 (ス
トップバンド)の分布特性を議論している．また，周期
構造が有するこのバンド特性を積極的に活用し，波動
透過性能を最適化する試みも Sigmund & Jensen7)によ
りなされている．
ちなみに文献 5),6)における解析では，介在物は有限
領域内にのみ配置されている．その様な問題であって
も，介在物の個数が非常に多い場合には解析負荷が増
大する．そのため，Caiら8)は効率的多重散乱解法を提
案している．なお，複合材料を無限周期構造としてモ
デル化し得る場合，周期性を与える最小単位であるユ
ニットセルのみに関する固有値解析により，当該材料
のバンド特性を的確に把握することができる．Phaniら
9)は，はりの様に細い部材で構成される二次元周期構造

を対象に，上述のような手法によりバンド特性を解析
している．

一方，介在物がある方向に有限に配置されている場
合，または無限周期場による近似が適当でない場合，ユ
ニットセルの固有値解析によるバンド構造の評価は不
可能となる．ただし，介在物の配置領域が有限範囲内に
限定される場合には，文献 8)の手法が適用可能となる．
しかし，例えば一方向にのみ有限な厚さを有する層状
構造の複合材が無限場に埋め込まれている場合，文献
8),9)のいずれの手法も適用できない．斎藤ら10)は，二
次元面内波動場を対象に，中間層に介在物が正方格子
状に配置された問題の境界要素解析を行っている．た
だし，入射波動は介在物層に対して垂直に入射するも
のとしている．この場合，周期層の長手方向 1周期分に
対称条件を課すことで解析が可能となる．しかし，この
様な境界条件設定の下では，斜めに入射する波動に対
する一般的な問題は解析できない．これに対し，Otani
& Nishimura11)は 2方向に異なる周期長を有する 2重周
期構造における 3次元Maxwell方程式を対象とした高
速多重極境界要素法を展開している．そこでは，周期
Green関数を用いることで任意の波動入射角が設定可
能な，より汎用性の高い解法が構成されている．

なお，フォトニック結晶のバンド構造の評価や，導
波路の解析などでは，様々な設定条件に対して種々の
解法が提案されている12)．一方，複合材料の動弾性解
析では，前述の様にその多くが無限周期場や有限領域
内に介在物を配置した問題を対象としている．しかし，
無限複合材中にそれと異なる複合材を層状に挿入した
ケースなどに対する弾性波動解析は，より多様な構造
におけるバンド特性の評価において有用となる．そこ
で本論文では，2次元面内波動場を対象に，周期層の
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図–1 中間周期層を有する無限場

上下におかれた半無限場もそれぞれ異なる周期構造と
して設定可能な，より一般的な問題を対象とした解法
を構成する．具体的には，上下の半無限周期場を，そ
れと等価なインピーダンス行列 (伝達境界) で表現し，
波動入射に対する動的応答解析手法を，有限要素法に
基づき構成する．これにより当該問題は，中間に位置
する周期層の長手方向 1ユニットのみの運動方程式に，
上・下半無限場のインピーダンス行列を組み込むことで
解析可能となる．そのため，比較的小さな自由度の下
で効率的に無限波動場を表現することができる．なお，
伝達境界を用いた表現は，成層地盤の各層の様に部分
領域内が均質な場合を対象に多くの適用例がある13),14)．
ここでは周期構造を対象に定式化を示し，インピーダ
ンス行列，および半無限場における入射波動モードを，
当該周期場のユニットセルにおける伝達マトリックス
の固有モードにより構成する15)．
解析例として，円形介在物を有する中間周期層が，無
限動弾性場中に埋め込まれている問題について考える．
その下で，下方より波動が入射する場合に本手法を適
用し，中間層や上下の半無限場に対応する無限周期場
が有する分散特性と解析で得られた波動透過特性との
対応関係や，入射角による透過特性の違いなどについ
て調べる．

2. 解析手法

2.1 対象とする問題

図–1に示すような 2次元平面ひずみ場を考える．波
動場は下半平面 D1，上半平面 D2および中間層 D0の 3
つの部分領域により構成されており，各領域は形状も
含め互いに異なる周期構造により与えられているもの
とする．ただし，いずれの領域も，x1軸 (水平)方向に
共通の周期長 L1 を有し，領域間の境界は x1 軸に平行
とする．また，中間層は，x1 軸方向に同じ構造が無限
に繰り返されているが，x2方向 (鉛直)には複数段から
成る有限な厚さを有している．以下では，入射波動 uI
が D1領域内を，ある入射角 θで上方に進行する場合を
考える．なお，uI は D1 領域の周期場内に存在する伝

FBUB,

FTUT,

FR

UR

FL

UL

F1U1,

F2U2,

S1

S2

S0

d1

d2

図–2 中間層 1ユニットと上下半無限場のユニットセル

播波動モードの何れかで与える．

2.2 中間層の運動方程式
中間層 D0 は x1 軸方向に周期性を有している．そこ

で，x1 軸方向 1周期分の部分領域 S 0 を図–2のように
取り出す．なお，S 0は同一の構造単位を高さ方向に複
数段積層したものにより与えられている．S 0における
定常動力学場を有限要素で離散化すると，当該部分領
域に対し次の運動方程式を得る．


K�BB K�BT K�BM K�BL K�BR
K�TB K�TT K�TM K�TL K�TR
K�MB K�MT K�MM K�ML K�MR
K�LB K�LT K�LM K�LL K�LR
K�RB K�RT K�RM K�RL K�RR





UB
UT
UM
UL
UR


=



FB
FT
0
FL
FR


(1)

ここで，{U}, {F}は S 0を離散化して得られる節点変位ベ
クトルと節点力ベクトルである．( )B, ( )T , ( )M , ( )L, ( )R
はそれぞれ S 0底辺，上辺，領域内，左辺，右辺に位置
する節点に対応した部分ベクトル成分，K�i jは剛性行列
Ki j と質量行列Mi j により K�i j = Ki j − ω2Mi j で与えら
れる部分行列，ωは円振動数である．なお，領域内に
外力は作用しないものとしている．
周期場内を伝播する入射波動 (Bloch波)は，一般に

次式の様に表現することができる16)．

uI(x) = e−ik·xA(x) (2)

ここで，xは位置ベクトル，kは入射波動の波数ベクト
ルである．また，A(x)は次の周期性を有する．

A(x + nldl) = A(x), (nl ∈ Z) (3)

ここで，nlは整数，d1, d2は下半無限領域 D1を構成す
る周期構造 1ユニット (S 1)の周期性を定義する基本ベ
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図–3 ユニットセル左右辺節点の対応

クトル (図–2)であり，繰り返し指標は総和規約に従う
ものとする．
すると，図–3に示すようにおかれた S 1 左辺上の点

Pと，それに対応する右辺上の点 Qにおける入射波動
uIP, u

I
Q に関して次の関係 (Blochの定理)が成り立つ．

uIQ = e
−ik·d1uIP = e

−ik1L1uIP (4)

ここで，k1 は波数ベクトル kの x1 方向成分である．
したがって，入射波動 uI に対する応答解 uも，全領
域内で次式をみたす．

u(x + d1) = e−ik1L1u(x) (5)

式 (5)より，中間周期層の水平方向 1ユニット S 0の
左右辺上の節点変位と節点力とに対して次の関係が成
り立つこととなる．

{UR} = e−ik1L1 {UL},
{FR} = −e−ik1L1 {FL}

(6)

式 (6)を (1)に代入し，K�i jの対称性の下で {UR}, {FR}
成分を消去すると次の運動方程式を得る．



K�BB K�BT K�BM K�BL + e
−ik1L1K�BR

K�TT K�TM K�TL + e
−ik1L1K�TR

K�MM K�ML + e
−ik1L1K�MR

Sym. K�LL +K
�
RR

+e−ik1L1K�LR + e
ik1L1K�RL



×



UB
UT
UM
UL


=



FB
FT
0
0



(7)

ここで，“Sym.”は行列上三角成分の共役転置を意味し
ており，係数行列は Hermite行列で与えられる．
なお，図–2の様に S 0と接合される下・上半平面境界
辺上の節点変位ベクトルと節点力ベクトルをそれぞれ
{U1}, {F1}および {U2}, {F2}と表す．すると，S 0 と S 1，
S 0 と S 2 との接合辺において，次の変位の適合条件と
力のつり合い条件が成り立つ．

{UB} = {U1}, {FB} + {F1} = 0 (8)

{UT } = {U2}, {FT } + {F2} = 0 (9)

2.3 S 1 上辺節点力の評価
S 0 の運動方程式 (7)において，底辺と上辺における

節点力 {FB}, {FT }は，式 (8), (9)より {F1}, {F2}によって
表すことができる．そこでまず，S 1上辺における節点
力 {F1}を変位応答と入射波動により表す．
下半平面を構成している半無限周期場と，それを補

完する上半無限周期場を考える．上半無限系下端境界
に作用する節点外力を {F1U}，それに対する境界上の節
点変位応答を {U1U} と表すものとする．今，{U1U} と
{F1U}との関係を与えるインピーダンス行列 [K1U]を，
次式をみたす行列として定義する．

[K1U]{U1U} = {F1U} (10)

また，同様に下半無限系上端境界上の節点外力を
{F1D} とし，それに対応する境界上の節点変位応答を
{U1D}と表す．これらの関係を与えるインピーダンス行
列 [K1D]を次式により定義する．

[K1D]{U1D} = {F1D} (11)

次に，下半平面 D1と同一のユニットセル S 1により
構成される無限周期場内を，入射波動 uI が伝播する問
題を考える．uI は前述のとおり上方に向かって進行す
る波動として設定しているので，上半無限領域内を伝
播して行く uI は，その下端境界上に入射波動に対応す
る内部節点力 {FI1U}を外力として加えることで再現で
きる．この時，境界辺上における入射波動変位 {UI

1U}
と節点力 {FI1U}とに関し，式 (10)より次式が成り立つ．

[K1U]{UI
1U} = {FI1U} (12)

なお，無限領域内を伝播する入射波動 uI により発生
する下半無限系上端境界の内部節点力 {FI1D}と式 (12)
の {FI1U}とは，次の力のつり合い条件をみたす．

{FI1D} = −{FI1U} (13)

また，上・下半無限系の接合境界における変位の適
合条件より，{UI

1U} = {UI
1D}である．よって，式 (13)右

辺に式 (12)を代入すると，次式の様に {FI1D}を {UI
1D}

により表すことができる．

{FI1D} = −[K1U]{UI
1D} (14)

元の問題に戻り，S 1(D1)と S 0(D0)との結合境界につ
いて考える．S 1における上辺 (結合辺)の変位と節点力
は，入射波動 {UI

1D}, {FI1D}と反射波動 {UR1D}, {FR1D}との
和により与えられる．

{U1} = {UI
1D} + {UR1D},

{F1} = {FI1D} + {FR1D}
(15)

反射波動は S 1上辺より下方へ伝播して行くので，式
(11)に基づき次の関係が成り立つ．

[K1D]{UR1D} = {FR1D} (16)

式 (14), (16)を式 (15)第 2式に代入すると，S 1 上辺
節点力 {F1}を入・反射波動の節点変位により与える次
式を得る．

{F1} = −[K1U]{UI
1D} + [K1D]{UR1D} (17)
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また，式 (15)第 1式より，{UR1D}は {U1}, {UI
1D}によ

り以下で与えることができる．

{UR1D} = {U1} − {UI
1D} (18)

そこで，式 (18)を (17)に代入すると，結局 {F1}を，変
位解 {U1}と入射波動変位 {UI

1D}とにより次式の様に表
すことが可能となる．

{F1} = [K1D]{U1} − [K1U +K1D]{UI
1D} (19)

2.4 S 2 底辺節点力の評価
ユニットセル S 2で構成される上半無限系下端におけ
る節点変位 {U2U}と節点力 {F2U}との関係を与えるイ
ンピーダンス行列 [K2U]を，次式をみたす行列として
定義する．

[K2U]{U2U} = {F2U} (20)

上半平面 D2内の波動は，上方へ伝播して行く透過波の
みで構成されるので，D2 下端節点変位 {U2}と節点力
{F2}との関係は式 (20)により記述できる．

2.5 求解方程式の構成
式 (8), (9)を式 (19), (20)に代入すると，中間層 S 0の
上・下境界辺における節点力 {FT }, {FB} を，節点変位
{UT }, {UB}および入射波 {UI

1D}により表現することが可
能となる．

{FB} = −[K1D]{UB} + [K1U +K1D]{UI
1D},

{FT } = −[K2U]{UT }
(21)

式 (21)を S 0における運動方程式 (7)に代入して整理
すると，最終的に次の求解方程式を得る．


K̂BB +K1D K̂BT K̂BM K̂BL
K̂TB K̂TT +K2U K̂TM K̂TL
K̂MB K̂MT K̂MM K̂ML
K̂LB K̂LT K̂LM K̂LL





UB
UT
UM
UL



=



[K1U +K1D]{UI
1D}

0
0
0


(22)

ここで，K̂i j は式 (7)に示した行列の部分行列である．

3. インピーダンス行列の作成

2. に展開した手法により，本研究で対象として
いる問題は，半無限周期場のインピーダンス行列
[K1D], [K1U], [K2U] を導出する問題に帰着する．これ
らの行列は，文献 15)において示した手順により作成
する．ここではその概略について述べる．

3.1 伝達マトリックスの導出
図–1における半平面 D1 または D2 と同一の周期構
造 S 1 または S 2 で与えられる無限周期場の波動問題を

考える．今，d1 方向の波数成分 k1 を有する波動場を
対象とすると，当該周期場を構成しているユニットセ
ル (S 1または S 2)における運動方程式は，Blochの定理
(式 (6))の適用により，式 (7)と同様にユニットセル右
辺境界上の節点成分を縮約して与えられることとなる．
これに対して次の固有値問題を設定する．

[K̃]{φ�i } = ω2
i [M̃]{φ�i }, (i = 1, · · · ,N) (23)

ここで，[K̃], [M̃]は，ユニットセルを離散化の後，右
辺境界の節点成分を縮約して得られる剛性行列と質量
行列である．また，ωi, {φ�i }は固有円振動数と，それに
対応する固有ベクトル，N は ( )R 成分縮約後の自由度
である．
ユニットセルの運動方程式の解を固有ベクトルの一
次結合により次式の様に構成する．

{U�} =
N∑
i
αi{φ�i } (24)

ここで，{U�} = {UB,UT ,UM ,UL}，αiは結合係数である．
なお，αi は次式により具体的に与えられる．

αi =
1

mi(ω2
i − ω2)

[φ̄�i]
T {F�} (25)

ここで，{F�}は {U�}に対応する節点力ベクトルであり，
(¯)は複素共役を意味する．
外力が領域内に作用せず {FM} = {0} とすると，式

(24), (25)より，上・底辺の節点変位を節点力により与
える関係式を得ることができる．さらに，これを変形
して，底辺の節点変位と節点力とから上辺のそれらを
与える次の式を導出する．

[G]
{
UB
FB

}
=

{
UT
−FT

}
(26)

ここで，[G]は底辺の節点ベクトルより上辺のそれを
与える伝達マトリックスであり，具体的には次の様に
なる．

[G] =
[
HTTH−1

BT −HTTH−1
BTHBB +HTB

−H−1
BT H−1

BTHBB

]
,

[
HBB HBT
HTB HTT

]
=

N∑
i

1
mi(ω2

i − ω2)

{
φBi
φTi

}
[φ̄Biφ̄Ti]T

(27)

なお，{φBi}, {φTi}は固有ベクトルの ( )B, ( )T 成分である．

3.2 インピーダンス行列の導出
以下では上半無限系下端のインピーダンス行列 [KU]

を例に，その導出過程について示す．
波数ベクトル kの下，無限周期場内を伝播して行く

波動を考える．ユニットセル上・底辺の節点ベクトル
間に Blochの定理を適用すると次式を得る．

{
UT
−FT

}
= e−ih2

{
UB
FB

}
(28)
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ここで，hi は波数ベクトル kを，ユニットセルの逆格
子ベクトル biにより k = hibiと表現した際の係数であ
り，h2 の値は以降の固有値解析により与えられる．な
お，biとユニットセルの基本ベクトル diとに対して次
式が成り立つ．

bi · d j = δi j (29)

ここで，δi j は Kroneckerのデルタである．
式 (28)を (26)に代入すると次の固有値問題を得る．

[G]
{
UB
FB

}
= λ

{
UB
FB

}
, (λ = e−ih2 ) (30)

式 (30)の固有モードには，底辺から上辺に向かって
進行する波動モードと，上辺から底辺に向かうモード
とが半数ずつ存在している．その中から前者のみを抽
出し，それらを並べて次の正方行列を作成する．

[Us] := [U1 · · ·UN1/2],
[Fs] := [F1 · · ·FN1/2]

(31)

ここで，N1 は全モード数である．
上半無限系下端の任意の作用力 {FU}と，それに対応
する応答変位 {UU}は，それぞれ固有モード {Fi}, {Ui}の
一次結合により次の様に与えることができる．

{UU} =
N1/2∑
i
ai{Ui} = [Us]{a},

{FU} =
N1/2∑
i
ai{Fi} = [Fs]{a}

(32)

ここで，ai は係数である．
式 (10)の様にインピーダンス行列 [KU]を定義する
と，{UU}, {FU}について次式が成り立つ．

[KU]{UU} = {FU} (33)

式 (33)に (32)を代入すると次式を得る．

[KU][Us]{a} = [Fs]{a} (34)

ここで，{a}は任意であるから，結局 [KU]は次式によ
り求めることができる．

[KU] = [Fs][Us]−1 (35)

下半無限系上端のインピーダンス行列 [KD]について
も，同様の計算手順により作成することができる．

4. 解析例

4.1 均質場内に埋め込まれた中間層の波動透過解析
(1) 解析条件
まず，本手法の妥当性を確認する目的で，図–4に示
す様に，上下の半無限領域を同一の均質場で与えた問
題を解析対象とする．中間層を構成する周期構造は正
方形格子で与え，その中心に直径 L1/2の円形介在物を
配置する．また，解析における中間層の数は 1～3層に
設定した．D1,D2および D0の母材は同一材料とし，介

...

D2

D1

D0

0.5L1

L1

L1

図–4 無限均質場に中間周期層を埋め込んだ問題

L1

L1 /12

L1 /12

(a)

(b)

図–5 ユニットセルの要素分割．(a):半無限均質場．(b):中間
周期層

在物も含め全ての領域においてポアソン比は 0.3とす
る．以下では，D0の母材に対する介在物の剛性比およ
び質量比を共に 5と設定した場合についての解析結果
を示す．

上・下半無限場 D1,D2のインピーダンス行列の作成
に当り，これらのユニットセル S 1, S 2 を設定する必要
がある．なお，D1,D2 は均質場として設定しているの
で，ユニットセルはその水平方向サイズを L1 にとる
以外，寸法や形状は任意で良い．そこで，本解析では
図–5(a)に示すように x1軸方向を 12等分割し，x2方向
をこれと同一の要素長の下，1要素で分割して得られ
る長方形領域により S 1, S 2を与えた．一方，S 0につい
ては，図–5(b)の様に要素分割したものを鉛直方向に重
ねて作成した．いずれのユニットセルにおいても 4節
点四辺形要素を用いて離散化を行っている．

(2) 横波入射に対する透過解析
D1領域より横波平面波を入射させた場合の応答解析

を行い，波動の透過率を求めた．なお，透過率は S 0底
辺を通過する入射波の時間平均エネルギー ĒI と，上
辺を通過する透過波の時間平均エネルギー ĒT との比
ĒT /ĒI により与える．
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図–6 横波平面波の透過率 (θ=0°)

ĒI , ĒT は次式により求めることができる．

ĒI =
ω

2
Im([ŪI

1D]T [K1U]{UI
1D}),

ĒT =
ω

2
Im([ŪT ]T [K2U]{UT })

(36)

ここで，Im( )は ( )内の虚部を表す．
ちなみに，式 (36)と同様に S 0 底辺での反射波動エ
ネルギー ĒR を求めたところ，何れの結果においても
ĒI = ĒR + ĒT が十分な精度の下で成り立っており，本
解析が適切に行われていることを確認した．
鉛直上方 (θ=0°)および右斜め 45°方向に波動を入
射した場合の波動透過率を図–6, 7に示す．図の横軸は，
D1(D2)の横波伝播速度 CT1 と水平方向周期長 L1 を用
いて ω̄ = L1ω/CT1により無次元化した円振動数を示し
ている．なお，鉛直入射 (図–6)においては，S 0を 1～
3層で構成した場合の結果を，ω̄ ≤ 6に対して示して
いる．図より，2 < ω̄ < 3および 5 < ω̄の周波数域に
おいて透過率が低下しており，これらの周波数帯にス
トップバンドが概ね形成されている様子が窺える．ま
た，この傾向は層数の増加と共により顕著に現れてお
り，3層程度の比較的少ない層数の下でも十分な遮蔽
性能が得られていることがわかる．
一方，45°入射の場合 (図–7)においては，S 0を 3層
で構成した場合の結果のみ示している．3 < ω̄の周波
数域において透過率は増減しており，ストップバンド
内に透過波が存在する周波数帯が分布している様子が
確認できる．
(3) S 0 で与えられる無限周期場の分散曲線との比較
(2)に示した透過特性は，中間層を構成している周期
構造の特徴を反映しているものと考えられる．そこで，
S 0と同一の周期単位により与えられる無限周期場にお
ける波動モードの分散曲線を求めた9),17)．

2重周期構造の波数空間における波動モードは，分
散曲面によって与えられる．分散特性は，波数空間に
おいて，逆格子ベクトル bi を 2π倍したベクトルを基
底として与えられるユニットセルに関して周期性を持
つ16)．したがって分散特性は，この波数空間で定義さ
れたユニットセル内の有限領域で評価することができ

0 2 40

1

図–7 横波平面波の透過率 (θ=45°)

る．さらに，格子構造の対称性により，今対象として
いる問題においては，図–8に示す 3つの波数点 A,B,C
を結んでできる三角形の領域内についてのみ考えれば
十分である．
この 3点を結ぶ直線上の各波数ベクトルに対して伝
播波動モードの分散曲面の断面 (分散曲線)を求めた結
果を図–9に示す．なお，横軸は A–B–C–Aを波数軸に
展開したものである．原点におけるM1のモードの傾き
が母材および介在物の横波の伝播速度に一致している
ことから，このモードは均質場における横波に相当し
ていることがわかる．また，M1に対応する高周波モー
ドがM3であり，これらの間には当該モードのストップ
バンド z1が存在している．一方，M2は縦波に対応した
モードとなっている．また介在物の存在により，これ
らの群速度は波数に依存し，分散性を有していること
が確認できる．ちなみに解析で用いた入射波動は，式
(31)のモード {Ui}のうち，図–9の分散曲線より決まる
所定の固有振動数に対応するものを抽出することによ
り作成している．
θ=0°での波動入射の場合，無限周期場における波動
透過特性はA–B上の波数区間における分散曲線の分布
のみで決まる．例えば，図中に示した周波数帯 z2には
分散曲線が無く，波動モードが全く存在しない．その
ため，図–6 に示した中間層の透過率も z2 に対応する
周波数域で大きく減少している．一方，周波数帯 z1に
は伝播モード M2 が本来存在しているが，横波モード
M1,M3 に関してはストップバンドを与えているので，
横波を入射した本解析では，z1 に相当する周波数域で
も透過率が低下したものと思われる．
次に θ=45°での横波入射の場合について考察する．こ

の場合は，図–9のC–A間の分散曲線が対応する．図–9
より，3 < ω̄ < 4に分散曲線の存在しない周波数帯 (ス
トップバンド)z3が分布していることが確認できる．こ
れに対し，3 層の中間層を設定した場合 (図–7) では，
3 < ω̄において波動透過率の急減少が認められ，無限周
期構造におけるストップバンドとの対応が確認できる．
以上のことより，中間層数が 3程度で比較的少ない場
合であっても，無限周期場とほぼ同様の波動透過特性を
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図–8 波数空間における評価点
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図–9 評価点における分散曲線

示すことがわかった．なお，図–7において，3.5 < ω̄ < 4
の周波数域に認められる透過率の局所的な増加は，図–9
のストップバンド上端付近に相当しており，バンド端
の定在波モードが励起されたものと考えられる．

4.2 周期場内に埋め込まれた中間層の波動透過解析

(1) 解析条件

4.1と同様に円形介在物を含む中間層 3層が，図–10
に示す正方形介在物を有するユニットセルで与えられる
無限周期場内に埋め込まれている問題に対して本手法
を適用する．なお，上下の半無限周期場 (D1,D2)におけ
る母材の質量密度 ρ1とせん断弾性係数 µ1に対する，介
在物のそれらの物性値 (ρ̄1, µ̄1)の比を ρ̄1/ρ1 = µ̄1/µ1 = 2
とした．さらに，中間層の母材と介在物の質量・せん
断弾性係数 (ρ0, µ0), (ρ̄0, µ̄0)の ρ1, µ1 に対する比を，そ
れぞれ ρ0/ρ1=1, µ0/µ1=1/3, ρ̄0/ρ1=4, µ̄0/µ1=4/3と設定
した．また，ポアソン比はいずれも 0.3としている．こ
の設定条件の場合，D0の母材・介在物内の横波伝播速
度は，D1,D2 のそれらの 1/

√
3 ≈ 0.577となる．

要素分割は，中間層については図–5(b)と同一のもの
を用い，上下半無限場については図-10のユニットセル
を 12× 12分割して与えた．

L1 /4 L1 /4

L 1
/4

L 1
/4

L 1
/2

L1 /2

図–10 上下半無限周期場のユニットセル

(2) 入射波動に対する透過解析
D1 のユニットセル S 1 で与えられる無限周期場に存

在する伝播モードを鉛直入射する場合について解析を
行った．x2方向に進行する波動モードの分散曲線を図–
11 に示す．なお，図には中間層ユニット S 0 に対応す
る無限場の分散曲線も合わせて示している．図におい
て，原点における M1 の傾きが母材および介在物の横
波伝播速度に一致していることから，このモードが均
質場における横波に相当するものであることがわかる．
また，このモードは周波数帯 z2にストップバンドを持
ち，それより高い周波数域において再度 M2 のパスバ
ンドを与えている．以下の解析では，M1で与えられる
波動モードを入射波動として用いた．
中間層の波動透過率を図–12に示す．なお，M1のモー
ドは ω̄ = 2.7付近でストップバンド下端に達するので，
図示した周波数範囲に関しては，それ以上の周波数域に
当該モードは存在しない．よって，S 1のユニットセル
で与えられる無限周期場においては，透過率は ω̄ = 2.7
以下で 1，それより高周波数域で 0となる．これに対
し，中間層を有する本解析例では，ω̄ = 1.5付近から透
過率の急激な減少が認められる．一方，図–11 におい
て，中間層に対応する無限周期場の分散曲線 m1 と m2
との間のストップバンドが 1.5 < ω̄ < 2.5の範囲に分布
していることが確認できる．このことより，この周波
数帯 z1において中間層の波動透過率が減少し，その結
果図–12 に示したようにストップバンド域が低周波数
側に拡張されたものと考えられる．
以上のことより，各層のバンド特性を適切に組み合
わせることで，フィルタ特性を制御し得ることが確認
できた．

5. おわりに

本論文では，上下の半無限周期場の間に，これらと
異なる周期構造を有する中間層を挿入して得られる無
限場を対象とした弾性波動伝播解析法を，有限要素法
に基づき構成した．具体的には，当該波動問題におい
て，中間層 1ユニットの運動方程式を抽出し，上・下
半無限場との結合境界辺の境界条件の記述に，半無限
場のインピーダンス行列を導入する方法を採った．こ
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図–11 S 1, S 0 で与えられる無限周期場の分散曲線
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図–12 モード M1 の入射波動に対する透過率 (θ=0°)

れにより，最終的に得られる求解方程式は，中間層 1
ユニット程度の自由度のものに帰着することができる．
よって提案手法によれば，上下の半無限場も含め，そ
れらの周期特性を規定しているユニットセルの離散化
により，比較的少ない自由度の下で無限場の解を得る
ことができる．
なお解析例では，上・下半無限場を均質場で与えた場
合や，同一の周期構造により与えた場合を対象に，中
間層のエネルギー透過率を求めた．中間層の層数を 3
程度と比較的少なく設定した場合でも，入射波動に対
して十分な遮蔽性能を発揮し得ることを確認した．ま
た，中間層に対応する無限周期場の波動分散解析より
得られるストップバンドと，中間層の波動透過率が減
少する周波数帯との良好な一致が認められ，無限周期
場のバンド構造に基づき，中間層の透過特性を適切に
評価し得ることがわかった．
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