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We apply an extended finite element method (X-FEM) for spontaneous rupture propagation on

a planar fault. Mesh layout of X-FEM does not require to match the fault plane with the mesh

edge because a discontinuity of the displacement can be analysed inside the element. In order

to apply X-FEM for spontaneous rupture propagation, we control slip displacement by adopting

geometrical boundary conditions and traction by adopting kinetic boundary conditions. For the

cases of variable angles crossing the same mesh layout in a homogeous full 2-D space, simulated

results agree well with simulated ones by boundary integral equation method (BIEM). We also

discuss the results for the cases of variable dip angles in a homogeneous half space, which are

simulated on the same mesh layout. Finally, we consider two soil layers, and fault tip is located

at the boundary of each layer. Results for the cases of higher dip angles show that large strain

occurs in the inclining direction of the fault rather than extended direction. It may be related

to forming the flower structure near surface during strike-slip shallow earthquake.
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1. はじめに

断層の自発的な動的破壊問題を数値解析するための
方法としては，領域型の解法や境界型の解法が用いら
れている．差分法 (Finite Difference Method: FDM)
や有限要素法 (Finite Element Method: FEM)といっ
た領域型の解法は，不均質な媒質や非線形な媒質を容
易に設定できる反面，断層のように変位が不連続であ
る境界を考えるためにはその境界位置で特別な処理を
施す必要がある．また応力場が急変する断層近傍では
値を精度良く表現することが難しい．それに対して，境
界積分方程式法 (Boundary Integral Equation Method:
BIEM)に代表される境界型の解法は，解析解を利用す
るために断層近傍の応力場を精度良く解析でき1)2)，最
近ではGoto and Bielak3)が境界積分方程式をGalerkin
近似した手法 (GaBIEM)で解析を行った．しかし，境
界型の解法ではGreen関数の解析解が存在するような
場合，すなわち全無限均質媒質といった単純な問題し
か扱うことができないため，対象とできる問題が限ら
れる．
領域型の解法での不連続境界の扱い方としては，節

点を重ねて自由度を倍にする方法 (Split Node: SN)
や，断層を表現する非弾性領域を設ける方法 (Stress
Glut: SG)が挙げられる．SN法は，Day4)や Virieux
and Madariaga5)が差分法で適用し，Aagaard et al.6)

や Oglesby and Archuleta7)が有限要素法で適用した．

SG法は Andrews8)やMadariaga et al.9)が差分法で適
用した．SN法は，断層形状が要素に沿った形でしか表
現できない欠点を持ち，SG法は SN法に比べると断層
形状を自由に設定できる反面，精度が劣る10)11)．
一方，領域型の解法における不連続な境界の処理に関

する制約を解決するため，近年Belytschko and Black12)

やMoës et al 13)によって提案されたのが拡張有限要素
法 (eXtended Finite Element Method: X-FEM)であ
る．X-FEMは，不連続関数を形状関数に導入するこ
とで，要素内に不連続な境界を導入できる．このため，
不連続境界が進展していく問題で，要素の再配置を避
けることができる上，不連続境界の形状が複雑な場合
にも適用性が高いと考えられる．

X-FEMはコンクリートの亀裂進展問題のような準静
的な問題への適用が多く，動的な問題への適用例は少
ない．また，主に引張荷重下でのモード Iの破壊進展問
題が取り扱われており，不連続境界で表面力が残る場
合も少ない．断層の問題に対しては，Liu and Borja14)

が準静的な問題に適用している．
本研究では，まず 2次元 SH波動場の自発的破壊進

展問題への X-FEMの適用性を検証し，その後，自由
表面を有する半無限媒質や，層境界が存在する二層構
造媒質に対して，X-FEMを適用し，傾斜角の違いによ
る挙動を分析する．
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2. 拡張有限要素法 (X-FEM)

2.1 支配方程式

図–1のように弾性体V とその境界Sを考える．また，
V 内に断層として変位が不連続な境界 Γ(= Γ+ + Γ−)
を設定する．本研究では，2次元 SH波動場を考えるの
で，変位は紙面に垂直な x3方向のみであることに注意
して，動弾性の境界値問題を以下のように設定する．

ρü3 = σ3i,i in V (1)

u3 = u+
3 on Γ+

u (2)

u3 = u−3 on Γ−u (3)

σ3ini = T
+

3 on Γ+
t (4)

σ3ini = T
−
3 on Γ−t (5)

Γ+
u，Γ−u は幾何学的境界条件が設定される境界であり，

u+
3，u−3 の変位量がそれぞれ規程されている．Γ+

t ，Γ−t
は力学的境界条件が設定される境界であり，表面力T

+

3，
T
−
3 がそれぞれ規程されている．添字

+，−は断層両面
を表し，それぞれVの部分領域である領域Ω+，Ω−の
境界の一部をなすとする．なお，対象とする自発的な
断層破壊現象では，Γuで滑りは発生せず，Γtでのみ発
生する．
式 (1)–(5)は強形式と呼ばれ，それと等価な仮想仕事

の原理式は以下のように表せる．∫
V

ρü3δu dV +
∫

V

σ3iδu,i dV

=
∫

Γ+
t

T
+

3 δu dS +
∫

Γ−
t

T
−
3 δu dS (6)

ここで，δuは幾何学的境界条件で δu = 0となる任意
の関数である．
断層の両境界面の間に空隙が存在しないと仮定し，か

つ表面力 T
+

3，T
−
3 が釣り合っているとする．このとき，

断層に発生する滑りによって表面力が作用するモデル，
すなわち摩擦則を導入すれば，表面力を摩擦力と読み
替えることができる．断層上で発現する摩擦力を初期
の表面力との差として以下のようにΔT で定義する．

ΔT ≡ −T
−
3 = T

+

3 (7)

よって，式 (6)の右辺は以下のようになる．∫
Γ+

t

T
+

3 δu+dS +
∫

Γ−
t

T
−
3 δu−dS

=
∫

Γt

ΔT (−δu+ + δu−)dS (8)

2.2 X-FEMでの定式化

まず，領域 V を有限要素 V e に分割する．式 (6)を
離散化した形式は以下のようになる．∑

e

∫
V e

ρü3δu dV +
∑

e

∫
V e

σ3iδu,i dV

図–1 断層 Γを含む 2次元弾性体 V

=
∑

e

∫
Γe

t

ΔT (−δu+ + δu−)dS (9)

X-FEMでは，節点に新たな自由度と，不連続性を有
する内挿関数を付加することで，亀裂などによる変位
の不連続場を表現する．このため，従来の FEMのよ
うな亀裂に沿った要素配置や亀裂進展に伴う要素の再
構成を行う必要がなく，要素配置と独立して不連続場
を定義できるという特徴がある．

X-FEMでは，PU条件を満足する形状関数N i(x)を
用いて u3，δuを次式のように近似する．

u3 =
m∑

i=1

N i(x)ui
3 +

∑
i∈J

N i(x)g(x)ai (10)

δu =
m∑

i=1

N i(x)δui +
∑
i∈J

N i(x)g(x)bi (11)

mは要素を構成する節点数．g(x)は局所的に導入され
る関数でありエンリッチ関数と呼ばれる．エンリッチ
関数に係る節点をエンリッチノードと呼び，J はエン
リッチノードを集めた集合，ai，bi はエンリッチノー
ド値である．ui

3はエンリッチされていない節点では節
点変位そのものを表すが，エンリッチされている節点
ではそれ単体では意味がなく，エンリッチノードとと
もに形状関数で内挿されて初めて節点変位になること
に注意する．
本研究では，エンリッチ関数として次式に示すヘビ

サイド関数H(x)を用いる．

g(x) = H(x) =

{
1 in Ω+

−1 in Ω−
(12)

式 (10)，(11)を式 (9)に代入すると，以下のようなマ
トリクス形式での運動方程式が得られる．

[M ]{ü}+ [C]{u̇}+ [K]{u} = {f} (13)

ここで，[M ]は質量マトリクスで式 (9)の左辺第一項
に対応する．[C]は減衰マトリクスで無限領域を模擬す
るために設ける吸収境界条件から導入される．[K]は
剛性マトリクスで式 (9)の左辺第二項に対応する．{f}
は等価節点力ベクトルで式 (9)の右辺に対応し，具体
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的には次式のようになる．

{f} =
∫

Γt

(−[N+]T + [N−]T ){ΔT}dS (14)

[N+]T，[N−]T は，Γ+
t 側すなわちΩ+内で定義される

形状関数マトリクス，およびΓ−t 側すなわちΩ−内で定
義される形状関数マトリクスである．また，{ΔT}は
断層を内包する要素毎に定義した摩擦力ベクトルであ
る．これは長嶋ら15)が定式化した亀裂面への分布荷重
の負荷方法と同値である．

2.3 質量の集中化

動的な問題を解く手段としては，陰解法と陽解法が
挙げられるが，本研究では１ステップあたりの計算量
を少なくして，高速化と省メモリ化を図るために，陽
解法の一つである中央差分法を用いる．そのためには
質量マトリクスを集中化し対角行列にする必要がある．
Menouillard et al.16) や Elguedj et al.17)はエンリッチ
ノードに対する集中化質量の計算方法を運動エネルギー
保存の観点から導出している．
要素 Ve 内で u̇i = 0，ȧi = 1とすると，速度は u̇ =

g(x)となる．このとき正確な運動エネルギー T と離散
化によって近似された運動エネルギー Th はそれぞれ
以下のように表せる．

T =
1
2

∫
Ve

ρg2dVe， Th =
1
2

m∑
i=1

mLig
2(xi) (15)

ここで，ρは要素内の密度であり，mは要素を構成す
る節点数，mLi は各エンリッチノードの集中質量であ
る．全てのエンリッチノードが等しい集中質量mL を
持つとして，両者の運動エネルギーが等しいとすると，∫

Ve

ρg2dVe = mL

m∑
i=1

g2(xi) (16)

以上より任意のエンリッチ関数 gについて，集中質量
mL の算出式は次式のようになる．

mL　 =
1∑m

i=1 g2(xi)

∫
Ve

ρg2dVe (17)

本研究の場合は，エンリッチ関数としてヘビサイド関
数を用いるので，g2 = 1となることから式 (17)は以下
のようになる．

mL =
1∑m

i=1 12

∫
Ve

ρdVe =
me

m
(18)

meは要素 Veの質量である．以上からヘビサイド関数
の場合は，エンリッチノードの集中質量は通常節点の
集中質量と同じ値を与えればよいことが分かる．

2.4 数値積分

X-FEMは FEMと同様，要素毎に積分を行うことが
不可欠であり，FEMでは通常はGauss積分などの数値
積分が用いられる．しかし，この方法は連続な被積分
関数に対して良い精度で計算できるが，不連続なエン

図–2 断層を含む要素の三角形要素への分割

図–3 三角形領域から四角形領域への変換

リッチ関数を含む場合には良い近似値とならない．そ
こで，断層を含む要素は，断層に沿った小要素に分け
て積分の評価を行うことで，それぞれの小要素内の被
積分関数を連続にして，精度を保証する．本研究では
図–2のように亀裂と要素辺との交点を各節点と結ぶこ
とによって，領域を三角形要素に分割する．そして，そ
れぞれの三角形要素について，Gauss積分を行う．
三角形要素に対するGauss積分はRathod et al 18)の

方法を用いる．図–3のように物理座標系 (x, y)上の任
意の三角形領域を一般座標系 (ξ, η)上の四角形領域に
変換することで，断層を含まない要素と同様に Gauss
積分を行うことができる．

3. 自発的な断層破壊

3.1 断層の境界条件

自発的な断層破壊現象を扱うには，断層 Γに境界条
件を導入しなければならない．断層上で破壊フロント
がまだ到達していない領域は，滑りがまだ発生してい
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図–4 滑り弱化型摩擦則

ないので次式で示す幾何学的境界条件を適用する．

Δu3 = u+
3 − u−3 = 0 on Γu (19)

これは，Γu 上で変位が連続していることを表すので，
X-FEMでこの条件を表すには次式のように対応する
エンリッチノード値を 0に制御すればよい．

ai = 0 in Ωu (20)

Ωu は境界 Γu を含む Ωの部分領域である．
一方，破壊フロントが通過して滑りが発生した領域

には力学的境界条件を適用する．そのためには，断層
破壊を規程する摩擦則を導入しなければならない．本
研究では摩擦則として，線形の滑り弱化型摩擦則を用
いる19)．

Tc − T3 ≥ 0 , [Tc − T3]Δu̇3 = 0

Tc(t) =

{
−Tp−Tr

Dc
Δu3(t) + Tp (Δu3 < Dc)

Tr (Dc ≤ Δu3)
(21)

ここで，Tpは降伏表面力，Tr は残留表面力，Dcは滑
り弱化変位と呼ばれる．式 (21)を図示すると，図–4の
ようになる．TI は初期表面力であり，T3 = TI + ΔT

の関係がある．このモデルは単純ではあるが断層の高
速破壊に関する基本的な振舞いを説明できる．

3.2 境界条件の切り替え

自発的な断層破壊を表現するためにはこの両境界条
件を時間毎に遷移させる必要がある．本研究ではΓuか
ら Γtへの遷移をスムーズに行うために，各条件が適用
される境界に位置する要素にMiddle state要素3)を導
入する．図–5は破壊進展時の要素の遷移を表す概念図
である．Γtを含む要素は，式 (21)で規程される表面力
を式 (14)のように等価節点力に置き換えて与える．一
方，Γuを含む要素は，式 (20)のようにエンリッチノー
ドの値を 0とする．Middle state要素ではその重心で
表面力 T3による破壊の判定を行い，表面力値が降伏表
面力 Tpを越えた場合はMiddle state要素を Γt を含む
要素へと遷移させ，Middle state要素を更に先の要素
へと遷移させる．

図–5 境界条件の遷移方法の概念図

4. 本手法の妥当性の検証

まず，X-FEM による解析結果の妥当性を検証する
ため，全無限均質媒質を模した領域を対象として同じ
要素配置の下で図–6 に示すように，要素境界を断層が
切る角度 θを変化させて解析した結果と，BIEMによ
る結果とを比較する．ここで，BIEMによる結果は 2
次元 SH波動場全無限均質媒質を対象とした Cochard
and Madariaga1)の手法による結果とする．要素として
は，X-FEMは正方形アイソパラメトリック要素を用い，
BIEMは線要素を用いる．要素幅はX-FEM，BIEMと
もに 15.625mとする．対象とする均質媒質の物理定数
は，S波速度 3464m/s，密度 2670kg/m3とする．また，
断層面に与える滑り弱化型摩擦則のパラメータは断層面
全領域で一様とし，Tp = 81.24MPa，Tr = 63.0MPa，
Dc = 0.4mとする．なお，この設定は動的破壊コード
の検証のために SCECで行われたベンチマークテスト
20)と同じ値である．断層幅は 4000mとし，その中央部
に設けた 1000m幅の破壊核形成領域から破壊の進展が
始まる．破壊核形成領域は初期表面力 TIa を降伏表面
力より高い 81.6MPaと設定するが，破壊核形成領域以
外では TIb = 70.0MPaとする (図–7)．また，減衰項
としては解析領域の境界に吸収境界を設定することで，
反射波を減衰させ，無限領域を模擬させる．なお，内
部減衰は考慮していない．
滑り分布の時間発展の様子を図–8に示す．時刻は下

から 0.5，1.0，1.5 秒の時点である．全ての角度の結
果が BIEMの結果と良く一致していることがわかる．
図–9，10に滑り速度，表面力の時刻歴を示す．なお，
X-FEMにより計算された滑り速度については 20Hzの
ローパスフィルターをかけて振動を抑えてある．おお
むね X-FEMと BIEMで一致しているが，破壊核形成
領域近傍の 600mの地点における表面力で若干の違い
が現れている．これは，破壊核形成領域を要素単位で
設定しているために厳密に同じサイズの破壊核形成領
域とはならず，誤差を含むからであると考えられる．
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図–6 断層と要素配置

図–7 全無限均質媒質の解析モデル

5. 数値解析例

全無限均質媒質を対象とした解析は BIEMを用いる
ことができるため，高精度な解を求めることができる．
一方，層境界を跨ぐ場合など複雑な問題は BIEMで計
算することが容易ではない．X-FEMでは自由表面の
設定，不均質な媒質の表現を容易に行える．ここでは，
断層上端に自由表面がある半無限均質媒質中の解析例
と，断層上端に媒質境界がある二層構造地盤中の解析
例について示す．

5.1 半無限均質媒質

先ほどと同じ均質媒質中で図–11のように断層上端
に自由表面を設定して，傾斜角を変化させて解析を行
う．この条件の計算を BIEMで行うためには，自由表
面を軸として断層の鏡像を作り，2倍の長さの断層を考
え，仮想的に自由表面がある問題と等価な問題にする
という方法を取る必要があるが，X-FEMでは単純に
解析領域境界に断層を配置するだけでよい．図–12が
滑り分布の時間発展の様子である．負号で表した自由
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図–8 滑り分布の時間発展 (全無限)
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図–9 滑り速度の時刻歴 (全無限)

表面側では傾斜角により違いが認められるが，断層下
端付近ではそれぞれの角度に顕著な違いは見られない．
図–13，14に滑り速度，表面力の時刻歴を示す．全無
限媒質と比較して自由表面付近の滑り速度のピーク値
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図–10 表面力の時刻歴 (全無限)

図–11 半無限均質媒質の解析モデル

が大きいこと，断層が低角なほどピーク値が大きいこ
とが認められる．また図–15に，破壊開始時刻を傾斜
角 45◦，90◦，全無限媒質の場合について示す．これよ
り破壊開始時刻は自由表面を有し，傾斜角が低角なほ
ど早い，すなわち破壊伝播速度が速いことが認められ
る．この特徴は，断層が自由表面を切らない場合につ
いて自由表面の影響を調べた結果21)と同様の特徴であ
り，自由表面からの反射波の影響を受けやすい低角断
層ほど，破壊の進展が励起されやすいと考えられる．

5.2 二層構造地盤

図–16に示す二層構造地盤における断層を対象とした
数値解析について示す．地盤モデルの下層は，先ほどと
同じ均質媒質で S波速度 3464m/s，密度 2670kg/m3と
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図–12 滑り分布の時間発展 (半無限)
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図–13 滑り速度の時刻歴 (半無限)

する．一方，上層はS波速度 2000m/s，密度 2300kg/m3

の均質媒質とし，幅 4000mの断層を上端が媒質境界に
接するように配置する．要素幅を 10m とし，傾斜角
45◦，60◦，75◦，90◦の場合に地盤内の各要素の最大せ
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図–14 表面力の時刻歴 (半無限)
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図–15 破壊開始時刻 (右図は左図の拡大)

ん断ひずみ値を求める．
破壊フロントがちょうど媒質境界に達した時刻での

地盤内の最大せん断ひずみ場を各傾斜角について図–17
に示す．z = 0で表される点線が媒質境界で，黒線が
断層である．傾斜角 90◦ の場合は，上層で断層面の延
長方向に大きなせん断ひずみ場が発生するのではなく，
断層面の延長方向に対して傾いて大きなせん断ひずみ
場が発生する．これはフラワーストラクチャのような
地表面付近の断層面形成22)と関連している可能性があ
る．傾斜角 45◦ の場合においても，同様で，上層で断
層面の延長方向に大きなひずみ場は発生しない．傾斜
角 90◦ の場合と異なる点は，断層の上盤側に大きなひ
ずみの領域が存在するために断層面に対して非対称な
モードとなることである．また，この非対称性の程度

図–16 二層構造地盤の解析図
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図–17 最大せん断ひずみ場

は，傾斜角が 45◦，60◦と高角になるにつれ減少してい
くこともわかる．

6. まとめ

本研究では，拡張有限要素法（X-FEM）を用いて 2
次元 SH波動場の断層の自発的破壊を解析した．自発的
破壊問題に特有である力学的境界条件と幾何学的境界
条件の遷移を考える際，Middle state要素を導入する
ことで，従来の BIEMによる解とおおむね一致する計
算結果を得ることができた．次に，自由表面を含む半
無限均質媒質中で傾斜角を変えて解析を行ったところ，
低角の方が破壊伝播速度が速く，滑り速度のピーク値
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が大きいことがわかった．また，二層構造媒質中の解
析を傾斜角を変えて行ったところ，傾斜角が低角の場
合は，せん断ひずみ場が断層面に対して非対称なモー
ドとなる可能性があり，この非対称性の程度は傾斜角
が高角になるほど減少していくことがわかった．また，
傾斜角が高角の場合，上層で断層面の延長方向に対し
て傾いた方向に大きなせん断ひずみ場が発生すること
がわかった．
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