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粒状材料の弾性変形特性に関する数値実験

Numerical experiments for elastic deformation characteristics of granular materials
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In this study, we discussed the elastic deformation characteristics of granular materials by the

micro-scale analysis in the multi-scale numerical method. At first, we showed the outline of our

multi-scale method for granular materials. In the method, the micro-scale analysis plays a role

of the constitutive equation in the macro-scale problem. By directing our focus to this feature

of the multi-scale theory, we carried out the numerical experiments to investigate the elastic

deformation characteristics. As the results, we were able to obtain the important information

about the elastic deformation characteristics of granular materials.

Key Words : elastic deformation characteristics, granular materials, micro-scale numerical
experiments, global-local modeling

1. はじめに

粒状材料に対して hypoplasticity1),2)やマイクロメカ
ニックスモデル3),4),5)など塑性論とは異なるアプロー
チによる構成式も提案されてはいるが，これら以外の
大部分は金属塑性論に基づくもの6),7)である．また，繰
り返し負荷挙動や滑らかな弾塑性遷移など実材料の忠
実な変形挙動の記述を目的として，降伏面の内部を純
粋な弾性域と仮定しない非古典弾塑性論に基づく構成
式が数多く提案されている8)．

これらの金属塑性論に基づく構成式においては，弾
性ひずみ増分と塑性ひずみ増分とに分離して増分型の
構成式をそれぞれに定式化し，全ひずみ増分はこれら
を合計することで評価する．粒状材料の構成式に関し
て塑性ひずみ増分については現在まで多くの研究者に
より活発に研究が行われているが，弾性部分に関して
は修正応力を用いて検討している例等9)はあるものの，
単に等方線形弾性体の構成式を適用していることが多
い．その理由としては，粒状材料の場合には塑性変形
が卓越しており弾性変形は比較的小さいと認識されて
いることが挙げられる．また，実験において弾性部分
と塑性部分とに正確に分離することが困難であるため，
構成式研究の一般的な手法は，塑性ひずみ増分を複雑
に定式化し等方線形弾性体と仮定した弾性ひずみ増分
と足しあわせて全ひずみ増分を評価することで実験事
実と比較し検討している．しかしながら，変形理論が微
小変形から有限変形や大変形などへ移行してきている
現在においては弾性部分を微小と考えることには多少
無理があると考えられるし，弾性変形として取り扱う

必要のある部分と塑性変形として取り扱う必要のある
部分とに正確に分離して考える方が合理的である．し
たがって，粒状材料の変形挙動を正確に記述するため
には，まず，変形を弾性部分と塑性部分とに正確に分
離し，それぞれの特性を十分に把握する必要がある．

このような目的を実験により行うことは非常に難し
く，数値解析的な検討が有効である．粒状材料の弾塑性
変形挙動に関する数値実験的研究として，Bardet10)や
Kishinoら11)が離散体解析手法を用いた数値実験によっ
て塑性流動則に関する研究を，Chengら12)は粒子破砕
を考慮した数値解析により破砕性粒状材料の破壊基準
に関する研究を行っている．また，金子らは非線形均
質化理論に基づく粒状体マルチスケール解析13),14),15)

の概念に基づき，そのミクロスケール解析を用いて塑
性流動則や負荷面16)，破壊基準17)，応力主軸回転時の
変形挙動18),19)などの検討を行っている．

数学的均質化理論20),21)に基づく粒状体マルチスケー
ル解析13),14),15)は，巨視的な構成式を用いること無く，
粒子の集合体である粒状材料の変形特性を反映した境
界値問題の解析手法である．粒子集合からなる構造体
は数学的均質化理論により，等価均質体と微視構造に
分離され，マクロとミクロといった２つのスケールの
境界値問題として記述される．マルチスケール解析法
はこれらマクロおよびミクロスケール問題を連成して
同時に解く解析手法であり，粒状体マルチスケール解
析法においてはマクロスケール問題には有限要素法を，
ミクロスケール問題には粒状要素法22),23)を用いてい
る．本解析手法においては通常の有限要素法における
構成式の役割は周期境界制御による粒状要素法による
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ミクロスケール解析が担うことになる．つまり，数学
的均質化理論によれば，周期境界条件下でのミクロス
ケール解析が巨視的な応力ひずみ関係を与えることと
なり，ミクロスケールに与えた粒状体の微視的変形特
性を忠実に反映した構造解析が可能となる．しかしな
がら，粒状体マルチスケール解析法は全体構造内部の
全積分点において微視スケール解析を行う必要があり，
計算時間・計算負荷の点から現在の計算機性能をもっ
てしても実用的に使用するのは困難である．さらには，
学術的観点から見れば現象をできる限り正確に記述し
その本質を理解するための構成式の構築が必要である．
本研究では，粒子集合材料の弾性特性について検討・

考察するために，粒状体マルチスケール解析における
ミクロスケール解析が構成関係を与えることに着目し，
これを用いて粒状材料の弾性変形特性を把握すること
を目的として数値実験を行う．具体的には，特に，粒
子の弾性特性と集合体としての平均弾性挙動の関連性，
種々の応力状態における弾性ひずみ増分応答，微視的
内部構造と弾性変形特性の関係について考察する．

2. 粒子の弾性と集合体の弾性特性の関係

2.1 粒子間構成式と制約条件
本章では，粒子自身の弾性特性と集合体としての平

均弾性変形特性の関係を考察する．ここでは，本研究
で用いた粒状要素法を用いたミクロスケール解析手法
のうち，弾性変形特性に関する解析結果に直接的に関
係する粒子間構成式と制約条件について簡単に示す．
粒子は球形に理想化し，球形粒子自身は剛体要素で

あり粒子の弾性的な変形は粒子間に設定した構成式で
表現する．粒子間の接触力と相対変位との弾性関係を，
粒子がすべりを生じるまでの相対変位が微小であると
考え，ここでは接触点における増分型の構成式はすべ
りが生じない限り以下の線形関係で表す．

ΔT ij = sij [[Δu ij ]] (1)

ここに，sij は粒子 iと粒子 jの間の接触点 Cij におけ
る仮想バネ剛性マトリクス

sij =

⎛
⎜⎝

sN 0 0
0 sT 0
0 0 sT

⎞
⎟⎠ (2)

であり，ΔT ij は粒子 iと粒子 jの間の接触力増分ベク
トル，[[Δu ij ]]は相対変位増分ベクトルである．
摩擦による制約条件は接触力の法線および接線方向

成分をそれぞれ T ij
N，T ij

T として，以下のようなMohr-
Coulomb条件を仮定する．∣∣∣T ij

T

∣∣∣ ≤ T ij
N tanφ (3)

この条件を満たさない場合，粒子間にすべりが生じる
こととし強制的に接線方向接触力をこの限界値に戻す

修正を行う．ここに，φは粒子間摩擦角である．粒子
同士の接触条件は

[[uij
N ]] > 0 (4)

により与えられる．接触条件を満たさない場合には接
触力 T ij は強制的に 0とする．
本研究で用いるミクロスケール解析手法においては，

接触点における法線および接線方向バネ剛性 sN , sT と
粒子間摩擦角 φの３つの材料パラメータが用いられる．
集合体の弾性挙動に大きく影響を与えるパラメータは，
粒子自身の弾性特性を表す法線方向と接線方向の２つ
のバネ剛性であり，ここではこれら２つのパラメータ
のみを変化させたモデルを複数作成し解析を行うこと
で，粒子の弾性特性と集合体の平均挙動としての弾性
特性の関係について考察する．

2.2 解析の概要
本論文においては，マルチスケール解析のミクロス

ケール部分のみを取り出して粒状材料の弾性特性につ
いて考察する．マルチスケール解析手法のミクロスケー
ル解析は周期境界条件を仮定しているため，本論文で
は全ての解析において周期境界条件を用いる．また，応
力Σを加えて得られるひずみEを弾性部分と塑性部分
に分離する必要があることから応力プローブ試験11)を
行う．応力プローブ試験とは，任意の応力状態におか
れた材料の応力増分とひずみ増分との関係を調べ，増
分型の連続体構成モデルの考察を行うための一連の試
験である．ある応力状態から種々の方向に大きさ一定
の微小な応力増分による載荷・除荷を行い，応答とし
て得られるひずみ増分を評価する．載荷時に生じたひ
ずみ増分のうち，除荷過程において回復するひずみを
弾性ひずみ増分，非回復ひずみを塑性ひずみ増分と見
なすことができる．したがって，本研究における粒状
要素法によるミクロスケール解析は応力制御によりシ
ミュレーションを行う．なお，個別要素法26)は応力を
精度良く制御して解析を行うことが非常に困難であり，
粒状要素法を用いることで応力空間上の解析を精度良
く行うことができ，粒状要素法を用いることの利点の
一つである．
本研究で用いた粒状体モデルは，粒径 0.03～0.07mm

の範囲で 1073個の球粒子を立方体領域にランダムに発
生させた後，解析に必要なパラメータを設定して等方
応力 100kPaを作用させ，全粒子のつり合い状態を満
足するように作成した．本モデルの粒径分布は図–1に
示す通りである．この集合体モデルに対して粒子間摩
擦角 φ =15°を一定とし，表–1に示すように法線およ
び接線方向バネ剛性を変化させた 17個のモデルを作成
した．モデルA-1～A-8は，法線方向成分と接線方向成
分の比を 0.7と一定にして，

√
s2

N + s2
T を変化させた．

また，B-1～B-9については
√

s2
N + s2

T を 100kN/mと
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して，法線および接線方向の比 sT /sN を変化させてい
る．モデルA-6の初期状態の粒子配置を例として図–2
に示す．なお，初期つり合い状態を満足した際には，間
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図–1 粒子集合体モデルの粒径分布

表–1 解析に用いた粒状体モデルのパラメータ

No. sN sT

√
s2
N + s2

T sT /sN

(kN/m) (kN/m) (kN/m)

A-1 0.4095 0.2867 0.5 0.7
A-2 0.8190 0.5734 1.0 0.7
A-3 4.095 2.867 5.0 0.7
A-4 8.190 5.734 10.0 0.7
A-5 40.95 28.67 50.0 0.7
A-6 81.90 57.34 100.0 0.7
A-7 409.5 286.7 500.0 0.7
A-8 819.0 573.4 1000.0 0.7

B-1 70.71 70.71 100.0 1.0
B-2 74.33 66.90 100.0 0.9
B-3 78.09 62.47 100.0 0.8
B-4 85.75 51.45 100.0 0.6
B-5 89.44 44.72 100.0 0.5
B-6 92.85 37.91 100.0 0.4
B-7 95.78 28.73 100.0 0.5
B-8 99.01 19.80 100.0 0.2
B-9 99.50 9.950 100.0 0.1

図–2 粒子集合体モデルの例（モデル A-6）

隙比は粒子間バネ剛性の大きさに依存して若干変化す
るが，ほぼ一定の値となっている．また，ファブリッ
クテンソルの対角項はどのモデルにおいても初期つり
合い状態においては 1/3程度であり，微視的内部構造
もほぼ等方であることを確認している．
作成した初期状態に対して p̄ − q 面における応力プ

ローブ試験11)を行い，弾性ひずみ増分を抽出し集合体
の弾性特性を抽出した．ここで，q は q =

√
2(Σzz −

Σxx)/
√

3と定義されるせん断応力である．また，p̄は
(Σxx + Σyy + Σzz)/

√
3であり，

√
p̄2 + q2 = ‖Σ‖とな

るように平均応力 pを補正した応力パラメータである．
石井ら23)は，粒状要素法を用いて応力プローブ試験

を行う場合，応力増分の大きさは側圧の 0.0001～0.02
倍程度であれば結果に応力増分の大きさに依存して不
具合が生じないことを示している．したがって，本研
究での応力プローブ試験は，各平面内において応力増
分 ‖ΔΣ‖ = 1kPaとし，1°毎 360方向について行った．

2.3 解析結果とその考察
(1) 粒子間バネ剛性の大きさの影響
まず，図–3にモデルA-1～A-8に対して行った応力プ

ローブ試験の結果得られた弾性ひずみ増分応答を示す．
図中の弾性ひずみ増分に関するパラメータΔpe,Δqeは，
応力プローブ試験において作用させた応力のパラメー
タ p̄および qに対応しており，それぞれ

Δpe = (ΔEe
xx + ΔEe

yy + ΔEe
zz)/

√
3 (5)

Δqe =
√

2(ΔEe
zz − ΔĒe)/

√
3 (6)

と表される．ここで，Ēe = (Ee
xx + Ee

yy)/2である．
モデルA-1～8は，バネ剛性の大きさを変化させてい

るが，同図より，バネ剛性が大きくなっても弾性ひず
み増分として得られる集合体の応答を表す形状は類似
した長軸が縦軸方向，短軸が横軸方向となる楕円形を
示し，大きさのみが変化することがわかる．バネ剛性
が大きくなると粒子集合体の剛性が大きくなり，得ら
れる弾性応答は同様の応力増分に対して小さくなる．
等方弾性体の構成式を適用して数値実験と同様に応

力プローブ試験を実施して得られる弾性ひずみ増分応
答を図–3と同様の図にプロットすると，長軸が縦軸，
短軸が横軸方向となる楕円形の応答を示す．図–4に例
として，モデル A-6の場合の数値実験結果と等方弾性
構成式とを比較して示す．なお，等方弾性体の増分型
構成式は

ΔEe
ij =

1 + ν

e
ΔΣij − ν

e
ΔΣkkδij (7)

と表され，ここではヤング率 eとポアソン比 ν を p軸
方向と q軸方向への２つの経路のプローブ試験結果を
代表値として上式により逆算した．解析結果より逆算
したモデル A-6に対するヤング率は e=81.83 MPa, ポ

3
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図–3 弾性ひずみ増分応答（モデル A-1～A-8）
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図–4 等方弾性体構成式と数値実験結果の比較（モデルA-6）

アソン比は ν=0.119となり，これらを用いて弾性ひず
み増分を計算している．同図から，初期等方応力状態
における弾性ひずみ増分応答は，等方弾性体の構成式
で非常に精度良く近似できることがわかる．なお，そ
の他のパラメータを用いたモデルについても同様に等
方弾性体の構成式で近似可能であった．

各モデルについて同様にして求めたヤング率および
ポアソン比とバネ剛性の大きさの関係を図–5に示す．
図–5(a)は，ヤング率とバネ剛性の大きさの関係を両
対数グラフに表したものであり，同図より，バネ剛性
の大きさとヤング率は両対数グラフでほぼ直線関係に
あることがわかる．図–5(b)は，ポアソン比とバネ剛
性の大きさの関係を片対数グラフにあらわしたもので
ある．同図より，バネ剛性の大きさが大きくなると若
干ポアソン比も大きくなる傾向にあるが，ほとんど変
わらないことがわかる．以上より，より硬い粒子を用
いるほど集合体のヤング率も大きく硬くなるが，法線
方向と接線方向のバネ剛性が一定であればポアソン比
はほとんど変わらないといえる．
このような，バネ剛性を一定とした場合の解析結果

については，例えば文献 3)のようなマイクロメカニッ
クスモデルにおいても示されており，個別要素法を用
いた検討27)とも一致した傾向を示している．
(2) 粒子間バネ剛性比の影響
次に，図–6にモデル B-1～B-9について同様にして

行った応力プローブ試験の結果得られた弾性ひずみ増
分応答を示す．モデルB-1～B-9については，バネ剛性

4
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(a) ヤング率とバネ剛性の大きさの関係
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(b) ポアソン比とバネ剛性の大きさの関係
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図–5 弾性定数とバネ剛性の大きさの関係（sT /sN = 0.7）

の大きさを一定として法線方向と接線方向成分の比を
変化させたものである．同図より，バネ剛性の法線方
向成分と接線方向成分の比が 1に近いほど，応答とし
て得られる弾性ひずみ増分を表す楕円形の短軸の長さ
が長軸に近く，バネ剛性比が小さくなるにつれて長軸
が長くなることがわかる．また，バネ剛性比 0.3より
小さくなると急激に長軸が長い楕円となる．
図–7はバネ剛性比とヤング率，ポアソン比の関係を

示している．同図より，バネ剛性が 0.6以上であればヤ
ング率はほとんど変化しないが，バネ剛性比が 0.5以
下となるとバネ剛性の大きさは一定にしているにもか
かわらずヤング率が急激に低下することがわかる．ま
た，ポアソン比は，バネ剛性比が小さくなるにしたがっ
て大きくなる．
バネ剛性の値は粒子サイズと相対的な関係により特

性が変化するが，本研究で用いた粒径を用いる場合に
は，砂質土のヤング率は通常 101MPa程度のオーダー
であり，本研究で用いているミクロスケール解析手法を
用いて砂質土の挙動を解析する場合には，バネ剛性の
大きさを 101kN/m程度に設定すべきことがわかる．砂
質土の一般的なポアソン比は 0.1～0.3程度であり，バ
ネ剛性比が 0.1～0.8の範囲ではほぼ妥当な値を示すと
いえる．
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図–6 弾性ひずみ増分応答（モデル B-1～B-9）

3. 応力状態と弾性ひずみ増分応答の関係

3.1 解析の概要
本章では，種々の応力状態における弾性ひずみ増分

応答について考察するために，各種応力条件下で数値
実験を行う．解析に用いた粒子集合体モデルは図–2に
示したものと同様であり，粒径の分布は図–1に示した
通りである．法線および接線方向剛性 sN =50kN/m,
sT =35kN/m, 粒子間摩擦角 φ =15°を用いた．本モ
デルは，粒径 0.03～0.07mmの範囲で 1073個の球粒子
を立方体領域にランダムに発生させ，各パラメータを
設定した後，等方応力 100kPaによりつり合い状態を
満足するように作成している．
まず，図–8に示した４つのケースの載荷経路におい

て載荷シミュレーションを実施した．ここで，pは平均
応力であり，q は q =

√
2(Σzz − Σxx)/

√
3と定義され

るせん断応力である．経路（path）0は，等方圧縮経
路であり，粒状材料の弾性変形特性の拘束圧依存性に
ついて検討するために設定している．また，経路 1は

5
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(a) ヤング率とバネ剛性比の関係

ν

(b) ポアソン比とバネ剛性比の関係
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図–7 弾性定数とバネ剛性比の関係 (
√

s2
N + s2

T =
100kN/m)

平均応力一定の三軸圧縮，経路 2は実際の実験と同条
件の側圧一定三軸圧縮，経路 3は平均応力一定三軸伸
張試験の経路であり，いずれも種々のせん断応力条件
下での弾性ひずみ増分応答を調べるための経路である．
載荷試験を実施した後，初期等方応力状態を含めた

種々の応力状態において，p−q面およびπ平面における
応力プローブ試験を実施した．応力プローブ試験は，応
力増分 ‖ΔΣ‖ = 1kPaとし，各平面内において 1°毎 360
方向について行った．p−q面上での応力プローブ試験を
実施するあたっては，前章と同様に，

√
p̄2 + q2 = ‖Σ‖

となるように p̄ =
√

3pと補正した p̄ − q空間を用いて
応力を制御した．

3.2 解析結果とその考察
(1) 応力ひずみ関係
図–9にケース 1～3のせん断載荷シミュレーション

の結果得られた応力ひずみ関係を示す．同図の縦軸に
示した応力比は，せん断応力と平均応力の比 |q|/pを表
しており，横軸の γoctは八面体せん断ひずみを表して
いる．同図の経路 1および 2の応力比と八面体せん断
ひずみの関係より，２つの圧縮経路においてはほぼ同
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図–8 せん断載荷経路と応力プローブ試験点
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図–9 応力ひずみ関係（経路 1～3）

様の応答を示し，伸張方向には若干弱いといった粒状
材料特有のせん断変形特性が現れていることがわかる．
また，経路 2は実際の三軸圧縮試験をシミュレートし
た経路であるが，せん断ひずみと体積ひずみの関係よ
り正のダイレイタンシーが現れており，ここで用いる
粒子集合体モデルは，密な砂のような挙動を示すこと
がわかる．
(2) 微視的内部構造変化
本研究で用いた周期境界制御粒状要素法による微視

スケール解析においては，個々の粒子のつり合い式を
解くため，集合体内部での粒子接触情報を収集するこ
とが可能である．粒子の幾何学的な接触状況が集合体
の弾性変形特性に大きく影響を与えると考えることが
できるため，ここでは，粒状集合体内部の幾何学的微
視構造を表す指標であり，次式で定義されるファブリッ
クテンソル28),29)を算出し，載荷に伴う微視構造変化を
評価する．

F =
1

2N

2N∑
i=1

n i ⊗ n i (8)

ここで，N は集合体内部での粒子接触点数であり，ni

は i番目の接触点における外向き単位法線ベクトルを
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図–10 圧縮およびせん断に伴う微視構造変化

表している．ファブリックテンソルは，微視的内部構
造を表す指標であり，対角項の和が常に１になるよう
に正規化されている．また，３つの対角項が 1/3にな
る場合に完全に等方的な微視構造と判断される．
図–10に，圧縮およびせん断載荷に伴うファブリッ

クテンソルの対角項の変化を経路 0と 1の場合を例に
示す．同図より，等方圧縮の経路 0の場合には，ファ
ブリックテンソルの対角成分は全てほぼ 0.33になって
おり，幾何学的微視構造はほぼ等方的といえる．また，
経路 1の平均応力一定三軸圧縮においては，せん断が
進展するにつれて圧縮される z 軸方向の接触分布が卓
越し，側圧方向の x軸および y軸方向には接触分布が
減少してくることがわかる．
微視構造の異方性の度合いを表すために，偏差ファ

ブリックテンソル F d を次式のように定義する．

F d = F − 1
3
(trF )δ (9)

ここで，δはクロネッカーのデルタである．偏差ファブ
リックテンソルの大きさが 0であれば，微視構造が完
全に等方的であることを表し，大きくなるほど異方性
の度合いが大きくなる．
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図–11 せん断に伴う微視構造の異方性
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図–12 等方拘束圧による弾性ひずみ増分応答の変化

図–11 に経路 1～3 のせん断載荷に伴う偏差ファブ
リックテンソルの大きさ

√
F d · F d の変化を示す．同

図より，経路 3の平均応力一定三軸伸張の経路で最も
微視構造の異方性が大きいことがわかる．また，経路
1と 2の平均応力一定および側圧一定三軸圧縮経路に
おいては，ほぼ微視構造変化は類似した傾向を示すこ
とがわかる．
次節では，これらの載荷に伴う微視構造変化を念頭

において，弾性ひずみ増分応答に関する考察を行う．
(3) 等方圧縮経路における弾性ひずみ増分応答
ここでは，まず，経路 0の等方圧縮経路のいくつか

の応力状態における応力プローブ試験結果より，粒状
材料の弾性変形特性の拘束圧依存性を検討する．
図–12 に，等方拘束圧 100kPa, 200kPa, 300kPa,

400kPa, 500kPa, 600kPa における応力プローブ試験
の結果から得られた弾性ひずみ増分応答を示す．弾性
ひずみ増分応答は，前章と同様にΔpe −Δqe空間上に
示した．同図より，等方応力状態においてはΔpe−Δqe
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空間上に示した弾性ひずみ増分応答が，長軸が縦軸方
向，短軸が横軸方向の楕円形となる．つまり，等方応
力状態においては粒状材料の弾性ひずみ増分は等方弾
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図–13 等方拘束圧と弾性定数の関係

性体の構成式で表すことができると言える．前節で示
したファブリックテンソルで表される微視構造は，等
方応力状態の場合にはほぼ等方的になっており，等方
的な微視構造の場合には弾性ひずみ増分応答も等方的
になることが予測される．また，等方応力が大きくな
るにしたがって，楕円形が若干小さくなっていること
がわかる．このことは，拘束圧の大きさに依存して硬
くなっていることを表している．
次に，数値実験結果を基に各拘束圧の場合において

前章と同様にしてヤング率とポアソン比を算出した．図
–13に拘束圧の大きさとヤング率およびポアソン比の
関係を示した．同図より，拘束圧が大きくなるとヤン
グ率は若干大きくなり，ポアソン比は若干小さくなる
ことがわかる．したがって，粒状集合体の弾性変形特
性は拘束圧に依存して変化し，拘束圧が大きくなるほ
ど硬くなると言える．また，同図より，ヤング率およ
びポアソン比は拘束圧とほぼ線形関係にある．
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図–14 せん断載荷に伴う弾性ひずみ増分応答の変化 (p-q 面）
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(4) 種々の応力条件下における弾性ひずみ増分応答
ここでは，種々のせん断応力条件下における弾性ひ

ずみ増分応答を検討する．
まず，載荷経路 1, 2, 3のプローブ試験点 a～j にお

いて行った p − q 面における応力プローブ試験の結果
得られた弾性ひずみ増分応答を図–14に示す．同図 (a)
には初期等方応力状態 100kPaの時の結果を比較のた
め等方弾性体を仮定して計算した場合と併せて示した．
同図 (b), (c), (d)は，それぞれ，経路 1, 2, 3の場合の
解析結果である．同図 (b)より，平均応力一定三軸圧
縮経路におけるせん断載荷が進展すると，徐々に弾性
応答の異方性が大きくなり，等方弾性体の構成式では
表現できないことがわかる．また，同図 (c)より，側
圧一定三軸圧縮である経路 2においても，せん断載荷
が進むと異方的な弾性応答を示すことがわかる．また，
経路 2においても，経路 1の場合とほぼ同様の誘導異
方性を示している．さらに，側圧一定三軸伸張試験を
模擬した経路 3の場合には，ある応力比を超えると弾
性ひずみ増分が急激に大きくなっている．また，経路
1, 2の場合よりも弾性ひずみ増分応答の初期等方状態
における応答とのずれが顕著に表れている．図–11に
示したように，微視構造の異方性については，経路 1,
2においては類似しており，経路 3の場合が最も大き
いことから，弾性変形特性の誘導異方性が微視構造の
変化に起因するものと推測される．
載荷経路 1, 2, 3のプローブ試験点 a～jにおいて行っ

た π平面における応力プローブ試験の結果得られた弾
性ひずみ増分応答を図–15に示す．同図は，弾性ひず
み増分テンソルの偏差成分の大きさを応力増分方向に
対応させて π平面上に示したものである．なお，等方
弾性体を仮定した場合には同様の表示においては弾性
ひずみ増分応答は円形となって現れる．同図より，p−q

面内での応力プローブ試験結果と同様に，どの経路に
おいてもせん断が進展するのに伴い弾性ひずみ増分応
答が異方的になることがわかる．また，異方性の現れ
方は，経路 1と 2においては類似しているが，経路 3
では大きく異なる．他の経路と比較して微視的内部構
造がより異方的に発達する経路 3においては，ある応
力状態を越えると非常に異方的となり，等方弾性体で
は全く表現不可能な弾性ひずみ増分応答が現れている．
ここでは，種々の応力状態における弾性ひずみ増分

応答について検討した．粒状材料の弾性構成式として
平均応力 pに依存した構成式が種々検討されているが，
本解析の結果，弾性増分応答は qによっても大きく変
化することがわかった．

4. おわりに

本研究では，粒状材料の弾性変形特性について考察・
検討するために粒状体マルチスケール解析における微
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図–15 せん断載荷に伴う弾性ひずみ増分応答の変化 (π平面）

視スケール解析を用いて数値実験を行った．具体的に
は，粒子の弾性特性と集合体の弾性特性の関係，種々の
応力状態における弾性挙動について述べた．以下，本
研究で得られた結論を整理して示す．

1. 粒子間のバネ剛性の大きさが大きくなると集合体
のヤング率も大きくなり，両対数グラフで直線の
関係にある．バネ剛性の大きさが変化しても集合
体のポアソン比はほとんど変化しない．

2. 粒子間のバネ剛性比が 0.6以上であればヤング率
はほぼ一定であるが，0.5以下になると急激に減少
する．バネ剛性比が減少するとポアソン比は大き
くなる．また，バネ剛性比が 0.1～0.8であればほ
ぼ妥当な集合体のポアソン比の値となる．

3. 等方応力状態における弾性ひずみ増分応答は等方
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線形弾性体で表現可能であるが，ヤング率および
ポアソン比は等方応力の大きさに依存し，これと
ほぼ線形の関係となる．

4. せん断載荷が進展すると弾性ひずみ増分応答は異方
的となり，等方弾性体の構成式では表現できない．

5. 弾性応答の誘導異方性は微視構造変化に起因する
と考えられ，微視構造を表すファブリックテンソ
ルを弾性マトリックスに導入することで表現可能
と考えられる．

また，今後の課題として，提案されている種々の弾
性構成式と比較・検討した議論が必要である．また，初
期異方性を有する粒子集合材料の弾性特性や誘導異方
性を含む粒状材料の弾性構成式の定式化等が挙げられ
る．なお，後者に関しては微視的内部構造の誘導異方
性を合理的に取り込む必要があり，まず，多くの数値
実験により微視的内部構造変化に関する情報を収集す
ることが重要であると考えられる．
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