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せん断強度低減法は斜面安定問題や支持力問題の全体安全率を評価する方法として知られている。し
かしながら、数理的な視点からせん断強度低減法の性質を議論した研究例は見当たらない。そこで、
本論文ではせん断強度低減法について、最適化問題の観点から検討を加えた。その結果、荷重が比例
載荷で与えられる場合、摩擦性（内部摩擦角が 0でない）材料では、基準荷重の大きさによって全
体安全率と終局限界荷重の関係が非線形となり、基準荷重が安全側の場合は控えめな結果を、基準荷
重を終局限界荷重以上とする場合は危険側の結果を与えることを示した。さらに、極限解析法とせん
断強度低減法の比較を行い、荷重係数とせん断強度低減率の類似性と相違点について検討した。
Key Words : shear strength reduction method, optimization, limit analysis, factor of safety

1. はじめに

地盤工学における斜面安定問題や基礎の支持力問題
においては、斜面や基礎の崩壊時に作用する外力を評
価することが最も重要であり、これを具体的に評価す
るさまざまな解析法が提案されてきた。それらは大ま
かに以下のように分類される。
• 剛塑性力学の枠組みで評価するもの
• 弾塑性力学の枠組みで評価するもの
このうち、せん断強度低減法 (Shear Strength

Reduction Method) は弾塑性力学の枠組みで斜面等の
安全率を評価する方法である。ここで言う安全率とは
以下のように定義される。
ある弾塑性境界値問題において、所定の一定外力（物

体力および表面力）が作用している状態を考える。こ
のとき、釣合系を満足し、しかもせん断応力が「地盤
のせん断強度 τを定数 F で除した仮想的なせん断強度
τF」を上回らないような応力場が存在すれば、この弾
塑性境界値問題の安全率を F であると定義する。仮想
的なせん断強度 τF は以下のように表せる。

τF =
c′

F
+ σ′

tanφ′

F
, (1)

ここに c′, φ′ は土の見かけの粘着力と内部摩擦角であ
り、σは直応力（ただし圧縮を正とする）である。
このせん断強度低減法のアイディアを実装した弾塑

性有限要素法は、Zienkeiwicz et al. 1)に遡るが、実務
上使用される各種斜面安定解析法との比較によって全
体安全率の精度や計算法の適用性を具体的に議論した
のは鵜飼である2),3)。また、Duncan-Changの応力ひず
み関係にせん断強度低減法を組み込んだ有限要素解析
もMatsui & San4)によって提案されている。その後、い
ろいろな種類の例題を取り上げてせん断強度低減法の
有効性を検討した研究5) が行われる等、せん断強度低

減法を実装した有限要素法に関する数値実験例はすで
に数多く発表されている。同様に、せん断強度低減法
を実装した有限差分法による議論は Dawson et al. 6)に
よって行われている。これらの研究では、せん断強度
低減法を実務に展開するための基礎的な情報を得るこ
とに主眼がおかれており、異なる数値解析手法を用い
た複数の結果を比較することによってその有用性を議
論し、従来の極限平衡法に代わって実務的に利用可能
であることを明らかにしている。
その一方で、最適化問題の視点から、せん断強度低

減法の理論的な構造について議論した研究例は見当た
らない。著者らはこれまで剛塑性力学の枠組みで、極限
解析法の数理的な構造の分析と数値解法の開発を行っ
てきている7)。本論文では、これら極限解析法について
得られた知見に基づき、新たにせん断強度低減法の数
理的な構造を分析し、得られる解の性質を検討する。
さらに、今後は性能設計法の本格的な導入とともに、

複数の異なる性能照査法で構造物の性能を照査する機
会も増加すると思われる。このような場合、エンジニ
アリングとして重要なことは、複数の異なる性能照査
法が与える解の性質や、それら相互の関係を把握して
おくことである。このような観点から、本論文ではせん
断強度低減法と極限解析法の比較を行い、これらの方
法の関係を終局限界荷重を評価する観点から議論した。

2. せん断強度低減法の数理構造

2.1 各種安定解析法の分類
まず、斜面安定問題や支持力問題に適用される各種

解析手法について、簡単に分類を行い、その力学的な
性質についてまとめておく。
剛塑性力学の枠組みで評価する方法としては、以下

の 3つが代表的である。
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極限解析法
極限定理に基づいて、崩壊時の荷重とモードを評価

する方法。静力学条件から崩壊荷重を評価する下界法
と運動学条件から崩壊荷重を評価する上界法があり、得
られる崩壊荷重は下界法の解 ≤ 正解値 ≤ 上界法の解
となる。
特性曲線法
釣合条件と破壊条件を用いて、応力場の特性方向を

求め、静的許容な応力場（とそれに対応する崩壊荷重
およびモード）を求める解法。塑性域での応力場のみ
を検討した解は不完全解と呼ばれる。もし剛体域への
応力場の拡張を行い、釣合条件と破壊条件を対象領域
全てで満足していることが確認できれば、その解は下
界に属する解である。また、しばしば正解と一致する
精度の高い解が得られる。主に２次元問題について用
いられる。
極限平衡法
任意の破壊形状に対して、破壊面（すべり面）での

破壊条件と、崩壊する土塊の釣合を考慮して崩壊時の
荷重とモードを評価する方法。一見すると下界法のよ
うにも見えるが、土塊内部の応力状態が破壊条件を破
らないことを検証していないため、得られる解が正解
値を下回る保証はない。
一方、以下の 3つは、弾塑性力学の枠組みで系の安

定性を評価する方法である。
弾塑性 FEM解析法
支配方程式の増分形を発展的に解き、系の挙動を逐

次的に追いかけて評価していく方法。各増分方程式を
解く際には、材料の塑性応答を考慮した弾塑性接線剛
性マトリックスを用いる。さまざまな分野で最も広く
用いられている解法。
せん断強度低減法
弾塑性 FEM解析法を用いて、所定の外荷重に対する

系全体の余裕度を評価する方法。せん断強度を定数 F
で除して割り引いた強度に対して、弾塑性 FEMを実施
し、計算が収束しなくなるような最大の F を求めるこ
とによって、系全体の余裕度を定量的に評価する。
Linear Matching Method
線形弾性 FEMを利用して弾塑性解が満たすべき応力

場を繰返し計算で評価する方法。所定の外荷重に対す
る線形弾性応力解を求め、もし破壊条件を破る要素が
あれば、その剛性を順次低減させて再度、線形弾性応
力解を求める。これを繰返し、最終的に外荷重と釣合
い、しかも破壊条件を満足する応力場を求める8),9)。
本研究では、せん断強度低減法を取り上げ、その数

理的な構造と解の性質について議論する。せん断強度
低減法は弾塑性力学の枠組みで評価する方法の１つと
して分類している。これは、実際に数値計算を行う過
程は、さまざまな定数 F について、材料のせん断強度
を定数 F で除して割り引いた系に対して弾塑性解析法
を行い、解が収束しなくなるような F を求める。つま
り計算の収束性をもって、系の塑性状態を推定し、塑
性崩壊状態に対応する定数 F を求めていることにほか
ならない。
さて、塑性崩壊時に対応した物理量を用いて議論を

行えば、その数理的構造や解の性質について有用な情

報が得られることが期待できる。下界法にに基づく許
容応力場は、外荷重に対する線形弾性応力とゼロ外力
に釣合う自己釣合応力の和で表現可能である1。塑性変
形による強度パラメータの変化がない弾完全塑性体を
取り上げれば、許容応力場に関する上記の表現は、弾
塑性解析によって得られる応力場と同一となる。した
がって、弾完全塑性体からなる系の許容応力場の議論
を簡潔に行うために、下界法に基づく許容応力場の議
論が援用できることが分かる。そこで、本論文では剛
塑性力学の枠組みでせん断強度低減法の数理構造につ
いて調査を行う。

2.2 最適化問題としてのせん断強度低減法

(1) 対象とする問題

ここでは最適化問題の観点から、剛塑性境界値問題
に属する最適化問題としてせん断強度低減法の定式化
を行い、その数理的な構造について議論する。なお、以
後の議論では、連続体で通常用いる定義に従って、応
力やひずみは引張りを正にとる。
地盤は Drucker-Pragerの破壊規準に従う剛完全塑性

材料とする。固定境界条件（Dirichlet境界条件）S u上
では速度ゼロとし、荷重としては自重など一定の物体
力に起因する荷重Γcと、地震荷重など構造物に作用す
る環境外力 Γ0 からなる。せん断強度の低減係数を m
と表す。この低減係数は式 (1)の定数 Fの逆数である。
さて、せん断強度低減法では、釣合式を満たし、破

壊条件を破らない応力場のうち、せん断強度低減係数
mを最小にするようなものを求める最適化問題である。
これを有限要素法によって離散化した形で表現すると
以下のとおりである。

Find m→ min (2)

s.t.∫
V

BTσ dV − Γ0 − Γc −DT
d p = 0 (3)

f (σ,m) ≤ 0 (4)

ここに行列Bは有限要素法の Bマトリクス、ベクトル
σは各積分点での応力を成分とするベクトル、行列Dd

は全節点の変位速度とディリクレ境界条件を対応付け
る行列、ベクトル pはディリクレ境界条件での反力ベ
クトル、ベクトル Γc,Γ0 はそれぞれ自重による一定荷
重を表す荷重ベクトルと、外力による荷重ベクトルで
ある。また、ベクトル f は各積分点での降伏関数値を
成分として持つベクトルである。

(2) 降伏関数

Drucker-Prager モデルにせん断強度低減法を導入し
た降伏関数は以下の形で表せる。

f (σ,m) = mασm +
√
J2 − mc (5)

ここに α, cはDrucker-Pragerモデルの材料定数、σmは
平均応力、J2は偏差応力テンソルの第２不変量である。

1 なお、この表現は弾塑性仮説と等価であることに注意されたい。
つまり、自己釣合応力に弾性コンプライアンスを乗じた弾性ひ
ずみと塑性変形によって生じる塑性ひずみの和が適合系を形成
することを意味する。
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(3) せん断強度低減法のラグランジアン
この最適化問題のラグランジアン LRは以下のように

書ける。

LR =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−m + κ ·

{∫
V

BTσ dV − Γ0 − Γc −DT
d p

}

−λ · f (σ,m) if λ ≥ 0

+∞ otherwise

(6)

ラグランジュ双対理論に従えば、主問題である強度
低減係数 mの最小化問題は、スカラー量 (−m)の最大
化問題として、ラグランジアン LRに関する以下の上限
操作および下限操作より得られる。

inf
m,σ,p

{
sup
κ,λ

LR

}

具体的には以下の最適化問題が得られる。

Find -m→ max

s.t.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∫
V

BTσ dV − Γ0 − Γc −DT
d p

f (σ,m) ≤ 0
(7)

一方、対応する双対問題は、上限操作と下限操作の
順序を入れ替えることにより導出でき、具体的に以下
の最適化問題として書ける。

inf
κ,λ

{
sup
m,σ,p

LR

}
= 0

inf
κ,λ

[
sup
m,σ

{
−m + κ ·

∫
V

BTσ dV − λ · f (m,σ)
}

∫
V
− κ · (Γ0 + Γc)

]
(8)

s.t. Ddκ = 0 (9)

降伏関数の非線形性のために、陽な形で双対問題の目
的関数は表現できないが、降伏関数 f (m,σ)が十分に
滑らかで微分可能であるとすれば、変数 mおよび σの
上限操作と等価となる、次の２つの変分の停留条件が
得られる。

− 1 − λ ·
(
∂f

∂m

)
= 0 (10)

∫
V

Bκ dV −
(
∂f

∂σ

)T
λ = 0 (11)

双対問題の目的関数値から主問題の目的関数値を差
し引いた双対ギャップ Gを整理すると

G = −λ · f (σ,m) ≥ 0 (12)

となる。したがって、双対ギャップがゼロとなる相補性条
件では、あらゆる積分点において降伏関数値 f (σ,m) ≤ 0
とラグランジュ定数 λ ≥ 0の積が 0となる。
この相補性条件を力学的に解釈すれば、各積分点で

の材料の変形状態が塑性、剛体、中立のいずれかの状
態であることを示している。

塑性: 降伏関数値が f = 0となる
剛体: ラグランジュ定数が λ = 0となる
中立: 降伏関数値、ラグランジュ定数のいずれもが 0と

なる
(4) KKT条件
これらを総合すると、せん断強度低減法による最適

解が満たすべき条件であるKKT条件は、以下のように
書ける。∫

V
BTσ∗ dV − Γ0 − Γc −DT

d p∗ = 0 (13)

− λ∗ · f (σ∗,m∗) = 0, f (σ∗,m∗) ≤ 0, λ∗ ≥ 0 (14)

− 1 − λ∗ ·
(
∂f

∂m

)∗
= 0 (15)

∫
V

Bκ∗ dV −
(
∂f

∂σ

)∗T
λ∗ = 0 (16)

(5) 正解による外部仕事率と内部消散率
正解の適合系 (κ∗, λ∗)と釣合系 (σ∗, m∗, p∗)を用い

て、仮想仕事率の原理を考えれば、以下の式を得る。∫
V

σ∗ ·Bκ∗ dV = (Γ0 + Γc) · κ∗ (17)

さらに (17)の左辺を関連流れ則と相補性条件を考慮
して整理する。降伏関数 f の応力に関する偏導関数、
および変数 mに関する偏導関数はそれぞれ

∂ f
∂σi j

=
mα
3
δi j +

1

2
√
J2
si j

∂ f
∂m
= ασm − c

であるので、各積分点において応力σ∗と塑性ひずみ速
度Bκ∗ の積は以下のようにまとめられる。

σ∗i jε̇
p∗
i j = σ

∗
i j

(
∂ f
∂σi j

)∗
λ∗

=

(
m∗α
3
δi j +

si j

2
√
J2

)∗ (
si j + σmδi j

)∗
λ∗

=
(
m∗ασm +

√
J2

)∗
λ∗

= m∗cλ∗ (18)

従って、(17)の左辺は∫
V

σ∗ ·Bκ∗ dV = m∗cλ∗ · e (19)

と表せる。ここにベクトル eは成分数が積分点数と同
じで、全ての成分が 1となるベクトルである。ベクト
ル λには、体積積分

∫
V
∗ dV を数値積分で評価するた

めのヤコビアンと重みが含まれているので、内積演算
λ∗ ·eは全ての要素に対して体積積分を行ったことに相
当する。したがって、左辺は系全体での内部消散率を
表している。
制約条件である式 (15)は以下のように書き換えられ

るので、
c (λ∗ · e) − α (

λ∗ · σ∗m
)
= 1 (20)
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となる。したがって、この制約条件式は内部消散率の
正規化とみなせる。圧縮応力場では σm ≤ 0となるこ
とに注意すれば、材料パラメータ αが大きくなるほど、
内部消散率 c (λ∗ · e)は小さくなる。
これらより、せん断強度低減係数m∗と対応する安全

率 F∗は

F∗ =
1
m∗
=

cλ∗ · e
Γ0 · κ∗ + Γc · κ∗

=
1 + α (σ∗m · λ∗)
Γ0 · κ∗ + Γc · κ∗ (21)

となる。

2.3 極限解析法とせん断強度低減法の比較
(1) 極限解析法
せん断強度低減法で対象とした問題を極限解析法で

解いてみる。我々の関心事は、対象とする系が保有す
る終局支持力である。これを解くために、荷重 Γ0に関
する荷重係数 nの最大化問題を考える。せん断強度低
減法と異なる点は、強度低減係数を一定値 m = 1とす
る代わりに、外力Γ0に関する荷重係数 nの最適化を図
ることである。
ラグランジアン LL を以下のように導入する。

LL =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
n + κ ·

{∫
V

BTσ dV − nΓ0 − Γc −DT
d p

}

−λ · f (σ, 1) if λ ≥ 0

+∞ otherwise

(22)

このラグランジアン LLについて、ラグランジュ双対
理論に従って上限操作、下限操作を行えば、最終的に
は以下の KKT条件を得る。∫

V
BTσ∗ dV − nΓ0 − Γc −DT

d p∗ = 0 (23)

− λ∗ · f (σ∗, 1) = 0, f (σ∗, 1) ≤ 0, λ∗ ≥ 0 (24)

κ∗ · Γ0 = 1 (25)∫
V

Bκ∗ dV −
(
∂f

∂σ

)∗T
λ∗ = 0 (26)

上記の式はそれぞれ、釣合式、相補性条件、外部塑性
仕事率の正規化、関連流れ則を意味している。またラ
グランジュ乗数の物理的な意味として、κは節点変位
速度を、λは非負の塑性乗数を意味している。
適合系の解 (κ, λ) と釣合系の解 (σ, p, n) を用いて

仮想仕事率の原理を適用すれば、最終的に以下の式を
得る。

Ẇint = Ẇext

= nΓ0 · κ + Γc · κ (27)

ここに内部消散率 Ẇint は以下のとおりである。

Ẇint =

∫
V

σ∗ ·
(
∂f

∂σ

)∗T
λ∗ dV

= cλ · e (28)

σm

0

m = 1
m > 1

m < 1

J2

図–1 せん断強度低減率 m と降伏曲面形状（Drucker-Prager
モデル）

極限解析法の場合は、材料強度パラメータ αが一定で、
関連流れ則に従う塑性ひずみ速度方向自体は変化しな
いので、内部消散率は材料パラメータ cに比例する。
これらより荷重係数 nは以下のように計算できる。

n =
cλ∗ · e − Γc · κ∗

Γ0 · κ∗ (29)

(2) 極限解析法とせん断強度低減法の比較
まず荷重 Γ0が終局限界荷重である場合を考えよう。

このとき荷重係数は n = 1、せん断強度低減係数はm = 1
となる。このとき、せん断強度低減法および極限解析
法が満たすべきKKT条件を考えれば、両者の解はいず
れも同じ釣合い式、相補性条件および関連流れ則を満
足していることが分かる。相違点は外部仕事率あるい
は内部消散率の正規化であるが、これは m = 1におい
ては外部仕事率および内部消散率が速度場に関する 1
次斉次性を示すことから本質的ではない。したがって、
いずれの方法でも同じ終局限界荷重を得る。
次に安全率を計算する式 (21)と、荷重係数を計算す

る式 (29)を比較検討しよう。これらはよく似た形式で
表現できることが分かるが、詳しく見れば以下の点が
異なる。荷重係数については、分子、分母ともに速度
κ∗と荷重係数λの 1次項で表現できており、速度に関
する 1次斉次性が成り立っていることが分かる。これ
に対して、安全率については、内部消散率の正規化に
関する制約条件を考慮すれば、速度に関する 1次斉次
性が成り立っていないことが分かる。これは、図– 1に
示すように、せん断強度低減係数 mが変化すると、関
連流れ則のためにダイレイタンシー特性も変化するの
で、基準となる荷重の取り方によって安全率が変化す
る可能性があることを示唆している。以下では、さら
に具体的にこの性質について検討する。
議論を簡単にするため、荷重が原点 0から比例載荷

を受ける場合に、せん断強度低減係数 mや荷重係数 n
がどのように評価されるのか考えてみる。比例載荷で
あるので、一定荷重項は Γc = 0となり、荷重は Γ0 の
スカラー倍で表せる。
ある基準荷重Γ0に対するせん断強度低減法による解

を上添字 ∗のついた量で表すことにする。せん断強度
低減係数が m∗ に対応する許容な応力場を σ∗ と表す。
この許容な応力場は、全ての積分点で以下の不等式を
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表–1 せん断強度低減法で得られる解の性質
パラメータ α m∗ < 1 m∗ = 1 m∗ > 1
α > 0 m̄ < 1 m̄ = 1 m̄ > 1
α = 0 m̄ = 1 m̄ = 1 m̄ = 1

m∗: 基準荷重 Γ0に対するせん断強度低減係数
m̄: 荷重 Γ̄ = Γ0/m∗ に対するせん断強度低減係数

満足する。

f (σ∗,m∗) = m∗ασ∗m +
√
J∗2 − m∗c ≤ 0 (30)

つぎに基準となる荷重を Γ̄ = Γ0/m∗としたときの静
力学的な条件について考える。極限解析法であれば、外
力Γ0に対する荷重係数が n∗であれば、外力 Γ̄0 = n∗ Γ0
に対する荷重係数は n̄ = 1となる。これに対して、せ
ん断強度低減法はどのような解を与えるかを検討する。
釣合式の線形性より、少なくとも応力場 σ̄ = σ∗/m∗

は釣合式を満たす。この応力を使って、荷重 Γ̄0に対す
る荷重低減率を m̄ = 1と仮定して降伏関数値 f (σ̄, 1)を
計算すると

f (σ̄, 1) = α
σ∗m
m∗
− 1
m∗

√
J∗2 − c

=
1
m∗

(
m∗ασ∗m +

√
J∗2 − m∗c

)

+

(
1
m∗
− 1

)
ασ∗m

≤
(
1
m∗
− 1

)
ασ∗m (31)

となる。
ここで圧縮応力場ではσ∗m ≤ 0となることに注意する

と、少なくともせん断強度低減率がm∗ < 1であれば、
あらゆる積分点で降伏関数値が負あるいはゼロとなる
ので、応力場 σ̄ = σ∗/m∗は降伏曲面 f の内部にあるこ
とが分かる。これは、応力場 σ̄が少なくとも安全側の
応力場であることを意味する。したがって、実際のせ
ん断強度低減率 m̄は、m̄ ≤ 1となることが分かる。
逆に m∗ > 1であれば、降伏関数値は正となる可能性

がある。ただし、今回チェックした応力場は σ̄ = σ∗/m∗

だけであり、外力 Γ̄と釣合う全ての応力場について降
伏関数値を検討した訳ではない。
また、材料定数 αがゼロとなる場合は、平均応力 σm

の変化によるせん断強度の変化がない。従って、せん
断強度低減率m∗がどのような値であっても、荷重 Γ̄ =
Γ0/m∗ に対するせん断強度低減率は m̄ = 1となる。
これらをまとめると表–1に示す結果が得られる。基

準荷重 Γ0 に対するせん断強度低減係数 m∗ と 1 の大
小関係によって、荷重 Γ̄ = Γ0/m∗に対するせん断強度
低減係数 m̄は異なる。荷重 Γ0 に対して安全側つまり
m∗ < 1の場合は、荷重 Γ̄に対しても安全側 m̄ < 1の結
果が得られるが、危険側 m∗ > 1の場合には荷重 Γ̄に
対しても危険側 m̄ > 1となる。また、材料定数 αがゼ
ロの場合には、荷重 Γ0 に対するせん断強度低減率 m∗

の大きさに関わらず、m̄ = 1となる。

図–2 数値解析に用いたメッシュ図

なお、本論文で想定している材料は弾完全塑性材料
で、材料強度は荷重経路に依存しないことを強調した
い。このような材料からなる系の場合、せん断強度低
減法も凸計画問題として定式化できるため、崩壊荷重
は一意に決まる。一方、実際問題として、せん断強度
低減法の数値計算を行う場合には、あるせん断強度低
減係数に対して求まった応力場を、せん断強度低減係
数を変化させた次のステップの計算において初期応力
場として利用することがある。このような場合に注意
したいことは、計算での荷重経路が釣合系かつ降伏条
件を破らないような実行可能な内点条件2を満たしてい
ることを保証しておくことである。荷重原点からの比
例載荷を行えば、内点条件を満たすことは容易である。
一方、塑性硬化や軟化に伴う強度変化が生じる材料の
場合は、経路に依存した崩壊荷重が現れる可能性があ
ることに注意されたい。
さて、ここでは Drucker-Pragerの破壊規準を用いた

説明を行ったが、平均応力 σmがせん断強度と関係する
破壊規準に従う材料、例えばMohr-Coulombの破壊規
準に従う剛完全塑性材料でも、同様の議論が成立する。
さらに、このせん断強度低減係数の議論は静力学的

な条件についてのみ考慮していることにも注意する必
要がある。つまり、解の一意性や最適性はともかく、流
れ則が関連流れ則なのか非関連流れ則なのかには依ら
ず、不等式 (31)は成立する。したがって、表–1に示す
解の性質は非関連流れ則の場合でも同様に成り立つと
考えられる。

3. 数値実験による検証

前節では、せん断強度低減法による安全率 F = 1/m
は、比例載荷の場合には表–1の特性をもつ指標である
ことを理論的に説明した。これを数値実験によって確
認する。
対象とする問題は、自重のない弾完全塑性モール・

クーロン地盤に表面載荷を行う 2次元支持力問題であ
る。自重がないという仮定のために、この支持力問題は

2 ここで言う内点とは、後出の図–7 中に示すような m = const.

Lineの内側（原点側）の応力状態を意味する。（同図では m = 1

Lineのケースの一部分だけが図示されている。）
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表–2 解析に用いたパラメータ
せん断剛性率 3.5 × 105 (kPa)
ポアソン比 0.3
密度 0 (ton/m3)
粘着力 8.82 (kPa)
内部摩擦角 0◦, 15◦

比例載荷条件を満たしている。解析に用いたメッシュを
図– 2に示す。境界条件は側方はスライダー、底面は固
定境界条件とした。数値実験では有限差分法解析コー
ド FLACを使用した。数値解析に用いたパラメータを
表–2に示す。地盤の弾性定数は、具体的な対象物を想
定した値ではなく、標準的な値の例として用いた。

表–3 計算されたせん断強度低減係数 m（関連流れ則）
せん断強度低減係数 m
φ = 0◦ φ = 15◦

m∗ 0.098 0.089
(a = 1) (a = 1)

m̄ 1.0 0.61
(a = 10.21) (a = 11.21)

m∗ 1.27 1.22
(a = 13) (a = 40)

m̄ 1.01 1.11
(a = 10.3) (a = 32.8)

aの単位は kN/m

表–4 計算されたせん断強度低減係数 m（非関連流れ則）
せん断強度低減係数 m
φ = 0◦ φ = 15◦

m∗ 0.098 0.089
(a = 1) (a = 1)

m̄ 1.0 0.61
(a = 10.21) (a = 11.21)

m∗ 1.27 1.22
(a = 13) (a = 40)

m̄ 1.01 1.11
(a = 10.3) (a = 32.8)

aの単位は kN/m

解析方法としては、まず基準荷重Γ0は地盤表面に与
え、せん断強度低減法によりせん断強度低減係数m∗を
計算する。基準荷重は載荷幅 10 (m)、三角形頂点での
荷重値が aの鉛直下向き三角形分布荷重である。
つぎに、基準荷重をせん断強度低減係数 m∗ で除し

た荷重 Γ̄ = Γ0/m∗に対して、せん断強度低減法により
せん断強度低減係数 m̄を計算する。関連流れ則を仮定
した場合のせん断強度低減係数 mを表–3にまとめる。
同様の解析をダイレイタンシー角ψ = 0◦の非関連流れ
則を仮定した場合についても実施し、その解析結果を
表–4に示す。FLACによる解析では、両者の結果は一

致し、理論的な検討と同様の傾向を示している。
この理由として、本解析が自重ゼロの場合の解析で

あるので、支持力係数 Ncに対応した支持力が得られて
いるためであると考えられる。また、浅い基礎の支持
力問題では、塑性領域が周辺の弾性領域から受ける変
位拘束条件が弱いので、ダイレイタンシー挙動の違い
による平均応力 σm の変化は支持力に影響を及ぼさな
かったと理解できる。さらに、せん断強度低減法の定
式化からも分かるように、せん断強度低減係数は直接
的には静力学的な検討によって評価されている。少な
くなくとも応力の立場から見れば同じ降伏関数を用い
ているので、同じ極限荷重を示すことは下界法の立場
からも理解できる。

図–3 弾塑性解析による変位場（関連流れ則 φ = 15◦, m∗ =
0.089）

図–4 弾塑性解析による変位場（関連流れ則 φ = 15◦,m∗ = 1.22
）

さらに、表–3 および表–4 によると、計算されたせ
ん断強度低減率 mは理論的検討と同様の傾向を示して
いることが分かる。つまり、内部摩擦角が φ � 0◦の場
合、表の上段に示すように基準荷重が安全側であれば、
得られる安全率 F = 1/m は実際の崩壊荷重よりもよ
り安全側の評価となっている。逆に表の下段に示すよ
うに基準荷重が危険側であれば、得られる安全率は実
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際の崩壊荷重よりも危険側の評価を与えている。一方、
内部摩擦角がゼロの場合には、基準荷重の大きさによ
らず m̄ ≈ 1が成立しており、崩壊荷重時の aは安全率
F = 1/mと基準荷重時の aの積の形で表せる。

一方、支持力係数 Nγに関する議論は、自重を考慮し
た条件で解析すべきものである。このような載荷条件
は比例載荷ではないために表–1に示す性質が成立しな
い。支持力係数 Nγを含む非比例載荷に対する議論は次
節にて行う。

さらに、解析結果によって得られた変形場について
も確認しておこう。

関連流れ則の解析シリーズで得られた変位場として、
図– 3および図–4を示す。図–3は基準荷重Γ0が安全側
の例であり、一方、図–4は基準荷重 Γ0 が危険側の例
である。図中の矢印は節点変位を表し、変位の縮尺に
ついては、全体の変形モードが分かりやすいような値
を適宜採用した3。これらの図から、関連流れ則に従う
場合は、せん断強度低減係数の変化によってダイレイ
タンシー挙動も影響を受けるため、せん断強度低減係
数 mが大きくなるほど大きな塑性体積膨張を示す。ま
た、地盤内の塑性領域も、せん断強度低減係数 mの増
加に伴って拡大するため、すべり線位置などの塑性崩
壊モードに関する幾何学的な情報も変化している。と
りわけ、今回の解析では自重を無視しているので、地
盤内の塑性領域がかなり側方に広がるため、せん断強
度低減係数 mによって塑性崩壊モードの幾何形状が変
化する傾向が顕著に見られる。

一方、非関連流れ則の解析シリーズで得られた変位
場として、図– 5および図–6を示す。図–5は基準荷重
Γ0が安全側の例であり、一方、図–6は基準荷重が危険
側の例である。変位の縮尺が異なるために少し分かり
にくいが、これらの図からせん断強度低減係数 mによ
らず同一の変形モードを示していることが読み取れる。
これは、非関連流れ則の場合、ダイレイタンシー挙動
がせん断強度低減係数 mにはよらないためである。

このように関連流れ則と非関連流れ則による変形モー
ドは大きく異なる。しかしながら、自重を無視した解析
では、せん断強度低減係数m、あるいは安全率 F = 1/m
の形で整理すると、表– 3、表–4に示すように同じ値が
得られていることに注意されたい。

4. 安全率や荷重係数の工学的応用

これまでの議論により、せん断強度低減法による安
全率 F = 1/mは、比例載荷の場合には表–1の特性をも
つ指標であることを示した。

ついで非比例載荷について、その工学的な意味を振
り返って見よう。支持力問題であれば、地盤材料自身
の重量は支持力公式中の自重項の形で γBNγ/2として
表れ、全体支持力に大きな寄与をする。ここに γは土
の単位体積重量、Bは基礎幅、Nγは支持力係数である。
一方、静的震度法による斜面安定問題でも、常時作用

3 それぞれ異なる大きさの基準荷重に対する変位場であるので、
変位量の大きさそのものよりも、変形モードが重要であると考
えた。

図–5 弾塑性解析による変位場（非関連流れ則 φ = 15◦, m∗ =
0.089）

している一定の重力加速度と地震時に作用する静的震
度の組合せで外力を表現している。
一般に、常時作用している荷重Γcについてはその性

質がよく知られているが、地震力等の一時的に作用す
る自然環境外力についてはその性質に関する情報が不
足している。したがって、一時的な自然環境外力を反
映した基準外力 Γ0 の程度と安全率あるいは荷重係数
の関係を明らかにすることが工学的には重要だと思わ
れる。
この点において、極限解析法による荷重係数の評価

では、直接的に終局限界状態における一時的な自然環
境外力の程度を評価しているので、シンプルで分かり
やすい。一方、せん断強度低減法による安全率の評価
では、それぞれの解析ケースで得られる安全率につい
て、一時的な自然環境外力と常時作用荷重の影響を分
離することはできないことに注意する。そのため、例
えば終局限界状態となる一時的な自然環境外力の程度
を評価するためには、複数の解析ケースでの結果を利
用しなければならない。
極限解析法あるいはせん断強度低減法を用いた終局

限界状態の評価のイメージを図–7に示す。終局限界荷
重と比例載荷によるせん断強度低減法の解の関係は次
のとおりである。まずΓ0方向の荷重を少しずつ増加さ
せながら、破線方向の比例載荷荷重に対する強度低減
係数 mを求め、m = 1となる点を数値的に探索する。
この m = 1なる点を連ねた m = 1 Lineは、比例載荷に
よって得られる系の終局荷重で構成される曲面である。
さらに、せん断強度低減法における安全率の定義よ

り明らかであるが、安全率が 2であることと、例えば
盛土限界高さが 2倍であることや、終局限界支持力が
2倍となることとはまったく関係がない。つまり、せん
断強度低減法における安全率 F は全体安全性の程度を
評価する指標の 1つであり、安全率が高いほど全体安
定性は高いことは事実であるが、それらの値は必ずし
も外力と直接的に関係付けられる訳ではないことに注
意が必要である。
なお、実際にどのような荷重が作用したときに系が

塑性崩壊を起こすのか、系の終局荷重を知っておく必要
がある場合には、せん断強度低減法をわざわざ用いる
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図–6 弾塑性解析による変位場（非関連流れ則 φ = 15◦, m∗ =
1.22）

0
Γc

n Γ0

Limit Analysis

0
Γc

Shear Strength Reduction Method

Direction of Γ0

Direction of Γ0

Ultimate Limit

m = 1 Line

図–7 非比例載荷に対して極限解析法あるいはせん断強度低
減法で終局限界荷重を評価するイメージ

には及ばない。弾塑性解析による直接計算を行い、Γ0
に沿って荷重を少しずつ増加させて、計算が不安定と
なる荷重を終局荷重とすればよい。

5. おわりに

本論文では、せん断強度低減法の数理的性質につい
て検討した。得られた知見をまとめると以下のとおり
である。
せん断強度低減係数 mの性質
せん断強度低減法の性質を最適化理論の観点から整

理した。比例載荷を受ける場合は、せん断強度低減率
m（あるいはその逆数である安全率F = 1/m）を評価す

るための基準荷重Γ0がm < 1であれば評価される安全
率は終局限界荷重と比較して安全側の値となる。一方、
m > 1であれば評価される安全率は終局限界荷重と比
較して危険側の値となる。また Drucker-Prager基準の
材料定数 αがゼロのときには、基準荷重の選び方に依
らず、同じ終局限界荷重を与えることを示した。この
ような解の性質は、平均応力 σm がせん断強度に影響
する他のモデル、例えばMohr-Coulomb基準でも成り
立つ。
さらに、上記で示した解の性質を数値実験によって

検証するため、浅い基礎の 2次元支持力問題を取り上
げ、有限差分解析を行い、数値解析結果でも同様の性
質が得られることを確認した。
これに加えて、関連流れ則と非関連流れ則による解

の違いを検討するため、同じ浅い基礎の 2次元支持力
問題を取り上げ、数値実験を行った。水平地盤上の浅い
基礎の支持力解析のように周辺領域からの体積拘束の
少ない問題では、塑性変形でのダイレイタンシー挙動
に伴う平均応力の変化が少ないのでせん断強度の増加
もあまり見込めず、結果として関連流れ則、非関連流
れ則を問わず同様の支持力解が得られた。これは、せ
ん断強度低減法が基本的には静力学的な条件に基づい
て解を評価していることとも整合する。
せん断強度低減法と極限解析法の関係
せん断強度低減法によく似た剛塑性境界値問題の解

法として極限解析法が知られている。これらを終局限
界荷重を評価する立場から理論的な考察を行い、極限
解析で得られる荷重係数 nと、せん断強度低減法で得
られるせん断強度低減係数 mとを比較し、その類似性
と相違点について議論した。まず、終局限界荷重はせん
断強度低減係数が m = 1となる荷重状態であるが、こ
のときは極限解析法とせん断強度低減法はいずれも同
じ制約条件式を満足しており、得られる解は一致する。
比例載荷を考える場合、極限解析法は基準荷重Γ0の

大きさによらず、同じ終局限界荷重を与えるが、せん
断強度低減法では基準荷重の大きさに依存したせん断
強度低減係数 mあるいは安全率 F = 1/mが得られる。
このため、せん断強度低減法で終局限界荷重を評価す
るためには、複数の異なる大きさの基準荷重を用いた
解析が必要となる。
さらに、一般の非比例載荷を考えるとき、せん断強

度低減係数 mでは、作用荷重のうち死荷重（一定荷重
Γc）と載荷荷重（変動荷重 Γ0）の影響を分離すること
はできないため、得られる解 mは Γc + Γ0に対するせ
ん断強度低減係数となっている。一方、極限解析法で
は変動荷重Γ0に対する荷重係数 nを直接的に評価する
という特徴がある。
せん断強度低減法によって得られるせん断強度低減

係数 m、あるいは安全率 F = 1/mは系の全体安全性を
示す定量的な尺度ではあるが、系に作用する荷重との
関係を直接的に表す物理量ではない。したがって、作
用荷重に関する安全性を検討したい時には、安全率が
1となる終局限界荷重を別途計算しておき、想定する
載荷重に対する安全率を評価してやればよい。
せん断強度低減法はすでに実務上の実績もあり、工

学的に有効な方法であることは間違いない。性能設計
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の流れの中で、複数の性能照査解析メニューを取り上
げて相互比較を行う際には、評価手法によって性質や
定義の異なる安全率の意味を理解し、単に数字の比較
をするのではなく、上記のような解析法の特徴を踏ま
えて工学的な判断を行うことが重要になろう。
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