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We propose a new method combining directional splitting with Interpolated Differential Oper-

ator (IDO) scheme. To examine accuracy and efficiency of the methods，three simple problems

are solved. Two probrems of them are governed by diffusion equation and the other one is by

advection-diffusion equation. Comparison of the method with other numerical schemes shows

that the method preserves high accuracy，enables large time steps and requires less computa-

tional effort and memory. The directional splitting IDO scheme is simple and expected to have

great potential for numerical solutions of variaous partial differential equations.
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1. はじめに

Interpolated Differential Operator(IDO)法は，Aoki
ら1) 2) 3)によって開発された偏微分方程式を高精度に
解く数値解析手法である．IDO法の基本的な計算アル
ゴリズムは，時間積分をテーラー展開によって行い，時
間に関する微分項を空間微分に置き換えるというもの
である．微分の置き換えは支配方程式を介して行われ，
この操作は微分オペレータ (Differential Operator)と
呼ばれる．テーラー展開を高次まで行うと精度の高い
時間積分が可能となるが，一般に多次元の場合，高階
の時間微分を空間微分へ変換することができない．そ
のため，IDO法では時間方向に高精度な計算を行うた
め時間積分に関しては Leap-Flog法4)や Runge-Kutta
法5)といった多段階積分法と組み合わせて用いられる
ことが多い．しかし，多段階積分法を用いると計算コ
ストが増え，また安定計算に必要な時間ステップが小
さくなるという問題が生じる．

本論文では，拡散項を対象とし，高精度かつ大きな
時間幅で解析できるよう時間方向に多段階の積分を行
わず，方向分離と IDO 法を組み合わせた方法を提案
する．IDO 法に対して方向分離の考えを導入すると，
多次元の IDO計算を複数の 1次元 IDO計算に分ける
ことが可能となる．その結果，高階の時間微分に対し
ても空間微分が可能となる．なお，1次元の移流方程
式に対して IDO 法を適用すると Cubic Interpolation
Pseudo-Profile(CIP)法4)に帰着することが知られてい
る1)．CIP法解析では多次元問題において方向分離を
用いた数値解析は多数行われている4) 6) 7) 8)が，IDO

法に対して方向分離を適用した研究は見受けられない．

なお，拡散項を IDO法で計算するケースとして
• 移流拡散方程式の移流項をCIP法などの高精度解
法で解く場合

• 移流方程式と拡散方程式の連成問題において，移
流方程式を高精度解法で解く場合

の 2つが考えられる．移流拡散方程式の計算は，Frac-
tional Step法を用いて移流項と拡散項に分けて行われ
ることがしばしばある．移流項の計算をCIP法や IDO
法などの高精度解法で解いた場合，拡散項においても
移流項の計算精度を保つために移流項計算と同等以上
の計算精度が求められる．また，移流方程式と拡散方
程式の連成問題においても，同様のことが言える．例
えば，熱動弾性解析においては変位応力場は移流方程
式（波動型偏微分方程式）で与えられ，熱の場は拡散
方程式（熱伝導方程式）で与えられる．このような場
合においても，変位応力場の計算を精度良く行うため
には，熱の場も精度良く解く必要がある．また，拡散
項の計算精度が移流項の計算精度に大きな影響を及ぼ
さない場合においても，移流項を CIP法で解く場合，
未知数として空間の 1回微分を用いることとなる．そ
のため，拡散項においてもやはり同様に空間の 1回微
分を用いる必要があり，IDO計算が求められることが
ある．なお，空間の一回微分を未知数とする拡散項を
計算する手法としては Hermite型要素を用いた有限要
素法があるが，有限要素法では代数方程式の演算が必
要で有るため，計算負荷が IDO法と比較して大きい．
本研究で示す手法は，精度良く計算するための条件
として拡散係数が均質であることが求められるが，自然
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現象において拡散係数を一定とみなしてよいケースが
しばしばあることを考えると，有用であると言えよう．
本論文では，2，3章でそれぞれ 1次元，2次元拡散
方程式における IDO解析について簡単に説明する．4
章で本論文の提案する方向分離を用いた IDO法につい
て説明する．5章では，数値解析例として 2次元の拡散
方程式および移流拡散方程式を解き，精度および安定
性を検証した．また，他の解法とも比較を行い，本手
法の有効性を確認した．そして，6章で結言を述べる．

2. 1次元拡散方程式の IDO解析

2.1 1次のテーラー展開による 1次元 IDO解析
1次元問題の拡散方程式は次式で与えられる．

∂tu = α∂2
xu (1)

∂t は時間に関する偏微分，∂x は空間（ここでは x方
向）に関する偏微分を意味する．αは拡散係数である．
この式が 1次元拡散方程式における微分オペレータと
なる．
時刻 tにおける時間ステップを n，時刻 t+∆tにおけ

る時間ステップを n + 1とすると，時間ステップ n + 1
における値 un+1 は次式で与えられる．

un+1 = un + ∆t∂tu
n + O(∆t2) (2)

ここで支配方程式 (1)を用いて時間微分を空間微分に
置き換えると，次式を得る．

un+1 = un + ξ∂2
xun + O(ξ2) (3)

ここで ξ = α∆tである．
式 (3)から分かるように，unを空間に関して 2階以
上の多項式で近似できれば，un+1の値を求めることが
できる．そこで，点 iとその前後の点 i− 1，i + 1の３
つの値，つまり ui−1，ui，ui+1 を用いて 2次の補間関
数を作成する（図-1）．

un(x) = a(x − xi)2 + b(x − xi) + ui (4)

式 (4)には明らかに un(xi) = uiを満足する．係数 a，b

は，

un(xi−1) = ui−1， un(xi+1) = ui+1 (5)

を満足するように定める．
式 (3)に式 (4)を代入し，ξに関して 2次以上の項を

無視すると，x = xiにおける uの値が次式で得られる．

un+1
i = un

i + ∆t
un

i+1 − 2un
i + un

i−1

∆x2
(6)

なお，式 (6)は中心差分法を用いた計算に他ならな
い．以下では，紛らわしさを避けるため，本手法を IDO
法ではなく，中心差分法と呼ぶこととする．

2.2 2次のテーラー展開による 1次元 IDO解析
一般に，IDO法はグリッド点の値 uだけでなく，空間
の微分値 ∂xuを用いて高次な空間補間を行う．以下に，

図–1 2次の補間関数のイメージ

5次多項式を用いた場合の IDO法の計算方法を示す．

まず，un+1を時間に関して 2次の項までテーラー展
開すると，次式を得る．

un+1 = un + ∆t∂tu
n +

∆t2

2
∂2

t un + O(∆t3) (7)

式 (7)に対して支配方程式 (1)を用いて時間微分を空
間微分に置き換える操作を行うと，次式を得る．

un+1 = un + ξ∂2
xun +

ξ2

2
∂4

xun + O(ξ3) (8)

ここで，点 i とその前後の点 i − 1，i + 1 における値
とその微分値，つまり ui−1，ui，ui+1，∂xui−1，∂xui，
∂xui+1 を用いて 5次の補間関数を以下のように定める
(図-2)．

un(x) = a(x − xi)5 + b(x − xi)4 + c(x − xi)3

+d(x − xi)2 + ∂xui(x − xi) + ui (9)

式 (9)は次の関係を満たす．

un(xi) = ui， ∂xun(xi) = ∂xui (10)

係数 a，b，c，dを次の関係を満たすように定める．

un(xi−1) = ui−1， ∂xun(xi−1) = ∂xui−1 (11)

un(xi+1) = ui+1， ∂xun(xi+1) = ∂xui+1 (12)

図–2 5次の補間関数のイメージ

式 (8)に式 (9)を代入し，ξに関して 3次以上の項を
無視すれば，x = xiにおける un+1

i の値が求められる．

un+1
i = un

i + 2dξ + 12bξ2 + O(ξ3) (13)

を得る．
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微分値についても同様に計算可能である．式 (8)に
対して空間微分をすると次式を得る．

∂xun+1 = ∂xun + ξ∂3
xun +

ξ2

2
∂5

xun + O(ξ3) (14)

式 (14)に対して (9)を代入すると，x = xiにおける微
分値

∂xun+1
i = ∂xun

i + 6cξ + 60aξ2 (15)

を得る．

3. 2次元拡散方程式の IDO解析

3.1 1次のテーラー展開による 2次元 IDO解析

2次元問題における拡散方程式は次式で与えられる．

∂tu = α
(
∂2

x + ∂2
y

)
u (16)

un+1を時間に関して 1次の項までテーラー展開する
と式 (17)を得る．

un+1 = un + ∆t∂tu
n + O(∆t2) (17)

式 (17)に支配方程式 (16)を代入し，時間微分を空間微
分に置き換えると次式を得る．

un+1 =
{
1 + ξ

(
∂2

x + ∂2
y

)}
un + O(ξ2) (18)

2 次元の IDO 法では値 u と 1 階微分 ∂xu，∂yu に
加え，2 階微分 ∂x∂yu の値を用いて空間補間をする．
∂xun+1，∂yun+1，∂x∂yun+1 は，式 (18)を空間微分す
ることにより得られる．

∂xun+1 =
{
1 + ξ

(
∂2

x + ∂2
y

)}
∂xun + O(ξ2) (19)

∂yun+1 =
{
1 + ξ

(
∂2

x + ∂2
y

)}
∂yun + O(ξ2) (20)

∂x∂yun+1 =
{
1 + ξ

(
∂2

x + ∂2
y

)}
∂x∂yun + O(ξ2) (21)

となる．
5次の補間関数を作る計算を IDO計算と呼ぶことと

すると，本手法では，補間関数un(x)，un(y)，∂xun(y)，
∂yun(x)を求める 4回の IDO計算を行う必要がある．
以下では，他の IDO法と区別するため，本小節で示

した IDO法を素朴な IDO法と呼ぶこととする．

3.2 2次の項までテーラー展開したときの定式化

さて，ここで式 (17)の代わりに，2次の項までテー
ラー展開をした次式を考えよう．

un+1 = un + ∆t∂tu
n +

∆t2

2
∂2

t un + O(∆t3) (22)

支配方程式 (16)を代入すると次式を得る．

un+1 =
{
1 + ξ

(
∂2

x + ∂2
y

)

+
ξ2

2
(
∂4

x + 2∂2
x∂2

y + ∂4
y

)}
un + O(ξ3) (23)

ここで，式 (23)に現れる ∂2
x∂2

yuは小節 3.1で得られる
補間関数から計算することはできない．この計算を行
うためには，より高階な微分が必要となり，メモリの
使用量が増す．また，そのような微分値を用意したと

しても，その分だけ計算コストが増加する．

メモリや計算コストの増加を避けるため，多次元の
IDO法で，時間の 2階微分に対して微分オペレータを
用いず，多段階の時間積分と組み合わせて用いられる
ことが多い．なお，多段階積分を行わない場合，時間
方向に関しては 1次のテーラー展開を積分をするだけ
であるので，中心差分法による解析程度の精度しか得
られない．

3.3 Leap Flog法を用いた IDO法による計算

IDO法において多段解時間積分を使う 1つの例とし
て，Leap-Flog法を組み合わせた解法を説明する．こ
の方法では，まず，un から半分の時間ステップ進ん
だ un+ 1

2 を計算する．同様に微分値 ∂xun+ 1
2，∂yun+ 1

2，
∂x∂yun+ 1

2 も求める．そして，その得られた時間ステッ
プ n + 1

2 での値を用いて空間補間を行い，IDO法によ
る計算を行う．計算のあらましは以下の通りである．

1. 時間ステップ n + 1
2 の計算を行う．

un+ 1
2 =

{
1 +

ξ

2
(
∂2

x + ∂2
y

)}
un (24)

2. 時間ステップ n，n+ 1
2 から n+1の値を計算する．

un+1 = un + ξ
(
∂2

x + ∂2
y

)
un+ 1

2 (25)

本手法では，1つの時間ステップに対し，2回に分け
て IDO法による計算を行う．つまり，IDO計算は素朴
な IDO法の 2倍，すなわち 8回必要となる．

4. 方向分離による IDO法

4.1 理論的な背景

多段階の時間積分を用いると，精度は向上するもの
の，計算コストおよびメモリ使用量が増大するという
デメリットがある．そこで，計算時間を増やさず精度
を向上させる手法として，IDO法に方向分離解法9)を
導入する．方向分離を行うと，多次元の従来法では計
算できなかった 2次の項まで近似計算が可能となる．
方向分離を行うために，まず，式 (18)を xに関する
微分作用素と yに関する微分作用素に分けて次のよう
に表す．

un+1 =
(

1 + ξ∂2
y +

ξ2

2
∂4

y

)(
1 + ξ∂2

x +
ξ2

2
∂4

x

)
un

+O(ξ3)
(26)

式 (26)の x，y に関する 2つの微分作用素は式 (8)と
同じ形をしていることから，式 (26)の計算は 1次元の
IDO計算を用いてそれぞれの方向について解くことが
可能となる．なお，この式変形では，拡散係数が空間
に関して一定であるという仮定を用いている．

解析手順は，まず x方向について解き，その後 y方
向について解く．x方向の計算で得られた値を中間の
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値 u∗ とする．

u∗ =
(

1 + ξ∂2
x +

ξ2

2
∂4

x

)
un (27)

続いて，中間の値 u∗から次のステップの値 un+1を求
める．

un+1 =
(

1 + ξ∂2
y +

ξ2

2
∂4

y

)
u∗ (28)

x方向，y方向それぞれの計算では微分値の計算も必
要になる．微分値の計算法は以下に示すように 2通り
の方法が選択可能であり，4.2節，4.3節で説明する．

4.2 中心差分法と IDO法を組み合わせて計算を行う
方向分離解法

本節では，中心差分法と IDO法を組み合わせて，微
分値を計算する方法について述べる．

この方法では，x方向の計算において，u∗および∂xu∗

の値は IDO法によって求め，∂yu∗ の値については中
心差分法を用いる．同様に，y方向では，un+1および
∂yun+1の値は IDO法によって求め，∂xun+1の値の計
算は中心差分法を用いる．このように，中心差分法を
用いることで，∂x∂yu の値を用いずに解析を行うこと
が可能である．その結果，素朴な IDO法や Leap-Flog
を用いた IDO法と比べて未知変数の数が 3/4となり，
メモリの節約が図れる．部分的に中心差分法による計
算を用いるため，計算精度の低下が考えられるが，5.
節の数値計算結果が示すように，解の精度には大きな
影響を与えないことが分かっている．

計算のおおまかな流れは以下の通りである．

1. x方向について計算を行う．

un，∂xun 1D−IDO−−−−−−−−→ u∗，∂xu∗ (29)

∂yun 1D−FDM−−−−−−−−→ ∂yu∗ (30)

2. y方向について計算を行う．

u∗，∂yu∗ 1D−IDO−−−−−−−−→ un+1，∂yun+1 (31)

∂yu∗ 1D−FDM−−−−−−−−→ ∂yun+1 (32)

本計算手法では，IDO計算は x方向，y方向それぞれ
1回ずつの計 2回のみですむ．
方向分離解法を用いた CIP法で，∂x∂yuの値を使わ

ない場合，その計算方法はM型CIP法と呼ばれる．そ
こで本研究でもこれに倣い，本手法をM型 IDO法と
呼ぶこととする．なお，M型 CIP法では，部分的に線
形補間を使っているが，本手法と同様に精度の大きな
低下は見られない．

4.3 すべて IDO法で計算する方向分離解法

本節では，微分値の計算を IDO法のみで行う方法に
ついて述べる．

∂x∂yuの値を未知変数として与え，すべて IDO法で
計算可能となる．4.2節で示した 2次元 IDO解析と同

様に求めることができる．計算のおおまかな流れは以
下の通りである．

1. x方向について計算を行う．

un，∂xun IDO−−−−−→ u∗，∂xu∗ (33)

∂yun，∂x∂yun IDO−−−−−→ ∂yu∗，∂x∂yu∗ (34)

2. y方向について計算を行う．

u∗，∂yu∗ IDO−−−−−→ un+1，∂yun+1 (35)

∂yu∗，∂x∂yu∗ IDO−−−−−→ ∂yun+1，∂x∂yun+1 (36)

本計算手法では，IDO計算は x方向，y方向それぞれ
2回ずつの計 4回必要となる．
方向分離解法を用いた CIP法では，∂x∂yuの値を使
う場合，その計算方法をC型CIP法と呼ぶ．そこで本
研究でもこれに倣い，C型 IDO法と呼ぶこととする．

5. 数値計算結果

比較のため，次の問題を以下の数値解析法によって
解き，精度および安定性について検証を行った．

1. 中心差分法
2. 素朴な IDO法
3. IDO法＋ Leap Flog法
4. M型 IDO法
5. C型 IDO法
ここで素朴な IDO法に対するM型 IDO法，C型 IDO
法の優位性が定量的に示されれば，今後多次元問題で
素朴な IDO法を使用していくメリットはなくなる．
誤差の評価は次式で行うものとする．

err =

∑
(i,j)∈S

|unum − uana|

∑
(i,j)∈S

|uana|
(37)

式 (37)において，unum は数値解析解，uana は理論解
を表す．また，Sは誤差の評価を行う領域，(i, j)は格
子点を示す．

5.1 計算結果 1

次式は 2次元の拡散方程式 (16)を満足する．

u(x, y, t) =
1

4πt
exp

{
−(x2 + y2)

4αt

}
(38)

式 (38)で t = 0.01を初期条件として与え，t = 0.02に
おける誤差を計算する．拡散係数 α = 1とした．解析
領域は [−2, 2]× [−2, 2]とし，境界における誤差の影響
を無視するため，誤差評価を行う領域を S = [−1, 1]×
[−1, 1]とした．時間幅は安定して解析できるよう∆t =
0.05∆x2/αと十分小さく取った．なお，本章では，空
間的になめらかな関数を初期条件として与えているが，
いずれもも拡散方程式を解いているので，空間的にな
めらかな問題を考えるだけで十分であるといえる．
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数値計算によって得られた誤差の値と格子間隔の関
係を図-3に示す．横軸に格子間隔∆xを取り，縦軸に
計算誤差を取る両対数グラフとなっている．
中心央差分法と素朴な IDO 法に関しては 2 次の計

算精度であるのに対し，M型 IDO法と C型 IDO法は
Leap-Flogを用いた IDO法と同様に 4次の精度を示し
ている．M型 IDO法は Leap-Flogを用いた IDO法と
同程度の精度であり，C型 IDO法はそれよりもわずか
ではあるが精度が高い．なお，この空間 4次精度はエ
ルミート型要素を用いた有限要素法と同等の精度であ
る10)．
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図–3 格子間隔と計算誤差の関係

5.2 計算結果 2
次式は空間に関して周期的な関数であり，拡散方程
式を満足する式である．

u(t, x, y) = exp
(
−α(k2

x + k2
y)t

)
sin kxx cos kyy (39)

t = 0を初期条件として与え，t = 0.01において誤差評
価をする．数値解析では周期境界条件を導入し，解析領
域を [−1, 1]× [−1, 1]とした．誤差評価を行う領域は解
析領域と同じである．式 (39)中の係数は kx = ky = π，
拡散係数は α = 1.0とした．この問題においても，時
間ステップは∆t = 0.05∆x2/αとした．
解析の結果得られた計算誤差と格子間隔の関係を結

果を図-4に示す．この結果より，計算例 1と同様に，中
心差分法および素朴な IDO法と比べると，Leap-Flog
法を用いた IDO法，M型 IDO法，C型 IDO法の方
が計算精度が高いことが分かる．この計算例において
もC型 IDO法はわずかであるが，Leap-Flogを用いた
IDO法よりも高い精度が得られた．
続いて，数値計算の安定性を評価するため，安定性の
パラメータµ

(
≡ α∆t/∆x2

)
を変えることで計算誤差が

どのように変化するかを調べた．安定性のパラメータ
µを変化させるため，∆tの値を変えて，計算を行った．
計算結果を図-5に示す．中心差分法および素朴な IDO
法では，安定性のパラメータ µによる計算誤差の違い
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図–4 格子間隔と計算誤差の関係

はほとんど見られなかった．それに対し，Leap-Flog法
を用いた IDO法ではおよそ µ = 0.09以上，M型 IDO
法では µ = 0.17以上，C型 IDO法では µ = 0.21以上
で計算が安定しないことが示された．C型 IDO法では
これより，方向分離型の IDO法では，Leap-Flog法を
用いた IDO法よりも大きな時間ステップで問題が解け
ることが示された．
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図–5 拡散数と計算誤差の関係

5.3 計算結果 3

本節では，移流拡散方程式における拡散項の計算精
度を検証を行った．次式で与えられる 2次元移流拡散
方程式を対象とする．

∂tu = cx∂xu + cy∂yu + α
(
∂2

x + ∂2
y

)
u (40)

問題として，直線的に移流しつつ拡散する以下の関数
関数を考える．

u(x, y, t) =
σ

σ + 4αt
exp

{
−|x − xc|2

σ + 4αt

}
(41)

xc =

{
cxt − x0

cyt − y0

}
(42)
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解析領域は [−1, 1]×[−1, 1]とし，この領域で誤差評価を
行う．初期条件として，式 (41)で t = 0を代入した分布
を与える．初期の中心位置 (x0, y0) = (0.25, 0.25)とし，
標準偏差σ = 0.01，拡散係数α = 5.0×10−3とする．移
流速度 cx, cyはそれぞれ cx = 1.0，cy = 1.0とする．時
間幅は安定して解析ができるように ∆t = 0.02∆x2/α

と十分小さくとった．移流項の計算は 3次精度である
M型 CIP法4)を用いた．拡散項については，中心差分
法とM型 IDO法を用いた．中心差分法では，値 uだ
けでなく，空間の微分値 ∂xu, ∂yuに関してもそれぞれ
個別に計算を行った．なお，素朴な IDO法やC型 IDO
法は空間に関する 2回微分の値 ∂x∂yuを必要とするが，
M型CIP法ではその値を用いないため，これらを組み
合わせて計算することはできない．誤差の計算は，時
刻 t = 0.5において数値解析結果をこの問題の解である
式 (41)と比較することで行った．その解析結果を図 6
に示す．この図よりで中心差分法を用いて解析した計
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図–6 格子間隔と計算誤差の関係

算精度がおよそ 2次精度となるのに対し，M型 IDO法
を用いて解析した計算精度はおよそ 2.6次精度となっ
た．これより，M 型 IDO 法を用いて解析すると中心
差分法を用いて解析した場合よりも高い計算精度が得
られることが分かった．このように CIP法と組み合わ
せて解析を行う場合には，中心差分法では CIP法の計
算精度の高さをいかしきれなくなると言える．これに
より，本論文で提案するM型 IDO法の有用性が示さ
れた．

6. おわりに

本研究では，方向分離解法と IDO法という既存の 2
つ手法を組み合わせ，方向分離型 IDO法という新しい
数値解析手法を提案した．手法そのものは単純である
が，以下の点で優れた解法であると言える．

• IDO計算に方向分離を適用すると，2次元問題に
おいても 4次精度の計算が可能である．

• 多段解の時間積分法を用いた IDO法と比較して，

安定条件が大きい，つまり，分離解法を用いると
同じ精度でも時間幅が大きく取れる．

• 方向分離型 IDO 法を用いると，多段解の時間積
分法を用いた IDO法と比較して，少ない計算量で
同程度の精度を得ることが可能である．Leap-Flog
の時間積分では 1ステップあたり，1次元の IDO
計算を 8回行うが，M型 IDO法では 2回の IDO
計算と 2回の中心差分計算，C型 IDO法では 4回
の IDO計算だけで完了する．

• M型CIP法では ∂x∂yuの値は計算に用いない．一
方で，従来の IDO計算では ∂x∂yuの値を必要とす
る．そのため，移流項の計算をM型CIP法，拡散
項の計算を従来の IDO法で解くことはできなかっ
た．しかしながら，本論文で示したM型 IDO法
は，∂x∂yuの値を必要としないため，M型CIP法
と組み合わせて用いることが可能となる．

本研究の今後の発展は以下の通りである．

• 今回は簡単な例題を解くに留まったが，今後他の
問題を解くことで方向分離型 IDO法の計算精度，
安定性についてより詳細に検証し，また他の数値
解法との比較を行いたい．

• 多くの問題は本論文で示した非保存型の定式化で
高精度な計算が可能である．しかし，長時間にわ
たって計算を行う場合や波形が急激に変化する問
題を取り扱う場合においては保存性が重要な役割
を果たすことがある．そこで今後は保存性を考慮
した IDO法を用いて精度や安定性について検証し
たい．
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