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The time-domain boundary element method using the non-orthogonal spline wavelets is developed for
reducing the computational cost of the BE wave propagation analysis. The non-orthogonal spline wavelets
are used for the discretization of the boundary integral equation. The time variation of the unknown potential
and flux is approximated using the conventional scheme. The small matrix entries of the coefficient matrix
are truncated with the Beylkin-type matrix compression scheme at before and after calculation of double
boundary integral. The present BE analysis method has the numerical instability on the prescribed time step
width which is observed in the conventional point-collocation time-domain BE analysis. This instability
is considerable for the wavelet with the higher-order vanishing moments. The sparsity of the coefficient
matrix generated at an each time step rises as the time step proceeds; the memory requirement of the present
method can be reduced in comparison with the conventional BEM. The reduction of the computational work
from the conventional BE analysis is difficult because of the sparse system of the conventional time-domain
BEM.

2D scalar wave equation, time-domain BEM, non-orthogonal spline wavelet

1. はじめに

境界要素法 (BEM)は，原則として境界上の離散化の
みで対象とする問題の近似解を求めることができるた
め，有限要素法 (FEM)に代表される領域型解法に比べ
離散化方程式の自由度が小さくなる1)．このことは提案
当初こそ BEMの利点として考えられたが，定常問題
では離散化方程式の係数行列が密となるため，解析時
の使用メモリの大きさと離散化方程式の求解計算の大
きさがネックとなり，大規模問題への適用が困難と考
えられてきた．そのため，この 20年の間，この BEM
の計算効率上の欠点を解消すべく，高速多重極展開法
2),3)に代表される高速解法の開発・実用化に関する研究
が，国内外で精力的に進められてきた．

本研究で対象とする wavelet法は，境界積分方程式の
離散化に wavelet基底を用いる方法で，waveletのゼロ
モーメント性（基底関数と所定次以下の単項式との直
交性）により係数行列成分の大半を微小な成分とする
ことができ，それらを切り捨てることで係数行列をス
パース化し，解析時の使用メモリの削減と計算時間の
短縮を図る手法である4) 20)．Wavelet法の定式化には
2種類の手法が提案されており，境界積分方程式の未知
量の近似基底に wavelet基底を用いるアプローチ5),6),7)

と，従来の境界要素法定式化の下で得られた離散化方

程式に対して wavelet変換を作用させることで，係数行
列を大半が微小成分からなる行列に変換し，微小成分
の切り捨てによって疎行列化するアプローチ8) 15)とが
ある．前者は必要最小限の境界積分計算でスパースな
係数行列を作成できる反面，複雑な境界形状への適応
性の低さが弱点である．一方，後者は離散化後に得ら
れる代数方程式に wavelet変換を作用させるために汎用
性は高いが，変換に要する演算量の削減が課題となっ
ている．さらに関連研究として，Poisson方程式を対象
とした境界要素解析における高速多重極法・wavelet法
による高速化効果の相互比較15)や，境界要素法の大規
模解析を高効率で進めるために wavelet変換を援用し
た並列化手法の構築16)，Poisson方程式の領域積分項を
多重相反法で離散化する際に wavelet基底を適用し，解
析時の計算効率を削減する試み17)などの成果が報告さ
れている．
今日までの 境界要素解析における wavelet法の研究
では，境界要素解析の大規模問題の適用を視野に入れ
ていることもあり，密な係数行列を疎行列化すること
でメモリ削減と計算時間の短縮の双方が期待できる定
常問題（Laplace問題や Poisson問題，Helmholtz問題
など）の境界要素解析への適用が大半を占めている．
Ravnikらのグループは渦度と流速とを未知量とした境
界要素流れ解析に wavelet法を適用している11) 14)が，
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その研究成果の多くは Poisson方程式の近似解法とし
て wavelet法を用いているものとなっている．しかしな
がら，境界要素法は非定常熱伝導問題や非定常波動伝
播問題にも適用することができ，今日まで種々の定式
化が示されている1),2)．
特に波動伝播問題は，境界積分方程式によって無限
遠方への波動の放射が矛盾なく表現できることもあっ
て，境界要素法の適用が有利となる問題の一つと考え
られている．非定常波動伝播問題の境界要素法解析で
は，Fourier変換を援用して定常応答の境界要素解の重
ね合わせにより非定常の波動伝播現象を解析する方法
と，波動方程式の時間域境界積分方程式を直接離散化
して解く方法の 2つが主要な解法として広く知られて
いる1),2)．特に，時間域境界積分方程式を用いる手法は，
解析対象領域の一部に非線形性が発現するような問題
にも比較的容易に適用可能であるものの，解析の際に
は時間に関する畳み込み積分計算が必要で，各時間ス
テップで （ ：時間ステップ数， : 解析自
由度）の行列・ベクトル積を実行する必要がある．そ
のため，解析自由度が小さい場合にあっても，解析の
時間ステップ数が多大になると膨大なメモリを消費し，
多くの計算時間を要する問題点がある．
この計算効率上の問題点を解決することを目的とし
て，Mansurらは畳み込み積分計算を効率化するアルゴ
リズムを提案している18),19)が，単に畳み込み積分計算
を効率化するのであれば，wavelet法を適用し微小な係
数成分の切り捨てることによっても実現可能であるも
のと思われる．なお，時間域境界積分方程式の離散化
に wavelet基底を用い，解析時の計算効率を改善する
試みは，非圧縮粘性流れ解析を対象としたRavnikら11)

と，線形拡散問題を対象とした著者ら20)によってなさ
れているが，波動問題における検討例は報告されてい
ない．
そこで本研究では，2次元スカラー波動問題の非定
常波動伝播解析を対象に，時間域境界積分方程式を
wavelet 基底を用いて離散化する時間域境界要素解析
法を提案する．なお，当該手法は，時間についての離
散化を従来法と同様に処理した上で，未知境界値の境
界上の変動について非直交スプライン waveletを用い
た wavelet級数で近似する．また，wavelet基底を重み
関数とした Galerkin法を適用し，代数方程式を導出す
る．解析時の使用メモリの削減効果，および計算時間
の短縮効果については，数値解析結果を通して従来法
との比較・検討を行なう．さらに，選点法時間域境界
要素法を用いた波動伝播解析において，時間刻み幅の
設定に起因する数値不安定性が広く知られている22)こ
とから，本論文で提案する境界要素解析法についても，
同様の数値不安定性の発現の有無について検討する．

2. 時間域境界積分方程式

本研究では，2次元非定常スカラー波動問題につい
て考える．当該問題の支配方程式，境界条件および初
期条件を次式で与える．

(1)

(2)

(3)

ここで， は時刻， は位置ベクトルである．また，
は領域， は境界であり， ， な
る部分境界 ， からなるものとする． はスカラー
波動ポテンシャル， は波動の伝播速度， は境界上の
外向き法線方向を表わし， はナブラ演算子， は時間
微分である．なお， ， ， ， はいずれも既知量で
あるものとする．

式 (1)–(3)の初期値境界値問題の時間域境界積分方程
式は， として次式で与えられる．

(4)

ここで， は境界のなす角の大きさで定まる係数であ
り，境界が点 において滑らかな場合には
となる．また， ， は基本解であり，2次元問題の
場合には次式で与えられる．

(5)

ただし， であり， は Heaviside関数，
は Diracのデルタ関数である．

なお，式 (4)の時間域境界積分方程式に含まれる の
特異性を緩和する目的で，Mansur & Brebbiaの正則化
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手法21)を適用する．その結果，次の積分方程式を得る．

(6)

ここで， ， ， は次式で定義する．

(7)

なお， ， の場
合には，式 (6)は次式で与えられる．

(8)

以下においては，式 (8)を離散化して解く場合におけ
る，wavelet基底の導入方法について説明し，導入による
計算効率の改善効果について検討する．ただし，時間域
境界積分方程式の定式化におけるMansur & Brebbia21)

の正則化手法の適用は，以下に示す wavelet法の導入
において必須ではないことを申し添えておく．

3. Wavelet基底を用いた時間域境界積分方程
式の離散化

先にも述べたように，本研究では，2次元スカラー波動
問題の時間域境界積分方程式の離散化においてwavelet
基底を導入し，境界要素解析の計算効率の改善効果に
ついて検討することを目的としている．時間域境界積
分方程式の離散化においては，積分方程式の未知量の
時間および境界上の変動を近似することが必要となる．
Wavelet基底は文献6)に示されているように，有界区間
での関数近似の基底として用いることができるため，積
分方程式の離散化への適用においては，
(i) 時間変動の近似への適用，

(ii) 境界上の未知量の変動の近似への適用，
(iii) 時間変動，境界上の変動の近似の双方への適用，
の 3通りのアプローチが考えられる．本研究では，境界
要素解析における wavelet法に関する既往の研究5),6),7)

を参考に，上記 (ii)の境界上の未知量の変動の近似，お
よび時間方向の離散化後に得られる境界積分方程式の
Galerkin法離散化における重み関数として wavelet基底
を用いることとする．以下では，まず wavelet基底を用
いた関数近似について説明した上で，当該問題の時間
域境界積分方程式の離散化について説明する．

3.1 Wavelet基底と wavelet級数
2次元境界要素解析において，境界値の分布を近似

するためには，有界区間において 1変数関数の近似が
構成できればよい．そこで本小節では，wavelet基底を
用いた 1変数関数 の近似方法について述べる．

Wavelet基底は scaling関数 と wavelet の 2種類
の関数からなる．ここで， と のサポートがと
もに においてコンパクトであると仮定すると，
と は次式で与えられる階層構造を有する増大列
とその補空間 の基底を生成する．

(9)

ここで，部分空間 ， の基底はそれぞれ
， で与えられる．な

お，式 (9)において “ ”は直和を表わす．
関数 の近似 は，基底 ， を用い
た wavelet展開によって次式で与えられる．

(10)

ここで， ， は展開係数であり， ， はそれ
ぞれ基底関数 ， の個数である．また， は
wavelet展開における上限階層数である．
本研究においては，基底関数として非直交スプライ

ン wavelet6)を用いる．この場合，scaling関数とwavelet
はそれぞれ次式で与えられる．

(11)

上式において， は多項式次数であり， はゼロモー
メント次数である．また， は を規格化するため
の定数であり， は切断べき関数であることを
示す． と はそれぞれ ， 個の区
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分多項式によって構成され， については次式で与え
られる 次のゼロモーメント条件を満足する．

(12)

なお，有限な区間上で与えられた非周期関数について
の wavelet展開を定義する場合，式 (11)の基底だけで
は展開の完備性が保障できなくなる．そのため，これ
らの基底の他に境界 scaling関数と境界 waveletが別途
必要となる．境界 scaling関数・境界 waveletの構成方
法，およびゼロモーメント次数の選択上の制約につい
ては，文献6)を参照されたい．

3.2 時間に関する離散化

時間域境界積分方程式 (8)を離散化するにあたり，ま
ず式中の時間積分の離散化について説明する．時間積
分の離散化は，従来の時間域境界要素法1),2)と同様，時
間軸上に離散点 ( ， : 時間
刻み幅)を設け，この離散点間の任意の区間 [ , ]
（ ）において，積分方程式中の未知量 ，

， の時間変動が次式で近似できるものと
する．

(13)

なお，式 (13)の については線形補間近似， につい
ては後退方向区間一定近似， については後退差分近
似でそれぞれ近似していることになる．

式 (8)の時間積分を時間軸上の離散点間の積分に細分
した上で，式 (13)を式 (8)に代入し，時刻
において式 (8)が成り立つことを仮定する．その結果，

， として次の境
界積分方程式を得る．

(14)

ここで， ， ， は次式で定義する．

(15)

3.3 境界積分方程式の離散化

次に，式 (14)の境界積分方程式の離散化について考
える．本研究では，境界値関数を wavelet級数で近似
した上で，近似基底として用いた scaling関数・wavelet
を重み関数とした Galerkin法を適用し，最終的に数値
的に解くべき連立一次方程式を導出する．
まず，式 (10)を参考に，式 (14)の境界値関数である

， を次の wavelet級数で近似する．

(16)

ここで， とし， は scaling関数， は
waveletであり， , ， ， は展開係数であ

る． ， はそれぞれ ， の展開係数をま
とめたものであり， は または で与えられ
る基底関数である． は の総数である．
式 (16)を (14)に代入することで生じる残差 を
次式で定義し，

(17)
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式 (17)の残差に関し，次式の Galerkin条件を課す．

(18)

その結果，境界値 ， の近似解を求めるための，
次の連立一次方程式を得る．

(19)

ここで， ， ， はそれぞれ，展開係数 ，
， ( )を成分に持つベクトル

であり， ， ， はそれぞれ，次式で定義

する係数成分 ， ， を成分に持つ係数
行列である．

(20)

4. 係数行列成分の切り捨て手法

前節において，2次元スカラー波動問題の時間域境
界要素法における wavelet基底の適用方法について説
明した．境界要素法における wavelet基底の適用の最
大の目的は，waveletのゼロモーメント性によりその大
きさが微小となった係数行列成分を切り捨てて 0とみ
なし，係数行列を疎行列化することにある．そこで本
節では，係数行列成分の切り捨て方法について述べる．

4.1 係数成分の切り捨て判定条件

係数行列成分の切り捨て判定は， を被積分関
数として得られた係数成分 の大きさに基づき実行
する．ただし，wavelet基底を用いた境界要素解析では，
境界積分の計算に多くの時間を要する6)ため，切り捨て
対象成分の境界積分計算を回避する目的で，境界積分
の計算前に判定を行う事前切り捨て判定と，境界積分
計算後に判定を行う事後切り捨て判定を併用すること
で，可能な限り効率よく疎行列化した係数行列を生成
する．

事前切り捨て判定は，係数成分 の近似評価値

を用い，次式の条件を満足した成分について切り
捨てを実行し，当該係数成分を 0と置き換えることと
する．

(21)

ここで， は切り捨て基準値であり， は行列
( ) の成分の代表値である．近似評価

値 の評価方法については，次小節で説明すること
とする．

式 (21)の事前切り捨て判定条件を満たさない成分に
ついては，式 (20)の係数成分の計算を実行する．その
上で得られた係数成分 に基づき，再度事後切り捨
て判定を実行する．切り捨て対象成分は，次の判定条
件を満たす係数成分とする．

(22)

4.2 係数成分の近似評価式

係数成分の近似評価値 を構成するために，次の

係数成分 について考える．

(23)

式 (23)の境界積分を ， で計
算するように無次元座標を定義する． ，

を考慮し，ヤコビアンを
， で近似すると，式

(23)は次式で表すことができる．

(24)
さらに，基底 ， のゼロモーメント性を考慮する
と，式 (24)の絶対値は次のように近似できる．

(25)

ここで， ， はそれぞれ ， のゼロモーメント
次数であり，

(26)

とすると，式 (25)より， の近似評価値 は次
式で与えることができる．

(27)
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x1

x2

q=0

q=0

u=
0

q=
H

(t−
0)

1

2

A(2, 25/48)

0 0,u = 0 0v =

0

図–1 解析条件．

5. 解析手法の有効性の検討

2次元スカラー波動問題の時間域境界積分方程式の
離散化において wavelet基底を用いる方法の計算効率
の改善効果を検討する目的で，具体的な数値例を対象
とした時間域境界要素解析を試みた．
解析例は，図-1に示す境界条件・初期条件の下で行っ
た．波動の伝播速度は としている．解析例は幅
2，高さ 1の長方形領域の内部で，両端で反射を繰り返
しながら波が水平方向に行き来する問題で，厳密解は
次式で与えられる．

(28)

ただし， （ ）とし，

正の整数 (29)

なる周期 の周期性を有している．
解析に際しては，非直交スプライン waveletとして区
間一定関数から構成されるものを用いた．ゼロモーメ
ント次数は， ， の 2種類の waveletを採用
した． の場合には Haar waveletに一致し，基底
は正規直交性を有することになる．境界値関数の近似
に当たっては， ， の場合で解析自由度が同
数となり，いずれの scaling関数のサポート長が同一と
なるように，今回の解析では 18個の scaling関数を用
いて wavelet級数展開を定義した．なお，従来法との比
較のために，境界値を区間一定関数で近似し Galerkin
法または選点法で離散化した場合の時間域境界要素解
析もあわせて行なった．その際，時間に関する離散化
については，3.2節で示した手法と同様に行なった．
離散化後に得られる連立一次方程式の求解には，対
角スケーリング前処理付き GMRES法を用いることと
した．その際，リスタート値は 50に設定した．

5.1 解析精度・安定性の検討

Wavelet基底を用いて時間域境界積分方程式を近似的
に解く本手法の場合，従来の時間域境界要素法とは異
なり，wavelet基底のサポートは互いに重複するものが

存在し，階層レベルに応じてサポートの大きさも異なっ
ている．従来の選点法時間域境界要素法では，解析の
安定化の要請から時間ステップ幅の設定範囲の下限が
境界要素長に依存して定まる22)ことも考慮し，以下で
はまず，本手法で得られた近似解およびその誤差に及
ぼす時間刻み幅の影響について検討する．

解析においては，解析時間を とし，所
定の空間解像度の下で時間刻み幅の設定に関する数値
安定性について調べることとした．Wavelet 級数の最
高階層を に設定し，境界上の自由度は

で与えた．時間刻み幅 は，当該の
離散化条件の下では近似解が一定値をとる区間の長さが

で与えられることを留意し，
を用い の値を所定値に定めることで設定した．具体
的には， , 0.5, 0.7, 1.0 として解析を行なった．
係数行列成分の切り捨てについては，本小節の解析に
おいては実行しないこととした．なお，誤差 につ
いてはポテンシャルについて検討し，従来法，wavelet
法とも，次式で評価することとした．

(30)

ここで， は境界要素解， は厳密解， は近似解
が一定値をとる区間の長さである．また， は近似解
の一定区間の代表点座標である．

まず，解析各時刻でのポテンシャル の誤差を図-2に
示す．なお，選点法で の場合，および wavelet
法 ( )で の場合は，解が発散したため，計
算途中までの結果を図示している．通常の区間一定要素
を用いた場合， が大きい（ が大きい）ほど選点法・
Galerkin法の離散化手法の違いが解の誤差に及ぼす影
響が小さく，wavelet基底を用いた場合も従来法とほぼ
同一の誤差の時刻歴を示す．一方， を 0.5とした場合，
選点法による離散化では近似解の誤差がGalerkin法の
場合よりも悪化し，さらに の値を小さくした
の場合には，選点法では に到達する前に
境界要素解が発散した．これは，今日広く知られてい
る，時間刻み幅を過小な値に設定することに起因する
選点法時間域境界要素法の不安定化現象22)と思われる．
それに対し，通常の区間一定要素で Galerkin法離散化
を採用した場合には，文献22)で指摘されているように，
このような不安定化現象は観測されていない．

本研究で提案する wavelet法では，離散化に Galerkin
法を採用していることもあり， なる時間刻み幅
とした場合には，通常の一定要素・Galerkin法を採用
した場合の誤差の時間変動とほぼ同一となった．この
傾向は，wavelet基底のゼロモーメント次数によらない
ことが解析結果から確認できる． とした場合で
は， では従来法に比べて誤差の高周波変動が若
干大きくなっているが，時間変動の傾向自体は従来法
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図–2 ポテンシャル に関する誤差 の時刻歴．

と同様である．しかしながら の場合には，解析
を安定に進めることができず，解析途中で解が発散し，
従来法の選点法離散化の場合のような，解析の不安定
化が確認された．この原因は現時点では不明であるが，
wavelet基底のゼロモーメント性を大きくすると基底の
サポートが大きくなり，その結果，係数行列の成分構
成・性質が変化することで，時間域境界要素解析を不
安定化させている可能性も考えられる．また，数値計
算を倍精度実数演算により行なっているが，桁落ち等
計算過程での何らかの精度低下が原因となっているこ
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図–3 点 A( , )におけるフラックス の時刻歴（区間一
定要素を使用）．

とも否定できない．そのため，この原因の解明につい
ては，今後の検討課題としたい．

次に，図-1中に示したA点 ( , )におけるフラッ
クス の値の時刻歴を図-3（従来の区間一定要素），図-
4（wavelet法）に示す．点 Aにおけるフラックス の
時刻歴からも，区間一定要素・選点法では の
範囲でフラックスに高周波の振動が生じて解析が不安
定化しているのに対し，区間一定要素・Galerkin法に
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図–4 点 A( , )におけるフラックス の時刻歴（区間一
定非直交 waveletを使用）．

よる離散化は小さな の下でも安定に解析を実行で
きていることが確認できる．関数基底に waveletを用い
た場合，境界上の関数近似は区間一定要素のみを用い
た場合と全く同一となるにも関わらず， の下限に関
する数値安定性については区間一定要素・Galerkin法
の場合と比べて低下する傾向にある．特に，ゼロモー
メント次数が高次の非直交スプライン waveletを用い
た場合，解の不安定化が明確であることが確認できる．

5.2 使用メモリの削減効果

先述のように，本研究で提案する wavelet基底を用
いた時間域境界要素法では，離散化により得られた係
数行列の微小成分を切り捨てることにより，解析時の
使用メモリを削減し，さらには計算時間の短縮を図る．
そこで以下では，本手法による時間域境界要素解析に
おいて係数成分の切り捨てを実行した際の使用メモリ
の削減効果，および計算時間の短縮効果について検討
する．本小節では，使用メモリについて検討する．

境界要素解析は，前小節と同様，図-1の解析領域・境
界条件，および ， なる初期条件で定義さ
れる 2次元スカラー波動問題を対象として行った．境
界値の離散化においては，同一サポート長の区間一定
scaling関数を 18個配置した上で，最高階層を
として wavelet級数近似を定義し， と の近似に用い
た．この場合，解析自由度は なる．
時間刻み幅 は， （ ）で与えた．

については，当該の離散化条件では
となっている．

比較のために，従来の区間一定要素・選点法または
Galerkin法離散化を採用した時間域境界要素解析も実
行した．要素長や時間刻み幅は waveletを用いた場合
と同条件としている．なお，既往の研究では，時間に
関する畳み込み積分計算を効率化するために，式 (19)
右辺の行列・ベクトル積の一部を省略したり，文献18)

のように，より少ない乗算回数で行列・ベクトル積の
値を近似評価する方法を採用することがある．しかし
本研究では，従来法の解析においてこれらの効率化手
法は適用しないこととした．

まず，wavelet基底を利用した場合における係数切り
捨ての実現可能性を検討する目的で，切り捨て実行時
におけるポテンシャル の誤差 の時刻歴を図-5に
示す．なお，図中「 」は，waveletにより関数近
似を導入しているが，係数の切り捨ては実行しない場
合の結果であることを示している．

解析結果より， ， のいずれの区間一定非
直交 waveletを用いた場合でも，所定値以下の切り捨
て基準値の下では，切り捨てを実行しない場合と同程
度の誤差を示している．一方，ある閾値を上回る切り
捨て基準値 を与えて解析を実行すると，誤差が増大
している．以上の結果から，当該問題の時間域境界要
素解析においても，閾値以下の切り捨て基準値を与え
て切り捨てを実行することで，近似解の精度を損ねる
ことなく係数行列を疎行列化し，解析時の使用メモリ
を削減できる可能性があることがわかる．

次に，各解析時刻（計算時の各時間ステップ）で追
加・生成される係数行列の圧縮率を図-6に示す．なお，
圧縮率 (%)は次式で求めた値を図示している．

(31)
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図–5 ポテンシャル の誤差 の時刻歴 ( , ,
)．

ただし， は解析自由度， は当該ステップで新
たに作成される係数行列の保存成分数である．解析に
おいては，計算第 1ステップでは離散化により得られ
る連立 1次方程式 (19)左辺の係数行列の計算を行い，
第 2ステップ以降では式 (19)右辺の畳み込み積分計算
に用いる係数行列が作成されている．そのため，図中
の結果も第 1ステップでは式 (19)左辺の係数行列，第
2ステップ以降は畳み込み積分計算のために各ステップ
で追加生成される式 (19)右辺の係数行列の圧縮率をそ
れぞれ示している．

今回の解析では，従来法（区間一定・選点法，区間
一定・Galerkin法）においても，因果律の要請から係
数行列成分が明らかに 0となるものについては，保存
することなく境界要素解析を行なっている．そのため，
図-6に示した従来法の 2種類の解析結果は，非直交ス
プライン waveletを用いて の場合の解析結果と
概ね一致している．

本論文の提案手法で切り捨てを実行した際には，
， のいずれの場合も，解析の初期段階では因果
律の要請から係数行列の圧縮率は低く，時間の経過とと
もに単調に上昇していく．これは，解析時間の経過は領
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図–6 各解析時刻（各時間ステップ）で追加・生成される係
数行列の圧縮率 ( , , )．

域内の波動の伝播領域の拡大をもたらすため，係数行
列成分の非ゼロ成分が増加するためである．解析初期
段階での圧縮率の単調増加傾向は，設定した切り捨て
基準値が小さいほど長時間継続し，大きな切り捨て基
準値を設定するほど早い時刻で圧縮率が上昇から低下
に転ずる．いずれの切り捨て基準値の下でも，時間が経
過するほど係数行列の圧縮率が向上することから，解
析対象とする時間が長時間にわたる問題ほど，wavelet
基底の適用が使用メモリの削減に対して効果的である
ことがわかる．

また， の場合では，切り捨て基準値の設定値の
大小が係数行列の圧縮率に及ぼす影響は大きく，切り
捨て基準値を 10倍にすると圧縮率が 20～30 %も低下
する場合も見受けられた．一方， の場合では切り
捨て基準値の違いが係数行列の圧縮率に与える影響は
小さく，解析時間が となる段階では，切り捨て基
準値の設定値によらず圧縮率は概ね下限値に収束した
結果を得た．このことから，実際の境界要素解析にお
いて，解析精度を低下させない範囲内で係数行列の圧
縮性能が最大となる「最適な」切り捨て基準値を定める
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図–7 各解析時刻（各時間ステップ）での計算時間の推移．

際には，低次のゼロモーメント性を有する waveletを用
いる場合ほど，切り捨て基準値を正確に定める必要が
ある．逆に，高次ゼロモーメント性を有する waveletを
用いる場合には，切り捨て基準値の最適値から過小な
値に設定してもある程度の行列圧縮性能が期待できる．

5.3 計算時間の短縮効果

境界要素解析において wavelet基底を導入すること
の利点は，解析時の使用メモリの削減と，計算時間の
短縮にある．使用メモリの削減については，時間域境
界要素法の離散化において wavelet基底を用いること
で一定の削減効果が期待できることが，前小節の検討
により確認できた．そこで以下では，計算時間の短縮
効果について検討する．

各解析時刻（各解析ステップ）において，計算に要
した時間を図-7に示す．なお，比較のために，区間一
定要素を用い Galerkin法または選点法で離散化した場
合の計算時間もあわせて示す．紙面の都合上省略して
いるが，計算に要する時間の内訳は，従来法・wavelet
法ともに係数行列の作成と畳み込み積分計算のための
行列・ベクトル積がほぼ 100%を占めている．従来法で

も係数行列が密となるのは畳み込み積分計算に用いる
係数行列であり，連立一次方程式の未知量の係数から
なる行列は従来法・wavelet法とも疎行列となる．今回
の解析例では方程式の元数も と小さいこと
もあり，各解析時刻での連立一次方程式の求解には計
算時間の測定限界（1/100(sec)）程度のごくわずかな処
理時間しか要しなかった．なお，連立一次方程式の規
模が大きくなった場合，求解計算にもある程度の計算
時間を要することとなり，その処理時間の長短は求解
に用いる反復解法の収束性に依存する．そのため，求
解計算のために用いたGMRES法の収束性については，
次小節で検討することとする．

上述のように，図-7に示した計算時間は，結果的に
係数行列の作成と時間方向の畳み込み積分計算の処理
時間を示している．解析結果より，区間一定要素を用
いた従来法では，解析時間がある程度経過すると全て
の係数成分が生成されることになるが，計算時間は単
調増加を続けている．そのため，従来法では係数計算
の負荷だけでなく，時間に関する畳み込み積分計算の
ための行列・ベクトル積に要する演算量の増加にも注
意が必要であることがわかる．

一方，wavelet基底を用いた場合には，係数行列の圧
縮率の時刻歴と計算時間の時刻歴とが同様のグラフ形
状を示す上，切り捨て実行時には各解析時刻での計算
時間は横ばいとなっていることから，図示した計算時
間の大半は二重の境界積分計算を要する係数行列成分
の作成に要していることがわかる．これは，本研究で用
いた waveletがスプライン関数を用いて定義されたもの
であり，境界積分の際には積分区間をスプライン区間
で細分割して計算する必要があるためである．Wavelet
基底のゼロモーメント次数が大きいほど，切り捨て基
準値を小さい値に設定した場合ほど，計算時間は長く
なる傾向にある．解析の初期段階のように，係数行列
のスパース性が基本解の因果律によってもたらされる
場合では，wavelet法の適用による係数行列の疎行列化
の効果が低く，従来法と比べても非常に多くの計算量
を要することがわかる．解析時間の経過とともに係数
行列の切り捨て対象成分が増加してくると，4節で示し
た係数行列成分の事前切り捨てにより切り捨て成分に
関する不要な境界積分計算が省略され，計算時間は増
加から減少に転じ， ， の双方で各々一定値
に漸近していくことが分かる．ただし，この計算時間
の漸近値も従来法の計算時間と比べて同程度かそれ以
上の水準にとどまっているため，当該問題の時間域境
界要素解析では，wavelet基底の利用による従来法から
の計算時間の短縮効果は Laplace問題に代表される定
常問題ほどは期待できないと結論付けることができる．

定常問題では，従来法では密行列であった係数行列
が wavelet基底の適用によって疎行列となり，連立方程
式の求解計算も直接法から反復法に変更でき，反復解
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図–8 各解析時刻（各時間ステップ）での GMRES法の反復
回数．

もわずかな反復回数で収束解に到達する．その結果，連
立方程式の求解に要する計算量を大幅に削減できるこ
とで，解析全体の計算時間の短縮が期待できる．しか
し，基本解の因果律から従来法でも係数行列が疎とな
る非定常問題の時間域境界要素解析では，スカイライ
ン法や反復解法を用いるなどすれば短時間で解を求め
ることができる．そのため，微小係数成分の切り捨て
による計算時間の短縮効果が係数 1成分の計算量の増
加を凌ぐものとはならない状況にあることが，上述の
ような計算時間の短縮効果の低さの理由と考えられる．

5.4 反復解法の収束性の検討

最後に，解析各時刻（各時間ステップ）における，離
散化方程式（連立一次方程式）の求解に要する計算時
間の時刻歴を図-8に示し，反復解法（GMRES法）の収
束性について検討する．解析結果より，高次ゼロモー
メント性を有する waveletを用いた場合ほど，反復解の
収束が緩慢になることがわかる．これは，ゼロモーメ
ント次数の大きなwaveletではサポートが互いに重複す
る基底の数が増加し，係数行列の帯幅が拡大すること

で，反復解の収束性が悪化したものと考えられる．特
に， とした場合には，Haar wavelet ( )の場
合と比べ，反復回数が 10倍程度まで増加しており，大
規模問題へ適用する際には注意を要する．ただし，反
復解法の収束は，文献6)でも示されているように，不完
全 LU分解等の他の前処理手法へ変更することで大幅
な改善が可能であると思われる．

6. おわりに

本研究では，2次元スカラー波動問題の時間域境界要
素解析を対象に，境界積分方程式の離散化に wavelet基
底を用いる手法の適用による計算効率の改善効果につい
て検討した．Wavelet基底には区間一定非直交 wavelet
を用い，ゼロモーメント次数の選択が解析の安定性や
計算効率に及ぼす影響について明らかにした．

簡単な解析例を対象とした境界要素解析を行なった
結果，時間刻み幅の設定に起因する解析の安定性につ
いては，低次ゼロモーメント性を有するものについて
は従来の Galerkin法並みの安定性を有することが確認
できた．しかし，ゼロモーメント次数を に設定
した場合には，時間刻み幅を小さくすると従来の選点
法解析の場合と同様，解が発散する傾向を示した．こ
の原因の解明については，今後の検討課題としたい．

また，解析時間の経過とともに新たに生成される係
数行列成分のスパース性が高まり，使用メモリの削減
効果に対しては wavelet基底のゼロモーメント次数の高
次化が有効であることが確認できた．しかし，解析の
初期段階では基本解の因果律により従来法でも疎な係
数行列が得られるため，wavelet基底の適用による使用
メモリの削減効果はあまり期待できないことが分かっ
た．計算時間の短縮については，当該問題の時間域境
界要素解析では，従来法および wavelet法ともに連立
一次方程式の求解に大きな計算量を要しないため，係
数行列成分の生成および畳み込み積分計算の時間短縮
が計算時間の短縮に直結する．Wavelet法では微小な係
数成分の切り捨てを実行することで，畳み込み積分計
算の計算量を削減することは可能である．しかし，事
前切り捨て判定の実行によって不要な境界積分計算を
省略しても，係数 1成分あたりに要する計算量が従来
法よりも数倍も大きくなるため，各解析時刻（各時間
ステップ）での計算時間の大半を占める係数行列成分
の生成に要する計算量を大幅に削減することは難しい
ことが分かった．

なお，本研究では切り捨て基準値を予め所定値に設
定した上で，各々の設定値の下で解の誤差や解析の安
定性，計算効率の改善効果について検討してきた．し
かし，実際の解析では，近似解の精度が損なわれない
範囲内で最大の「最適な」切り捨て基準値を事前に見
出し，それを用いて境界要素解析を行うことが計算効
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率上最も有利である．しかし，当該問題における切り
捨て基準値の最適値を探索・設定する実用的な手法は
提案されておらず，実用化における検討課題の一つと
なっている．また，上述の解析では，時間依存しない
切り捨て基準値を用いて解析を進めてきたが，問題設
定によっては解の精度が大きく時間変動することも考
えられる．この場合，時間経過とともに解析精度に見
合う切り捨て基準値を逐次設定・利用することが計算
効率のさらなる改善をもたらす可能性があり，この点
についても今後の検討課題としたい．

最後に，本手法による計算効率の改善効果は，本手法
が係数成分の切り捨てに基づく手法である以上，基本
的に近似解の精度に依存することは明らかである．し
かし，特に複雑形状を有する問題においては，wavelet
展開を定義する際に多数の部分境界を設定する必要が
あるため，本論文で示したような矩形状の解析領域を
対象とする場合と比べ，計算効率の改善効果が小さく
なることが懸念される．この点についても，今後数値
例を通して詳細に検討し，本手法の実効性について明
らかにしたい．
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