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There have been few studies on application of the CIP analysis to elastodynamics because the

free surface is difficult to treat. Computational treatment of the free surface is developed for

the CIP analysis in elastodynamics. In the treatment, the fictions values at points outside the

domain are calculated by considering extrapolated function. Two simple problems are solved to

check the applicability of the method.
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1. はじめに

非破壊検査手法のひとつであるレーザー超音波法は，
非接触で計測可能という特徴を有している．そのため，
高所，狭隘部などの空間的制約あるいは高温・低温，高
放射線環境などの環境的制約により近接が困難である
対象物に対しても適用可能である．また，複雑な形状や
小型な物体に対しても用いることができる．レーザ超
音波法はこのような優れた特徴を持つ手法であり，現
在では主要な検査技術の１つとなっている．レーザ超
音波法の原理は，パルスレーザによって励起される波
を受信することである．パルスレーザを物体表面に照
射することで，表面近傍の微小領域に熱ひずみを発生
させ，そこから超音波を励起させる．そして，その超
音波を受信し，観測された波形を分析することで検査
を行う．このパルスレーザによって励起された超音波
は，高周波成分を含み，広帯域な波であることが知ら
れている1)．そのため，レーザー超音波法の数値計算
を行うためには精度の高い数値解析手法が求められる．
そこで，我々のグループでは，高精度解法の 1つであ
る Cubic Interpolate Pseudo-Particle(CIP)法2)3)4)を
用いて動弾性問題の数値計算手法の開発を行っている．

CIP法は，Yabeらによって開発された手法である．
特徴として，分散エラーが少ない，数値拡散が少ない，
高精度な空間補間が可能である，並列化が容易である
といったことがあげられる．現在では，流体力学や電
磁気学などの分野で広く用いられている．しかし，そ
の有用性にも関わらず，動弾性問題に対して CIP法を
適用した研究は少ない．その主な理由として境界の取
扱いが困難であることが挙げられる．CIP法では基本

的に直交格子を用いるため，直交格子に沿わない滑ら
かな自由表面の取扱いは難しい．事実，これまでの研
究では自由表面が直交格子に沿っている場合のみを対
象としており，滑らかな自由表面を取扱った研究は見
当たらない．そこで，本研究では動弾性問題の CIP解
析において，滑らかな自由表面を取扱う手法について
提案する．動弾性問題の CIP解析で，滑らかな自由表
面が取り扱えるようになれば，レーザ超音波法以外の
問題においても，他の数値解法では計算が難しい広帯
域な弾性波の解析や高精度な計算が可能となる．
自由表面の取扱いは，Lombardらが提案した外挿補間

によって領域外の点に仮想的な変位速度と応力を与える
方法5)を用いる．この方法を本論文では「Extrapolator
法」と呼ぶこととする．なお，Lombardらは有限体積
法の１つである ADERスキーム6)を用いて計算を行っ
ているが，本研究では CIP法を用いる．
本研究では 2次元動弾性問題を対象とするが，同様

のやり方で 3次元にも拡張可能である．

2. CIP法

2.1 CIP法の定式化

CIP法は基本的に 1次元の移流方程式を解く数値解
法である．
一次元の移流方程式は

∂tf + c ∂xf = 0, (1)

で表される．ここで，f は時間 tと空間 xに関する関
数であり，cは移流速度を表している．また，∂t，∂xは
それぞれ時間と空間に関する偏微分を表している．移
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流速度 cが一定であれば，波形は変化することなく移
動する（図-1）．ここでは，移流速度 cは一定と仮定す
る．この仮定は，後に示す動弾性問題において等方均
質な材料を取り扱うためである．

x

f

0 x1

t = t0 t = t0 +
x1

c

図–1 波形の移流

CIP法の特徴の 1つに，値 f だけでなく，空間微分
値 g(≡ ∂xf)を未知数として解くことがあげられる．空
間微分値を用いることで格子間の波形を高次多項式で
近似することが可能となる．
現在の時間ステップ nにおける xi 点の値を fn

i ，そ
の微分値を gn

i (≡ ∂xfn
i )とする．次の時間ステップの

値 fn+1
i ，その微分値 gn+1

i の計算には，fn
i , gn

i に加え
て波の上流側の格子点 xiupにおける情報 fn

iup，gn
iupの

4つを用いる．添字 iupは格子点の上流点を表してい
る．c > 0であれば iup = i − 1であり，c < 0であれ
ば iup = i + 1である．4つの値から，点 iと点 iupの
間を次式のように 3次多項式で近似できる．

Fn
i (x) = ai(x − xi)3 + bi(x − xi)2

+ci(x − xi) + di (2)

さらに，その微分は

∂xFn
i (x) = 3ai(x − xi)2 + 2bi(x − xi) + ci (3)

で与えられる．ここで，係数 ai, bi, ci, diは，F (xi) =
fn

i , ∂xF (xi) = gn
i , F (xiup) = fn

iup, ∂xF (xiup) = gn
iup

の4つの関係を満足するようそれぞれ次式で与えられる．

ai =
gn

i + gn
iup

D2
+

2(fn
i − fn

iup)
D3

, ci = gn
i ,

bi =
3(fn

iup − fn
i )

D2
−

2gn
i + gn

iup

D
, di = fn

i (4)

式 (4)において，c > 0のときD = −∆x, iup = i− 1，
c < 0のときD = ∆x, iup = i + 1である．
さて，1次元移流方程式の場合，波は波形を保ったま
ま移流するため，時間 t + ∆tにおける点 xiの値 fn+1

i

は，時間 tにおける点 xi−c∆tの値 fに等しい（図-2）．
そのため，値 fn+1

i を求めるためには，x = xi− c∆tを
多項式 (2)に代入すると得られる．同様に微分値 gn+1

i

に対しても移流方程式が成立するため，式 (3)に代入
すれば微分値 gn+1

i が得られる．

fn+1
i = Fn

i (xi − c∆t) = aiξ
3 + biξ

2 + gn
i ξ + fn

i (5)

gn+1
i = ∂xFi(xi − u∆t) = 3aiξ

2 + 2biξ + gn
i (6)

ここで，ξ = −c∆tである．

xixiup
∆x

fn
i , gn

i

fn
iup, g

n
iup

fn+1
i , gn+1

i

Fn
i (x)

x

c∆t

図–2 CIP法の補間関数の作成

2.2 動弾性問題のCIP解析

CIP法を用いて 2次元面内における動弾性問題を解
く方法を説明する．

2次元動弾性問題の支配方程式は以下の通りである．

∂tvx =
1
ρ
(∂xσxx + ∂yσxy) (7)

∂tvy =
1
ρ
(∂xσxy + ∂yσyy) (8)

∂tσxx = (λ + 2µ)∂xvx + λ∂yvy (9)

∂tσyy = λ∂xvx + (λ + 2µ)∂yvy (10)

∂tσxy = µ(∂xvy + ∂yvx), (11)

ここで，vi, σij はそれぞれ変位速度，応力である．変
位速度，応力は同じ点で与える．すなわちコロケーショ
ン格子を用いる．λ, µは Lamé定数であり，ρは密度
である．式 (7)–(11)は行列表示で次のように表される．

∂tu = A∂xu + B∂yu (12)

ここで，u, A, Bは以下のベクトルおよび行列である．

u = (vx, vy, σxx, σyy, σxy)T , (13)

A =




0 0 1/ρ 0 0
0 0 0 0 1/ρ

λ + 2µ 0 0 0 0
λ 0 0 0 0
0 µ 0 0 0




(14)

B =




0 0 0 0 1/ρ

0 0 0 1/ρ 0
0 λ 0 0 0
0 λ + 2µ 0 0 0
µ 0 0 0 0




(15)

多次元問題をCIP法で解く方法として，方向分離（例
えば文献7)など）と特性曲線法を用いて 1次元の移流
方程式に帰着させるやり方がある．この計算手順は以
下の通りである．
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1. x方向について方向分離を行う．
まず，x方向のみについての移流方程式を作る．

∂tu = A∂xu (16)

2. 特性曲線法を使う．
式 (16)の係数行列Aを対角化する．

A = PAΛAP−1
A (17)

PA, ΛAはそれぞれAの固有値ベクトルからなる
行列，固有値からなる対角行列である．
式 (17)を式 (16)に代入すると次式を得る．

∂thA = ΛA∂xhA (18)

ここで，

hA = P−1
A u (19)

であり，ベクトル hA は次式で表される．

hA =




vx − σxx

cLρ

vy − σxy

cT ρ

vx +
σxx

cLρ

vy +
σxy

cT ρ

σyy − λ

λ + 2µ
σxx




(20)

式 (18)は以下に示す 1次元の移流方程式の集合で
ある．

∂t

(
vx ∓ σxx

cLρ

)
± cL∂x

(
vx ∓ σxx

cLρ

)
= 0 (21)

∂t

(
vy ∓ σxy

cT ρ

)
± cT ∂x

(
vy ∓ σxy

cT ρ

)
= 0 (22)

∂t

(
σyy − λ

λ + 2µ
σxx

)
= 0. (23)

式 (21), (22)は複合同順である．ここで，cL, cT

はそれぞれ縦波速度，横波速度を表している．

cL =

√
λ + 2µ

ρ
, cT =

√
µ

ρ
. (24)

これより，特性曲線法によって式の上で x方向に
移流する縦波と横波に分離されることが分かる．

3. CIP法による求解
式 (21), (22) は 1 次元の移流方程式であるので，
2.1節で示した CIP法を用いて解くことが可能で
ある．

hA
CIP−−−−−→ h∗

A (25)

∂xhA
CIP−−−−−→ ∂xh∗

A (26)

ここで，上付き添字 ∗ は時間ステップ nと n + 1
の中間の値を表している．ただし，∂yhAは線形補
間で求める．

∂yhA
Linear−−−−−→ ∂yh∗

A (27)

なぜなら，∂yhA を CIP法で求めるためには，そ
の x方向に関する微分値 ∂x∂yhAを必要とするか
らである．線形補間する方法はM型 CIP法と呼
ばれている．M型CIP法を用いても精度が落ちな
いことが知られており2)，本研究では計算負荷削
減，メモリ節約のためM型 CIP法を用いる．
なお，∂x∂yhAの値を用いて CIP計算する方法は
C型 CIP法として知られている2)．

4. 変数変換を行う．
式 (18)によって得られた解 h∗

Aを変位速度，応力
に戻す．

u∗ = PAh∗
A (28)

∂xu∗ = PA∂xh∗
A (29)

∂yu∗ = PA∂yh∗
A (30)

5. y方向に関して方向分離を行う．
x方向の計算と同様に y方向に対しても行い，u∗

からun+1を求める．まず，y方向に関する移流方
程式を作る．

∂tu
∗ = B∂yu∗. (31)

6. 特性曲線法を使う．
式 (31)を 1次元の移流方程式に変換する．

∂th
∗
B = ΛB∂yh∗

B , (32)

なお，ここで h∗
B は

h∗
B =




vx − σyy

cLρ

vx − σxy

cT ρ

vy +
σyy

cLρ

vx +
σxy

cT ρ

σxx − λ

λ + 2µ
σyy




(33)

である．式 (32)は次のように書ける．

∂t

(
vy ∓ σyy

cLρ

)
± cL∂y

(
vy ∓ σyy

cLρ

)
= 0, (34)

∂t

(
vx ∓ σxy

cT ρ

)
± cT ∂y

(
vx ∓ σxy

cT ρ

)
= 0, (35)

∂t

(
σxx − λ

λ + 2µ
σyy

)
= 0 . (36)

7. CIP法を使って解く．
式 (32)に対して CIP法，線形補間を適用する．

h∗
B

CIP−−−−−→ hn+1
B (37)

∂xh∗
B

Linear−−−−−→ ∂xhn+1
B (38)

∂yh∗
B

CIP−−−−−→ ∂yhn+1
B (39)

(40)
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8. 変数変換を行う．
最後に，CIP法で得られた hn+1

B を変位速度や応
力に戻す．

un+1 = PBhn+1
B (41)

∂xun+1 = PB∂xhn+1
B (42)

∂yun+1 = PB∂yhn+1
B . (43)

3. 領域外の仮想的な変位速度と応力の計算

3.1 任意の滑らかな境界

自由表面が直交格子に沿っている場合（図-3(a)）は，
境界の扱いは比較的容易である．このような場合は，領
域外の 1方向から境界条件を満足するような仮想的な
波の流入を考えればよい8)．

しかし，一般に自由表面は直交格子に沿っていない
（図-3(b)）．そこで，本研究では Extrapolator法を用
いる．

(a)

?
?

Boundary:
vacuum

domain:

(b)

図–3 自由表面 (a) 直交座標系に沿った自由表面，(b)任意
の滑らかな自由表面

3.2 Extrapolator法

Extrapolator法では，領域外の格子点 (I, J)に仮想
的な値 u∗

I,J を与える．仮想的な値を与えることで，境
界付近においても領域内部の計算と同じように計算が可
能となる．図-4に境界近くの幾何条件を示す．ここで，
Ωは物体内部の領域を表している．P は格子点 (I, J)
からもっとも近いところにある自由表面上の点である．
Cは点 P を中心とする半径 dの円と領域 Ωとの共通部
分である．dを影響半径と呼ぶ．

vacuum

domain:

P

(I, J)
Circle:

Boundary:
(i, j)

d

図–4 境界付近の幾何形状

仮想的な値 u∗
I,J は，領域内部の情報を用いて外挿す

ることで計算する．外挿関数は点 P を中心にテーラー
展開をした次式で与える．

u∗
i,j = u + ∂xu(xi − xP ) + ∂yu(yj − yP )

+∂2
xu

(xi − xP )2

2
+ ∂x∂yu(xi − xP )(yj − yP )

+∂2
yu

(yj − yP )2

2
+ · · ·

(44)

ここで上付き添字 ∗ は外挿関数によって得られる仮想
的な値を表す．また，本章では，特に断りが無い場合，
下付き添字のない uは点 P における値を表すこととす
る．ここで，k 次より大きな項を無視すると次のよう
にかける．

u∗
i,j = Πk

i,ju
k (45)

Πk
i,j および uk は，それぞれ次式で表される行列およ
びベクトルである．

Πk
i,j =

[
I5, · · · ,

(xi − xp)α(yj − yP )β

α!β!
I5,

· · · ,
(yj − yP )k

k!
I5

] (46)

uk =
[
u, · · · , ∂α

x ∂β
y u, · · · , ∂k

y u
]T

(47)

α, β は α + β ≤ kを満たす非負の整数である．

式 (45)の係数 uk は以下の条件を満足するように決
定する．

1. 点 P において境界条件を満足する
2. 点P において Saint-Venantの適合条件を満足する
3. 領域 C の点 (i, j)において，値 ui,j と仮想的な値

u∗
i,j ができるだけ整合している

3.3 境界条件

1つ目の条件として，点 P における境界条件を考え
る．点 P における境界条件は次式で与えられる．

L0(τ)u0(x(τ), y(τ), t) = 0 (48)

ここで，L0(τ)は以下で表される行列である．

L0(τ) =

[
0 0 −dτy(τ) 0 dτx(τ)
0 0 0 dτx(τ) −dτy(τ)

]
(49)

x(τ), y(τ)は境界の幾何形状を表す変数であり，τ はそ
のパラメータである．dτ はパラメータ τ に関する全微
分を表す．式 (48)は 0次境界条件である．
式 (48)を時間 tに関して偏微分し，式 (12)を用いる

と次式を得る．

L0
(
A∂xu0 + B∂yu0

)
= 0 (50)

さらに，式 (48)をパラメータ τ に関して全微分すると
次式を得る．

(
dτL0

)
u0 + L0

(
dτx∂xu0 + dτy∂yu0

)
= 0 (51)
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こうして，1次の境界条件が次のように表記できる．

L1u1 = 0 (52)

L1 は次式で表される行列である．

L1 =




L0 0 0
0 L0A L0B

dτL0 dτxL0 dτyL0


 (53)

同様の操作は，高階の微分に関しても可能である．k

階の微分まで計算したものをまとめて以下のように表
記する．

Lkuk = 0 (54)

境界条件を表す行列Lkのサイズは nl ×nv である．こ
こで，nlは境界条件の数であり，nv はベクトル uk の
要素数である．2つの数 nl, nv はそれぞれ以下のよう
な式で書き表される．

nl = (k + 1)(k + 2), nv =
5(k + 1)(k + 2)

2
(55)

3.4 適合条件

2つ目の条件として，点 Pにおける Saint-Venantの
適合条件を考える．適合条件は次式で与えられる．

∂x∂yσxy = α2∂
2
xσxx + α1∂

2
xσyy

+α1∂
2
yσxx + α2∂

2
yσyy

(56)

ここで，

α1 =
λ + 2µ

4(λ + µ)
, α2 = − λ

4(λ + µ)
. (57)

である．式 (56)をさらに k − 2階微分すると，全部で

nc =
k(k − 1)

2
(58)

個の関係を得る．
k次までの適合条件を使うとベクトル uは，次のよ
うに nv − nc個の成分をもつベクトル ûを用いて次の
ように縮約される．

uk = Gkûk (59)

ここで，Gkは nv × (nv −nc)の行列である．結局，式
(59)を式 (54)に代入して，次式を得る．

LkGkûk = 0 (60)

3.5 特異値分解による境界条件ベクトルの縮約

式 (60)を満足するベクトル ûkを計算するため，行列
LkGkに対して特異値分解を使う．LkGkは，nl×(nv−
nc)の行列であり，式 (55), (58)より，(nv − nc) > nl

である．行列 nl × (nv − nc)は，以下のように特異値
分解できる．

UkΣk
(
V k

)T
ûk = 0 (61)

ここで，行列Σk は次式で与えられる

Σk =
[
Σ̄k 0

]
(62)

Σ̄k は非ゼロの特異値からなる行列である．非ゼロの
特異値の数を nn(≤ nv − nc)とすると，Σ̄k は nl × nn

の行列である．非零の特異値がある場合，Σ̄kは正方行
列とはならないことに注意されたい．行列Uk，V kは
それぞれ nl × nl，(nv − nc)× (nv − nc)の直交行列で
ある．
式 (61), (62)から次式が成立する．[

Kk
1

Kk
2

]
ûk =

{
0
ūk

}
(63)

ここで，Kk
1 , Kk

2 はそれぞれ nn × (nv − nc), (nv −
nc − nn) × (nv − nc)からなる行列である．

V kT
=

[
Kk

1

Kk
2

]
(64)

式 (63)の右辺は nn 個の要素からなるゼロベクトルと
nv − nc − nnの要素を持つベクトル ūからなる．ベク
トル ûk はベクトル ūを用いて次のように表される．

Kk
2 ûk = ūk (65)

式 (65)を式 (60)に代入すると，

uk = GkKk
2 ūk (66)

を得る．結局，境界条件と適合条件を考えると，ベク
トル uk を表すための未知数は ūk となる．

3.6 外挿補間関数の係数の決定法

領域 C で値 ui,j と補間関数によって得られる値 u∗
i,j

ができるだけ近い値を取るよう，最小２乗法を用いて
ベクトル ūを決定する．CIP法では微分値も与えられ
るため，微分値に対しても同時に最小化を図る．
点 (i, j)における値は外挿関数によって次のように与

えられる．

u1∗
i,j =




ui,j

∂xui,j

∂yui,j




=




Πk
i,j

∂xΠk
i,j

∂yΠk
i,j




uk (67)

領域 C におけるすべての点 (i, j) ∈ C について式 (67)
をまとめて次のように書く．

u1∗
C = Πk

Cuk (68)

ここで，u1∗
C およびΠk

C は次のように表される．

u1∗
C =




u1∗
i1,j1
...

u1∗
inp ,jnp




, Πk
C =




Πk
i1,j1

∂xΠk
i1,j1

∂yΠk
i1,j1
...

Πk
im,jm

∂xΠk
inp ,jnp

∂yΠk
inp ,jnp




(69)

npは，(i, j) ∈ Cを満たす点の総数である．u1∗
C は 15np

の要素からなるベクトル，Πk
C は 15np × nv の行列で

ある．
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式 (68)に対して式 (66)を代入すると次式を得る．

u1∗
C = Mk

C ūk (70)

Mk
C = Πk

CGkKk
2 (71)

Mk
C は 15np × (nv − nc − nn)の行列である．
さて，点 (i, j) ∈ Cを満たすすべての点について，u1

i,j

をまとめたものを u1
C と表現する．u1と u1∗ができる

だけ近い値を取るようにするため，最小化する目的関
数 Φを次のように定義する．

Φ(ūk) =
(
u1
C − Mk

C ūk
)T (

u1
C − Mk

C ūk
)

(72)

Φ(ūk) を最小化する ūk は次式で与えられる．

ūk =
(
Mk

C
T
Mk

C

)−1

Mk
C

T
ūC (73)

結局，式 (45),(66), (73)より，点 (I, J)における仮想
的な値 u1∗

I,J は次式で与えられる．

u1∗
I,J = ΛI,Ju1

C (74)

ΛI,J = Πk
I,JGkKk

2

(
Mk

C
T
Mk

C

)−1

Mk
C

T
(75)

ここで，ΛI,J は 15× 15npの行列である．この行列
ΛI,J は，境界の幾何条件によって決まるため，境界の
幾何学的な変化を無視する場合は，繰り返し計算を行
う必要はない．つまり，あらかじめ行列ΛI,J の計算を
済ませておけば，仮想的な値は内部領域の値 u1

C を乗
じるだけで計算できる．計算のフローを図-5に示す．

初期条件，境界条件の入力

ExtrapolatorΛI,J の計算 式 (75)

仮想的な値 u1∗
I,J の計算 式 (74)

CIP法による解析（2.2節）

繰り返し終了

計算終了

YES
NO

図–5 計算のフロー

3.7 影響半径の大きさ

行列ΛI,J を決定するためには，未知の値の数より既
知の値の数の方が多くなければならない．つまり，次

式を満足する必要がある．

ε(k, d) =
未知の値の数
既知の値の数

≥ 1 (76)

Extrapolator 法を提案した Lombard らは数値安定性
のため，ε(k, d)を 4程度にするのが望ましいと指摘し
ており，k = 3のとき d = 3.2∆x程度が安定的に計算
できると主張している．このとき，np ∼ 15となる．
本研究では，CIP法を用いているため，1点あたり

の情報として ui,j の値に加え，その空間微分値 ∂xui,j ,
∂yui,j も持っている．そのため，従来の方法と比較し
て半径を小さくして補間関数を作成することが可能と
なる．数値実験の結果 k = 3のとき，d = 1.8∆x程度
で良く，このとき np ∼ 7となる．

4. 数値解析例

CIP法に対する Extrapolator法の適用可能性につい
て検証するため，2つの問題を解いた．ひとつは斜面を
有する領域の内部から球面波を与える問題であり，も
うひとつは円孔に平面波を入射する問題である．

4.1 問題の諸条件

いずれの問題においても対象は均質，等方，線形弾
性体とした．格子間隔は ∆x = 5.0 × 10−3，時間増分
は∆t ≤ ∆x/2cLとした．つまり，Courant数は 0.5で
ある．Extrapolator法で用いる次数は k = 3，影響半
径は r = 1.8∆xとした．

ヤング率を E = 1.0,ポアソン比を ν = 0.25，密度
を ρ = 1 としたこれらの値から Lamé 定数 λ = 0.4,
µ = 0.4，縦波速度 cL � 1.095，横波速度 cT � 0.632，
レーリー波速度 cR � 0.581などが求まる．

4.2 直線斜面を境界とする問題

(1) 問題の設定

自由表面を直線とし，半無限領域を考える．領域内
部において，直応力成分に負の値を与える，つまり圧
縮力を与えることで波を励起させる．これは，物理的
には，熱膨張によって生じる熱応力をイメージしてい
る．なお，圧縮力のみによって励起される波であるた
め，発生する波は主に縦波となる．与えた応力は以下
の通りである．

σ11 = σ22 =



−

{
2

(
r

r0

)2

− 3
(

r

r0

)2

+ 1

}
r < r0

0 otherwise

(77)

r =
√

ξ2
1 + (ξ2 − ξc)2 (78)

ここで，r0 = 0.1, ξc = 0.2とした．ξ1, ξ2 はそれぞれ
自由境界に沿うように取った座標系である．
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比較のため，水平な自由表面のケース（図-7）を仮
想的な波の流入を考える方法8)で解き，傾いた自由表
面のケース（図-7）をExtrapolator法を用いて解いた．
傾いた自由表面のケースでは，自由表面を直交座標系
に対して θ(tan θ = 7/24)傾けた．

x1, ξ1

x2, ξ2

3 (0,−0.5)

2

(−1/
√

2,−1/
√

2)

1 (0.5,0)

r0 = 0.1

R = 0.5yc = −0.2

(0, 0)

図–6 水平な自由表面：変位速度の観測点

x1

x2

ξ2

ξ1

θ

3

2

1

図–7 傾いた自由表面：変位速度の観測点

(2) 数値解析結果の比較

図-6,図-7の観測点における変位速度を比較した．点
1,2においては，自由境界に沿った方向（接線方向）の
変位速度 v′

1，点 3においては，自由境界に直交する方
向（法線方向）の変位速度 v′

2を比較した．傾いた自由
表面のケースでは，数値解析によって計算される値が
直交座標系の値であるため，座標変換をしている．

図-8に点 1における接線方向の変位速度を示す．点
1は，自由表面上の点であるが，水平のケースと斜めの
ケースで良好な一致を示しているのが分かる．同様に，
図-9に点 2における接線方向の変位速度，図-10に点 3
における接線方向の変位速度を示す．自由表面で反射し
た波も良い一致を見せている．これより，Extrapolator
法の妥当性が示せた．

図-11, 図-12に t = 0.548における変位速度の大き
さ

√
v2
1 + v2

2 の分布を示す．ともに同じように波が伝
播している様子が分かる．
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図–8 点 1における接線方向の変位速度
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図–9 点 2における接線方向の変位速度

-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
時間

鉛
直
方
向
の
変
位
速
度

v
′ 2

傾いた自由表面

水平な自由表面

図–10 点 3における法線方向の変位速度

4.3 円孔に平面波が入射する問題

(1) 問題設定

円孔に対して平面波を入射し，その波が散乱する様
子を調べた．領域は [−1, 1]× [−1, 1]とする．円孔は領
域の中央にあり，その半径は r = 0.1である．平面波
は領域の左端，すなわち x = −1から入射する．入射
する波は次式で示すリッカーウェーブレットを縦波と
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0

2.5

図–11 水平な自由表面のケースにおける変位速度の絶対値
p

v2
1 + v2

2 の分布 (t = 0.548)

0

2.5

図–12 傾いた自由表面のケースにおける変位速度の絶対値
p

v2
1 + v2

2 の分布 (t = 0.548)

して変位速度 v1 に与えた．

g(t) = {2(πfc(t − tc)2 − 1)} exp−(πfc(t−tc))
2

(79)

ここで，fcは中央周波数であり，tcは波の鋭さを決定
するパラメータである．この問題では，初期状態にお
いて波のピークが左端（x = −1）であるとした．また，
中央周波数は fc = 10とし，中央ピークパラメータは
tc = 0.1とした．さらに境界での影響を無視するために
上下を周期境界とした．図-13に問題の模式図を示す．

(2) 数値解析結果

図-14(a), (b)に時間 t = 0.1027, 1.643における速度
の絶対値

√
v2

x + v2
y の分布を示す．図-14(a)において，

平面波が円孔に入射し散乱が生じていることが分かる．
図-14(b)では，波が円孔を透過している．また，縦波
と横波が散乱波として生じており，2つの円状の波が
広がっている．

5. おわりに

本研究での成果を以下に挙げる．

• Extrapolator 法を用いることで，動弾性問題の

x

波の流入

1-1

y

0

1

−1

r = 0.1

図–13 円孔の問題

0.0

0.25

(a) t = 1.027

0.0

0.25
縦波

���

横波
���

(b) t = 1.643

図–14 変位速度の大きさ
`p

v2
x + v2

y

´

の分布

CIP解析において滑らかな自由境界を取り扱える
ことを示した．

• 従来の Extrapolator法と比較して，影響半径 dの
大きさが小さくてすむことが分かった．これは，
CIP法では格子点 1点に値の他に微分値があり，1
点あたりの情報が多いため，少ない点で補間関数
が作れるためである．
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今後は精度の検証や他の手法との比較を行う予定で
ある．特に，自由境界付近に発生するレーリー波につ
いて詳細な検討を行いたい．本研究では縦波を入射波
として与えたため，顕著なレーリー波は観測されなかっ
たが，Extrapolator法はレーリー波が生じる弾性波で
も解析可能であり，別の問題において計算精度の確認
が必要であると考えいてる．また，動弾性問題の CIP
解析をさらに発展させるためには，応力境界や吸収境
界の取扱いについても考慮する必要がある．
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