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緒　言

構造物の安全性評価・余寿命評価を正しく行うため
には，構造物内部に存在するき裂・空孔等の損傷箇所
を同定する非破壊検査が重要である．その分類として
は，超音波探傷，電位差法，渦電流法， 線を用いる
方法等が知られており，一般的には超音波やマイクロ
波を用いて構造物の波動伝播特性を検出する．

その他の方法として構造物の振動に着目した同定方
法がある．これは固有振動数が構造物の形状・境界条件
を反映したものであることを利用する方法である．す
なわち，実機での計測値と数値シミュレーションによ
る計算値，双方の固有振動数を基に，実機のき裂位置
に関するパラメータを同定する．理論的には無限の固
有振動数情報が容易に求められる．この振動法を数値
シミュレーションで研究した例として，田中らの研究
が挙げられる． 次元領域中の円孔の位置を同定し

ており，欠陥が存在する場合としない場合とで調和加
振力を加えたときの固有振動数の差を利用している．

構造物中のき裂位置を同定するための適用例題とし
て，本論文では有限要素法を用いて２次元片持ち梁の
表面き裂を考えることにする．片持ち梁を例題として
き裂位置同定を扱った文献として，文献 が挙げら
れる．き裂位置の同定プロセスにおいては最終的なき裂
位置が求まるまで，き裂位置を移動させていくことが必
要であるが，それをメッシュに反映させるためのリメッ
シュの作業が必要である．き裂問題に対してメッシュを

き裂形状に適合させる必要がない手法として拡張型有
限要素法 ，
以下 と呼ぶ と呼ばれる手法が ら
によって提案された．メッシュとは独立にき裂の情報
をソルバー内部で保有しており，メッシュにはき裂位
置を陽に表す必要がない．その利点から，き裂進展を
中心として様々な方面への展開が盛んに行われている．

本論文では，解析で用いるメッシュと物理的存在で
あるき裂を独立に扱える の利点を活用し，構造
物中のき裂または損傷箇所の同定を行うことを目標と
する．この を用いてき裂等の損傷個所を同定す
る研究として，文献 が挙げられる．これらは探
索アルゴリズムに を用いている． を用いた
研究に限らず，き裂位置の同定には を用いた研究
事例が多い ． は感度情報を必要としない
反面，膨大な計算量を必要とする．振動現象は数理的
には固有値の問題であり，その設計変数に関する感度
情報を陽に導くことは可能である．そこで本論文では，
感度情報を用いることを前提とする勾配法に基づくア
ルゴリズムにて同定させることにする．しかしながら，
最適化問題への適用に対し解析手法に を用い
る場合の感度行列の評価に対して，その妥当性・適切
性は議論されているとは言い難い．そこで本論文では

要素に関する感度情報の取得方法に焦点を置き，
精度面と計算負荷低減の観点から設計変数が陽に含ま
れる解析的感度式を導出し，数値解析例によりその効
果を検証する．
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図 き裂位置とエンリッチされる節点の位置関係

定式化

拡張型有限要素法におけるエンリッチの概念と基
本的定式化

通常の では，変位等の場の近似関数は，要素内
部では，一次多項式等で表される形状関数に従う．し
かし ではこの点において拡張が施され，要素内
での近似関数分布を一次多項式等の単純な関数のみに
限定せず，後述するヘビサイド関数やき裂端近傍の特
異関数等，より一般化された形での関数分布が許容さ
れる．この手続を近似関数のエンリッチ と呼
び，解の特性が事前に判明している現象にその特性を
表す関数をエンリッチすることにより，その特性を精
度良く近似する関数を構築することができる．また近
似関数がエンリッチされる場合，その要素を構成する
節点には，エンリッチされる近似関数に対応する未知
パラメータが新たな節点自由度として付加される．
想定する解析対象を線形弾性体中のき裂に限定する

ならば，エンリッチされる関数は次の２点である．一
つはき裂線（三次元ではき裂面）を横断するときの変
位の不連続性であり，もう一つはき裂端（三次元なら
ばき裂縁）近傍での応力集中を表す特異な変位挙動で
ある．前者については式 に示すヘビサイドのステッ
プ関数が適当である．また後者については，線形破壊
力学から導かれるき裂端近傍変位場の漸近展開式を構
成する基底が通常用いられる．しかしながら，後述す
る感度情報の議論を簡単にするため，本論文ではこの
特異関数を扱わないこととし，式 のヘビサイド関
数のみによりき裂端の不連続性も表すものとする．

これによる，２次元モデルにおけるき裂線とエンリッ
チさせる節点の位置関係を図 に示す．また，変位場
の近似関数は式 で与えられる．ただし， は通常
の と同様の形状関数であり， はエンリッチに
伴う付加的な節点自由度である．

実験計測値との誤差二乗最小に基づくき裂位置
の同定

本論文ではき裂の位置同定という工学的問題を，数
理的解釈として観測結果と推定パラメータによる解析
結果との誤差を最小にする最適化問題と捉え，その誤
差の大きさに対応する関数（誤差関数）を，二乗形式
で評価する．すなわち，目的関数 を次式で定める．

ここで， ， はそれぞれ

である． は推定しているき裂位置に対して数値解析
により得られる 次の固有値を，また は実機で観
測された固有振動の 次の固有値をそれぞれ表す．ま
た式 ，式 はこの目的関数 の算出には， 次の
固有モードまでの誤差を考慮することを意味する．
式 の は，その対角成分が

と表される対角行列であり，各モードの固有値を正規
化するための重みの役割を果たす．
き裂位置の同定は，この目的関数を設計変数 に
関して最小化させる最適化問題に帰着される 設計変
数 に対する目的関数の感度 は次式で求めら
れる

式 の は，固有値の設計変数 に関する
感度であり，次式で求められる．

ただし， は，固有値 に対応する固有ベクトルで
ある．式 ，式 より，目的関数の感度を得るため
には，剛性行列及び質量行列の感度を算出することが
必要であることが分かる．また設計変数 は，本論文
が扱う例題においては，推定するき裂の先端座標とな
る．同定の開始から終了までのフローチャートを図
に示す．

拡張型有限要素における剛性行列の数値積分に
関する検証の必要性

式 で示した様に，最適化問題や逆問題を勾配法
で解く場合には設計変数に対する剛性行列の感度情報
を取得する必要がある．この感度行列の導出に関して
は，解析的に導く方法と差分を用いて数値的に導く方
法がある．後者の場合には，感度の評価点 ，及び
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図 き裂同定のフローチャート

それに対する微小な摂動量 を用いて次式で表さ
れる．

これより，感度行列を差分で求める場合，摂動量
が に近づく場合に，有限値に漸近するかどうか，ま
た漸近するのであればそのために必要な摂動量の大き
さを確認する必要がある．これに際し では要素
内で不連続な変位分布を仮定しているため，剛性行列
の数値積分にガウス積分等の数値積分公式を用いると，
差分による方法で感度が適切に得られるかどうかの検
証が必要と思われる．よって次節では，剛性行列の積
分方法が感度の精度に及ぼす影響について考察する．

ガウス積分公式に基づく剛性行列の計算とその
差分感度の安定性

図 は，要素内をき裂線が通り周囲の四節点がヘビ
サイド関数によるエンリッチ節点となっている要素を
示す．このような要素の要素剛性行列を計算する際，き
裂線に沿って要素を分割し，その分割された領域それぞ
れをガウス積分等の数値積分する方法が望ましい．し
かし，き裂線と要素辺の交点座標を求める必要がある
ため，一般にこの方法は実装が複雑となる．一方でこ
のような，内部をき裂線が通る要素内領域を一括して
ガウス積分する方法は実装が簡単であり，積分点数を
ある程度高次数にとれば実用上問題ない程度の精度が
得られることがわかっている．そこで本節では，上記後
者の積分方法で要素剛性を評価した場合に，差分近似
による感度行列が適切に得られるかどうかを検証する．
図 の要素の剛性行列をガウスの積分公式で算出し
た場合の，積分点数と剛性行列のノルム（フロベニウス

 C-1 1

図 要素内でのき裂位置

ノルム）の関係を図 に示す．き裂の要素内位置が積分
に及ぼす影響を見るため，代表的なき裂位置４点を評
価した．すなわち はき裂が要素内中央に通って
いることを意味し， ， ，
となるに従い，き裂が要素端（右側）に移動していく．
いづれのグラフも，ガウス積分点数が 点の場合
の値で除すことで正規化を行っている．図 より，ガ
ウス積分点数が 点程度とかなり高次になっても積分
値は収束せず，周期的な変動を繰り返している．また，
その変動幅は，き裂が要素中央で小さく，要素端に行
くほど大きくなる傾向になることが分かる．次に剛性
行列をガウスの積分公式で算出した場合において，そ
の差分から導出した感度行列のノルム（フロベニウス
ノルム）と摂動量の大きさとの関係を図 に示す．グ
ラフによりプロット点の個数が異なるが，これは設計
変数の摂動量がある値以下になると差分行列の成分が
全て になるためであり，その段階でプロットを止め
ている．

差分行列の成分が全て になる理由は，ヘビサイド
関数評価点がき裂線の上側か下側（あるいは右側か左
側）かによって， と の 値だけを持つため，摂
動量がガウス積分点の間隔よりも小さくなると，被積
分関数の値がそれ以上変化しなくなるからである．ま
た，ガウス積分の点数が増加すると，積分点の間隔が
小さくなるため，差分がゼロとなる摂動量も小さくな
ると予想されるが，それは図 に示されている．しか
しながら，ガウス積分点数が増加しても，感度行列ノ
ルムがある値に漸近する挙動を示しているとは言えな
い．すなわち，ガウス積分の積分点数を増やしたから
といって，より高精度な感度を算出または推定できる
とは限らないことが分かる．

以上より，要素全体を一括してガウス積分した剛性
行列の差分から感度行列を導出する方法は，ヘビサイ
ド関数をエンリッチした では感度を求める方法
として適切でないことが導ける．また，以上の議論は
剛性行列に対して行ってきたが，質量行列に対しても
全く同様に成立し，数値実験的にも同様の結果が得ら
れたことを確認している．

拡張型有限要素における剛性行列の解析的積分

前節での議論及び数値実験により，要素全体にガウ
ス積分公式を適用して求めた剛性行列では，差分近似
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図 ガウス積分点数と行列ノルムの関係
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図 ガウス積分による剛性行列の差分行列のノルム

による感度の導出が困難であることを確認した．要素
をき裂線に沿って分割して積分する方法を用いれば上
述した感度行列ノルムの非漸近性が取り除かれ，確定
した差分感度値を得ることができる．差分感度は剛性
行列計算のコードを再利用できる利点がある反面，差
分近似することによる問題点も指摘されている ．す
なわち差分において，十分収束するための適切な摂動
量の大きさを決定するにはある程度経験知が必要であ
り，摂動量が小さすぎる場合には桁落ちによる精度低
下の可能性もある．また剛性行列を 回計算するため，
多くの繰り返し計算を必要とする最適化問題では計算
効率が低下する，等である．

一方解析的感度ではこのような問題は発生せず精度
面での信頼性は高い．また計算効率の観点からも優位
性がある． についてき裂の位置を表すパラメー
ターを設計変数とみなした場合の，設計変数に関する
感度式を陽に導いた文献は著者の知る限り見当たらな
い．そこで以下では における解析的感度を導出
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図 要素内き裂位置とヘビサイド関数の符号の関係

することとし，本節ではその準備として剛性行列の成
分を具体的に導出する．き裂線に沿って要素を分割す
るが，設計変数を陽に表現する必要性から，各分割領
域をガウス積分等の数値積分するのではなく，積分計
算を解析的に行うこととする．そのために要素形状を
長方形と限定する．これにより要素を物理座標系から
正規化された自然座標系へ写像するときの 行列
式が積分区間内で定数値となり積分記号の外に出すこ
とができる．なお， においては物体形状とメッ
シュ境界を一致させる必要がない，という特性がある
ため，要素を長方形に限定しても汎用性が著しく損な
われることはないと考えられる．

また，き裂は要素辺に平行に入るものとする．すな
わち，き裂は要素内自然座標系において， 方向には

に位置し， 方向については の位置が
き裂端になるものとする．図 にその状況を示す．

き裂端を含む要素の周りの 節点にはヘビサイド関
数をエンリッチする． の通常の定式化ではいわ
ゆる特異関数を用いるが，その特異関数の主たる効果
はき裂端周辺の応力集中を表現できることであり，固
有振動数にはそのような局所的な変位場の表現が大き
く影響することはないと思われる．また と同様
な方法である有限被覆法ではヘビサイド関数と同等の
不連続性を近似関数に与えているが先端への応力集中
効果を特別に表現せず不連続面の進展解析まで行って
いる ．図 はこの場合の，き裂端を含む要素内での
変位分布（ 方向変位）を示しており，要素内部で階段
状の変位分布となる．

使用する要素は四節点アイソパラメトリック四辺形
要素とし，その形状関数 を次式で定
める．

正規化された座標系（自然座標系）の領域では，ヘビ
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図 ヘビサイド関数の分布領域とき裂端の位置

サイド関数 は式 となる．

この要素の剛性行列の成分は，ヘビサイド関数 の
乗， 乗， 乗のいずれかが乗されるが，き裂位置の変
化に対して影響を受けるのは， 乗を含む項のみであ
る．そこで被積分関数にヘビサイド関数 の 乗を有
する項のみについて以下記述する．この様な要素剛性
行列の成分は次式で表される．

ここで， 等の と はそれぞれ，行及び列
に対して，形状関数 ， に関する成分であること
を意味し，添え字の または はそれぞれ， 方向
と 方向に関する微分であることを意味する．また

は積分計算に対して定数とな
る項であり，次式で表される．

ここで は解析対象を線形弾性体とした場合の
応力・ひずみ関係式の値である．２次元平面応力状態
を仮定すれば，ヤング率 とポアソン比 を用いて

と表せられる．また， は物理座標系における
要素辺の長さである．

一方， は

である．式 ～式 は，積分区間でヘビサイド関
数の不連続個所を含んでいる．そこで，式 に注意
して式変形を行い，

とする．ここで，

である．また，

　

である．ここで， は の不定
積分を意味し，

となる．以上から式 は，

と書き表せる．式 は剛性行列の成分が，き裂先端
の自然座標値 により陽に表されたことを意味
する．同様にして，式 は
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となる．また式 は

となる．ここで， と は，それぞれ
の不定積分を意味し，

である．したがって式 は

となる．

感度行列の解析的導出

前節では，要素形状を長方形に限定し，剛性行列を
解析的に積分したことで，要素長 ， を陽に含み，
剛性行列の成分値に設計変数 が陽に表れた．本節
ではその結果を設計変数で微分することで，感度行列
を陽に導くことにする．
設計変数 方向感度については式 から

となる．ここで式（ ）から

であり，また式 から

である．右辺第 項から第 項への展開は，不定積
分の定義より自明である．その他，設計変数 方向感
度及び，式 ～式 についても同様の手続きによ
り，感度を設計変数 に対して陽に導くことが可
能である．
図 は，差分近似感度行列と式 ～式 で導

出した解析的感度行列の比（フロベニウスノルムの比）
をプロットしたものである．ここで差分感度行列は
節で求めた剛性行列の差分である．すなわちき裂線に
沿って積分領域を分割した後，解析的に積分したもの
である．摂動量が のオーダー付近で，差分感度
が解析的感度に漸近していることが確認できる．また，
図 では収束極限が 程度であるが，質量行列に対
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Analytical Integrationi

図 理論値で無次元化した剛性感度行列 解析的積分 のノ
ルム

表 梁モデルの物性値及び寸法

名称 記号 単位 数値

 

x

y

O
P(x,y)

L

H

図 き裂を有する梁部材の振動モデル

図 使用メッシュ

して同様のプロットを行うとほぼ に収束すること
を確認している．

計算結果と考察

構造モデルの設定と同定パラメータの取得

前節では， 要素の数値積分法と感度導出方法
についての議論を行った．本節では，具体的な構造モ
デルを設定し，その固有値及び感度固有値の感度を観
察し考察を行う．図 に示す片持ち梁の表面にき裂が
存在するとしその位置同定を行う．片持ち梁の物性値
及び寸法を表 に，また用いたメッシュを図 にそれ
ぞれ示す．メッシュは梁長手方向に 要素，厚肉方向
に 要素の要素を配置した．
ここでは，前節で導いた感度の挙動を確認し，また，
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図 固有値の梁長手方向分布
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図 固有値の 方向感度の梁長手方向分布

同定させるべき対象となるき裂の固有値を取得するこ
とにする．き裂は梁長手方向に対し垂直方向に入るも
のとする．き裂長さを とし，そのき裂を梁長手
方向に移動させた場合の固有値の変化を図 に示す．
モード からモード までの固有値をプロットしてい
るが，モードにより値の大きさが異なるため，各モー
ドの固有値が から になるように正規化している．
また図 はき裂位置と，それによる固有値の影響（固
有値の減少度合い）を表しているのであって，いわゆ
る固有振動モード（変形図）を表しているのではない
ことに注意されたい．例えばモード については，き
裂が固定端に近いほど固有値は小さくなる，すなわち
固有振動数が小さくなることを意味する．
次に，固有値の 方向感度を図 に示す．図 も
各モードの感度値の最大値が になるように正規化し
ている．この感度は 節で述べた，解析的に導いた
値である．図 の固有値の挙動とほぼ整合性のとれる
結果となっている．

梁長手方向のき裂位置同定

推定するき裂を長手方向または厚肉方向の一方向の
みに限定した位置同定を行うことにする．ここでは，き
裂端の座標が ，すなわち長手方
向 の位置に長さ のき裂が存在する場
合を想定する．
まず，き裂長さ を既知とし，長手方向位置

の同定を行う．この時，推定するき裂位置の初期値を
付近に設定し，感度情報を基に推定するき裂
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図 長手方向き裂位置同定における反復回数と目的関数
の関係

0 10 20 30 40 50
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

X
-P
os
iti
on
 [m
]

Iteration step number

図 長手方向き裂位置同定における反復回数と推定き裂
座標の関係

を移動させ同定を行った．そのときの目的関数の履歴
を図 に示す．目的関数は，誤差評価の基準として，
モード のみ，モード モード ，そしてモード
モード モード の 種類をプロットしている．また，
推定き裂のき裂端 座標の履歴を図 に示す．
の時点で目的関数がほぼゼロとなり，良好な位置同定
が行えた．

なお図 では，目的関数をモード のみで評価した
場合（ ）が最も良い収束性を示しているように見え
る．逆に，モード次数の情報量が増える「 」と
「 」では幾つかの増減を繰り返している．
これはき裂長さを に固定し既知の量と見なし，
長手方向位置のみを同定するという，かなり制約され
た条件下での同定プロセスであることに依る．き裂長
さとき裂位置両方を同時に同定するような一般的場合
においてもこのような結果となるわけではない．例え
ば，文献 では，変断面梁のき裂位置及び長さ同定に
個の固有振動情報が必要であると報告されている．

梁厚肉方向のき裂深さ同定

次に，長手方向位置 を既知とし，き裂長さ
の同定を行った．一反復当たりの移動量は 要素長
とした．その結果を図 図 に示す．き裂端の位置

付近で目的関数が収束し，良好な位置同定
を行うことができた．
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図 厚肉方向き裂位置同定における反復回数と目的関数
の関係
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図 厚肉方向き裂位置同定における反復回数と推定き裂
座標の関係

結言

き裂を含む構造物の解析に対して，拡張型有限要素法
（ ）を用いることで，メッシュに変更を施すこと
なく連続的にき裂位置を変化させた解析が可能となり，
それを利用し片持ち梁によるき裂位置同定を行った．同
定原理は，推定するき裂及び実在のき裂，それぞれの
き裂位置に対する固有値の誤差二乗和を目的関数とす
る最小化問題とした．感度行列の導出に際し，
において剛性行列の数値積分にしばしば用いられる簡
略化した方法，すなわちエンリッチ節点を有する要素
全体にガウス積分公式を適用する方式では，その積分
点数にかかわらず差分近似による感度行列が摂動量の
漸減に対して有限値に漸近せず，適切な感度値を求め
ることが困難であることを数値実験的に確認した．

そして要素剛性行列を，き裂位置を表す設計変数を
陽に含む形で解析的に積分した後，それを設計変数で
微分し解析的感度式を導出した．またこの解析的感度
が差分近似感度の漸近収束値と一致することを数値的
に確認した．

この解析的に導出した感度情報を基に，片持ち梁の
表面き裂の同定を行い良好な結果を得た．同定はき裂
長さまたは長手方向位置のどちらか一方を既知として
固定した状態で行った．

本論文で扱ったモデルは２次元梁部材であるが，今
後は板・シェル要素への３次元的拡張を予定している．
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