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An analytical expression of overall yield function of two–phase composites with an elastic material is
derived. Formulation is carrid out basing on the Mori–Tanaka theory without physical assumptions. Pa-
rameters about the hydrostatic pressure dependence and the anisotropy are explicitly expressed by material
constants and volume fraction only. Overall plastic strain and center position of the yield surface are related
by fourth order tensor, which is also explicitly expressed by material constants and volume fraction only.
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1. はじめに

複合材料は不均一であり，たとえ巨視的には単一材
料のように均一に見えたとしても内部には微視構造を
有している．このような材料からなる構造物を解析す
るにあたり，土木分野において第一に要求される情報
は全体としてどう動くかという巨視的（または平均的）
な挙動である．したがって，微視構造の性質・挙動を反
映したものとして現れる巨視的な性質・挙動を予測す
ることは有用である．有限要素法等の数値シミュレー
ションによって構造物や材料の弾塑性解析を行う場合，
その結果は数値シミュレーションに組み込まれる降伏
関数に大きく依存する．複合材料の降伏関数の誘導に
あたっては，対象としている複合材料の塑性変形特性
を実験により詳細に測定し，それに適合した降伏関数
を個々の材料ごとに定式化するという方法がとられる
ことが多い．複合材料の設計には，より大きなエネル
ギーやコストがかかることを念頭に置くと，微視構造
の情報を適切に考慮した上で解析的に表した降伏関数
が導ければ，使用する材料やその配合比等を絞り込ん
でから実験を行うということがより容易になるため，材
料設計の効率化と環境への負荷の軽減が期待できる．

複合材料の巨視的挙動を予測するものの一つとして，
Eshelbyの解を利用した森・田中理論1)に基づく手法が
ある．介在物の形状を回転楕円体に限定すれば比較的
簡単な計算で済むという特徴があり，著者らはその考
え方を基に種々の弾塑性解析2)3)4)5)6)を行い，降伏関数
に関する検討も行ってきた．その中では，初期降伏に
ついては解析的な表現が得られてはいるものの，後続
の降伏については数値的な評価に留まっている．弾性
問題については巨視的弾性係数が解析的に得られるた

め，微視構造の巨視的挙動に及ぼす影響について見通
しが良いという利点があるが，弾塑性問題については，
均質化手法7)のような他の数値解析手法のように多大な
計算は必要としないものの，結局はケーススタディに
ならざるを得ない．
森・田中理論に基づいた降伏関数に関する解析的な

研究としては，Juらのもの8)がある．そこでは，回転
楕円体介在物が二つある問題を解くことによって介在
物同士の相互作用をより厳密に扱ってはいるが，巨視
的な流れ則を最初から仮定したうえで巨視的な塑性ひ
ずみを算定しており，この点については微視構造の情
報を適切に考慮しているとは必ずしも言えないであろ
う．そこで本研究では，そのような仮定を設けずに森・
田中理論の範囲内で，弾塑性複合材料の巨視的降伏関
数をできるだけ可能な限り解析的な表現で導く．その
上で，数値的には明らかとなっている3)巨視的降伏への
静水応力依存性・異方性に関するパラメータ，巨視的
硬化法則を明らかにする．

2. 微視的増分量と巨視的増分量の関係の定
式化

2.1 増分型の森・田中理論

本研究では，母材と介在物から構成される二相の弾
塑性複合材料を対象としているため，各所量の体積平
均の増分によって森・田中理論を定式化することにす
る．またここでは，無限体と捉えた母材の中に，ただ
一種類の形状を持つ無数の回転楕円体介在物が，すべ
て同じ方向を向いて不規則に分布しているものとする．
以後，添え字M は母材における所量であることを表す
ものとし，介在物に関する諸量については，添え字 Iを
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用いることとする．また，特に断らない限り，添え字
について総和規約は適用しないものとする．

まず，母材の弾性係数テンソルを Cm とし，母材に
おける応力増分を σ̇m ，介在物同士の相互作用をすべ
て含んだ上での母材のひずみ増分を ε̇d，母材部分の塑
性ひずみ増分を ε̇p

mとすると，増分形で表した母材の応
力ひずみ関係は

σ̇m = Cm
(
ε̇d − ε̇p

m

)
(1)

となる．一方，介在物の弾性係数テンソルを CI とし，
介在物内部の応力増分を σ̇i ，ひずみ増分を ε̇i ，塑性
ひずみ増分を ε̇p

i とすると，介在物における応力ひずみ
関係は

σ̇i = CI
(
ε̇i − ε̇p

i

)
(2)

と表せる．

ここで，等価介在物法を適用すると，上式は

σ̇i = CI
{
ε̇i −

(
ε̇p
i + ε̇∗

)}
(3)

と書き換えられる．ここに， ε̇∗は介在物における eigen

ひずみ増分を表し，非適合ひずみであるというその性
質を考慮して塑性ひずみ増分と共に括って表記した．ま
た，母材–介在物の相互作用によって発生するひずみの
乱れ成分の増分を γ̇とすると，介在物内部のひずみ増
分について

ε̇i = ε̇d + γ̇ (4)

と表せる．このひずみの乱れ成分の増分 γ̇ は Eshelby

の解により

γ̇ = S
{(
ε̇p
i − ε̇

p
m

)
+ ε̇∗

}
(5)

と関係付けられるので，介在物内部の応力増分は

σ̇i = CI
{
ε̇d + γ̇ −

(
ε̇p
i + ε̇∗

)}
(6)

のように書ける．

ここで，材料全体を巨視的に見た場合の平均量につ
いて考える．材料全体の体積を V，介在物の体積を VI

としたとき，介在物の体積分率を

f2 ≡
VI

V
(7)

と定義する．これから，母材の体積分率は 1− f2と表
される．これを用いて，巨視的応力増分 σ̇と巨視的ひ
ずみ増分 ε̇を各相の体積分率を重みとした体積平均に
より

σ̇ ≡ (1− f2) σ̇m + f2 σ̇i

ε̇ ≡ (1− f2) ε̇d + f2 ε̇i
(8)

と定義する．

以上の式をまとめると，母材部分・介在物部分の応

力増分と巨視的ひずみ増分が

σ̇m = A σ̇ − D
(
ε̇p
i − ε̇

p
m

)
σ̇i = B σ̇ + E

(
ε̇p
i − ε̇

p
m

)
ε̇ = C

−1
σ̇ + F ε̇p

m +G ε̇p
i

(9)

のように，巨視的応力増分と母材・介在物部分の塑性
ひずみ増分とによって表すことができる．ここに，

A ≡ (I + f2 L)−1

L ≡ Cm (S− I ) {Cm − (Cm − CI) S}−1

(Cm − CI) C−1
m

D ≡ f2 A M

M ≡ Cm (S− I ) {Cm − (Cm − CI) S}−1 CI

B ≡ (I + f2 L) A

E ≡ (I − f2 B) M

C
−1 ≡ N A

N ≡ (I + f2 S R)

R ≡ {Cm − (Cm − CI) S}−1 (Cm − CI)

F ≡ I − f2
(
S P− C

−1
M

)
P ≡ {Cm − (Cm − CI) S}−1 CI

G ≡ f2
(
S P− C

−1
M

)

(10)

で各係数を定義した．また，I は単位テンソルである．
母材・介在物が共に弾性の場合（ε̇p

m と ε̇
p
i が常に 0），

式 (9)の形から，A, Bは応力集中係数，Cは巨視的弾
性係数と解釈することができる．また，式 (9)第三式
右辺第一項目は Hookeの法則に従う弾性ひずみ増分と
見なすことができるため，巨視的な塑性ひずみ増分 ε̇

p

は巨視的ひずみ増分と巨視的弾性ひずみ増分との差で，
以下のように定義できる．

ε̇
p ≡ ε̇ − C

−1
σ̇ = F ε̇p

m +G ε̇p
i (11)

2.2 母材部分・介在物部分の塑性ひずみ増分

本研究では，母材または介在物のどちらか一方が von

Misesの降伏条件と関連流れ則に従う弾塑性材料，もう
一方の材料は弾性材料と仮定する．すなわち，母材と
介在物は同時に降伏することはなく，ε̇p

m または ε̇
p
i の

どちらか一方は常に 0であるものとする．それぞれの
材料の降伏は，平均応力が降伏応力に達した時点で定
義し，降伏関数を

fm ≡
√

(J2)m − Fm
(
ε̇p
m

)
fi ≡

√
(J2)i − Fi

(
ε̇p
i

) (12)

で定義する．ここに，
√

(J2)m,
√

(J2)iはそれぞれ母材・
介在物の相当応力を表す．硬化関数については，power
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lawで

Fm(ε̇
p
m) ≡

1
√

3

σym + hm


(
ε

eq
m

)p

√
3


nm

Fi(ε̇
p
i ) ≡

1
√

3

σyi + hi


(
ε

eq
i

)p

√
3


ni

(13)

と与えられるものとする．ここに，
(
ε

eq
m

)p
,
(
ε

eq
i

)p
は

それぞれ母材・介在物部分の相当塑性ひずみを表す．
σym, σ

y
m はそれぞれ母材・介在物の単純引っ張り降伏応

力，hm, hi, nm, hiは，硬化パラメータを表し，各材料単
体での簡単な単純引っ張り試験等から求められる，あ
る定まった値を有するものとする．また，母材・介在
物部分のそれぞれの相当応力と相当塑性ひずみは

√
(J2)m ≡

√
1
2
σ′m : σ′m

√
(J2)i ≡

√
1
2
σ′i : σ′i(

ε
eq
m

)p ≡
∫
履歴

√
2 ε̇p
m : ε̇p

m dt

(
ε

eq
i

)p ≡
∫
履歴

√
2 ε̇p
i : ε̇p

i dt

(14)

で定義した．ここに，σ′m, σ
′
i はそれぞれ母材・介在物

部分の偏差応力，‘:’ は２階のテンソル積を表す．

母材・介在物部分の流れ則に付いては，関連流れ則
によって

ε̇p
m =

1
Hm

σ′m ⊗ σ′m
4(J2)m

ε̇p
i =

1
Hi

σ′i ⊗ σ′i
4(J2)i

(15)

という関係にある．ここに，‘⊗’ はテンソル積を表す．
また母材・介在物の硬化係数 Hm, Hi はそれぞれ power

lowを用いて以下のように定義する．

Hm ≡
∂ fm
∂ε

eq
m

=
hmnm(√
3
)nM+1

{(
ε

eq
m

)p}nM−1

Hi ≡
∂ fi
∂ε

eq
i

=
hini(√
3
)nI+1

{(
ε

eq
i

)p}nI−1
(16)

式 (15)に式 (9)の第一式目，第二式目を代入すると，

ε̇p
m =

{
I − σ

′
m ⊗ σ′m

4Hm (J2)m
D
}−1 σ′m ⊗ σ′m

4Hm (J2)m
A σ̇

ε̇p
i =

{
I − σ

′
i ⊗ σ′i

4Hi (J2)i
E
}−1 σ′i ⊗ σ′i

4Hi (J2)i
B σ̇

(17)

が得られ，母材部分・介在物部分の塑性ひずみ増分が
巨視的応力増分によって表現することができる．更に
式 (11)より，巨視的塑性ひずみ増分も巨視的応力増分
で表現できる．

3. 弾塑性複合材料の巨視的降伏関数の誘導

本研究ではどちらか一方の材料は弾性体であるもの
と仮定しているが，ここでは，弾性補強された複合材
料を念頭に置き，母材を弾塑性体，介在物を弾性体と
して定式化を進める．もちろん，逆に母材が弾性体，介
在物が弾塑性体の場合においても同様の手順によって
誘導することが可能である．巨視的な降伏は母材が降
伏すると同時に生じるものとして考え，巨視的な降伏
関数は，母材の降伏関数を巨視的な量で表したものと
して表現することとする．なお，母材・介在物共に弾塑
性体である場合の扱いについては，今後の課題とする．
ここからは，各所量について添え字表記法を用いて

表す．添え字の範囲は 1, 2, 3とし，特に断らない限り
総和規約が適用されるものとする．まず，母材の応力
と塑性ひずみを巨視的応力と巨視的塑性ひずみとで表
すことを試みる．式 (9)の第一式より，母材部分の応力
増分 σ̇mi j は，

σ̇mi j = Ai jkl σ̇kl + Di jkl ε̇
pM
kl (18)

である．ここに，σ̇kl は巨視的応力増分，ε̇
pM
kl は母材に

おける塑性ひずみ増分を表す．また Ai jkl と Di jkl は，定
義式である式 (10)の形から母材の弾性係数Cmi jkl，介在
物の弾性係数 Cii jkl，Eshelbyのテンソル Si jkl ，介在物
の体積分率 f2 のみから決まることに注意する．一方，
巨視的塑性ひずみ増分 ε̇

p
i j は式 (11)より，

ε̇
p
i j = Fi jkl ε̇

pM
kl (19)

である．ここでも Fi jkl は母材の弾性係数Cmi jkl，介在物
の弾性係数 Cii jkl ，Eshelbyのテンソル Si jkl，介在物の
体積分率 f2のみから決まることに注意する．
応力や変形のない自然状態からある変形状態までの

応力とひずみは，それに対応する応力増分とひずみ増
分を履歴積分することによって表すことができるので，
ここで用いている各種応力と各種ひずみに対して．

σi j ≡
∫
履歴
σ̇i j dt

εi j ≡
∫
履歴
ε̇i j dt

(20)

と定義する．ここで，式 (18)を履歴積分することを考
える．∫

履歴
σ̇mi j dt =

∫
履歴

Ai jkl σ̇kl dt +
∫
履歴

Di jkl ε̇
pM
kl dt (21)

先に述べてたように，係数 Ai jkl , Di jkl は母材・介在物の
材料パラメータのみで決まり，履歴には依存しない量
であるために積分の外へ出すことができ∫

履歴
σ̇mi j dt = Ai jkl

∫
履歴
σ̇kl dt + Di jkl

∫
履歴
ε̇

pM
kl dt (22)

と書くことができる．式 (20)を考慮すると，上式は

σmi j = Ai jkl σkl + Di jkl ε
pM
kl (23)

3
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と書き改められ，増分量であるか否かにかかわらず同
一の形式で与えられることが分かる．同様に，巨視的
な塑性ひずみについても式 (19)を履歴積分すると，係
数 Fi jkl も履歴に依存しない量であるために積分の外へ
出すことが可能で

ε
p
i j = Fi jkl ε

pM
kl (24)

と表すことができ，こちらの場合も同様に増分量であ
るかどうかの区別なく同じ表現で与えられることが分
かる．

次に，母材の降伏関数

fm =

(
1
2

smi j smi j

)1/2

− 1
√

3

{
σmy + hm

(
κm

)nm
}

(25)

と表しておく．ここに，smi j は母材における偏差応力，
σmy は母材の単純引っ張り降伏応力，hM と nM は硬化
パラメータ，κm はひずみ硬化パラメータで

κm ≡
∫
履歴
κ̇m dt

κ̇m ≡
(
1
2
ε̇

pM
i j ε̇

pM
i j

)1/2 (26)

で定義した．母材における偏差応力を書き下すと，式
(23)より，

smi j = σ
m
i j −

1
3
δi j σ

m
kk

= Ai jkl σkl + Di jkl ε
pM
kl

−1
3
δi j

(
Ammklσkl + Dmmklε

pM
kl

)
=

(
Ai jkl −

1
3
δi j Ammkl

)
σmkl

+

(
Di jkl −

1
3
δi j Dmmkl

)
F−1

klpqε
p
pq

= Vi jkl σkl +Wi jpq ε
p
pq

= Vi jkl

(
σkl + V−1

klmnWmnpqε
p
pq

)
= Vi jkl

(
σkl − Tklpqε

p
pq

)

(27)

となる．ここに，δi j はクロネッカーのデルタを表し，
係数 Vi jkl , Wi jkl , Ti jkl は

Vi jkl ≡ Ai jkl −
1
3
δi j Ammkl

Wi jkl ≡
(
Di jpq −

1
3
δi j Dmmpq

)
F−1

pqkl

Ti jkl ≡ V−1
i jmnWmnkl

(28)

で定義した．式 (27)を式 (25)に代入すると，巨視的降
伏関数 f が

f =

{
1
2

Qklmn (σkl − φkl) (σmn− φmn)

}1/2

− 1
√

3

(
σmy + hmκ̄n

m) (29)

と表すことができる．ここに，係数 Qi jkl，巨視的ひず
み硬化パラメータ κ̄，２階のテンソル φi j を

Qi jkl ≡ Vmni jVmmkl

κ̄ ≡
∫
履歴

˙̄κ dt

˙̄κ ≡
(
2
3

F−1
mni j F

−1
mnkl ε̇

p
i j ε̇

p
kl

)1/2

φi j ≡
∫
履歴
φ̇i j dt

φ̇i j ≡ Ti jkl ε̇
p
kl

(30)

で定義した．

4. 巨視的降伏曲面の特性

4.1 一般的な性質

(1) 硬化法則

式 (29)の第一項目を f 1，第二項目を f 2 とおくと，
巨視的降伏曲面は形式的に

f 1

(
σi j − φi j

)
− f (κ) = 0

と表すことができる．式の形から，ここで扱っているよ
うな複合材料は，移動硬化と等方硬化を組み合わせた
複合硬化を起こすことが分かる．移動硬化則について
は，式 (30)の五番目の式より降伏曲面の中心の変化 φ̇i j

と巨視的塑性ひずみ速度 ε̇
p
i j とが４階のテンソル Ti jkl

で関係付けられており，Pragerの考え方とは一致しな
い．この表現は，徳岡が示した移動硬化式10)に形式上
一致する．
また，等方硬化則に関して補足しておくと，降伏曲

面の形状を決める係数 Qi jkl は，母材の弾性係数 Cmi jkl，
介在物の弾性係数 Cii jkl，Eshelbyのテンソル Si jkl ，介
在物の体積分率 f2のみから決まる．したがって，降伏
曲面形状は硬化に伴って形を変えることなく大きさの
みが変化する．

(2) 異方性

式 (29)は一般的な異方性の降伏関数と同一の形式で
あり，母材・介在物がそれぞれ等方性を示す材料であっ
ても巨視的には異方性材料としての性質を示す．ただ
し，介在物の形状が球形である場合のみ Qi jkl が等方テ
ンソルとなるため，等方性材料としての性質を示す．こ
れは，介在物が球形の場合の Eshelbyのテンソル Si jkl

が等方テンソルであるためであり，Qi jkl が等方テンソ
ルであるか否かは Si jkl が等方テンソルであるかどうか
に依存することによる．

4.2 π平面上の降伏関数

以下では，降伏に関するパラメータを明確にするた
めに，巨視的主応力空間 (σ1, σ2, σ3) における降伏曲
面を考える．ここでは，介在物である回転楕円体の三
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図–1 介在物の配置と形状
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x2

ª

a1

¼

a2

i

a3

つの主軸が直角座標系の x1, x2, x3方向に一致するよう
に配置し，二つの主軸の長さ a1と a2が等しくなるよ
うに設定した (図–1)．これは，回転楕円体全ての主軸
の長さが異なる場合においては，降伏曲面の解析的な
表現が得られなかったためである．なお，テンソルの
演算については文献9)にある方法を用いて行列計算によ
り行った．

(1) 初期降伏の特性

まず，簡単のために初期降伏曲面について示す．σ3

軸に一致させて ζ 軸をとり，σ1 = σ2 = σ3方向に垂直
に交わる π平面 (η, ζ)に投影した初期降伏曲面は

η2(
σmy /a

)2
+

(ζ − βp)2(
σmy /b

)2
= 1 (31)

のように誘導することができ，楕円となることが分か
る．ここに，

a ≡
√

3
2

(A11 − A12)

b ≡
√

1
6
{A11 + A12 − 2(A31 + A13 − A33)}

p ≡ σ1 + σ2 + σ3

β ≡
√

2

(
1− 3
α + 2

)
α ≡ A11 + A12 − 2A31

A33 − A13

(32)

と定義した．Ai j は，応力集中係数 Ai jkl を Voigt表記し
たもので，回転楕円体の形状がここで扱っているよう
な a1 = a2 の場合には，母材と介在物のヤング率の比
Er = Em/Ei，母材のポアソン比 νm，介在物のポアソン
比 νi，介在物の体積分率 f2のみで決まる．

降伏曲面を表す楕円の長軸と短軸の長さの比は，a/b

または b/aによって決まるため，a, bは異方性を表す
パラメータと解釈することができる．介在物の形状が

球形の場合は， A11 = A33, A12 = A13 = A31より，a = b

が導かれることから降伏曲面の形状は円となり，巨視
的に等方性の性質を示す．

pは定義式からも明らかなように，物理的には巨視
的な静水応力に対応する．主応力空間における降伏曲
面は楕円柱となるが，その中心軸は単体の場合と比較
して σ3方向に傾き，(σ1, σ2, σ3) = (1, 1, α)となるた
めに静水応力が降伏に影響を及ぼすようになる．また，
βは式 (31)中において静水応力にかかる係数となって
いるため，静水応力の影響の大きさを表すパラメータ
とみなすことができる．介在物の形状が球形の場合に
は，A11 = A33, A12 = A13 = A31より α = 1, β = 0が
導かれ，静水応力が降伏に影響を及ぼさないことが分
かる．

なお，介在物が弾塑性材料で母材が弾性材料の場合
には，Ai jkl を Bi jkl に，σmy を σ

i
yに置き換えるだけでよ

い．Bi jkl についても Ai jkl と同様，母材と介在物のヤン
グ率の比 Er = Em/Ei，母材のポアソン比 νm，介在物の
ポアソン比 νi，介在物の体積分率 f2のみで決められる．

(2) 後続降伏の特性

後続降伏に関する降伏曲面は，式 (31)を拡張した
形で

(
η − φη

)2(
σmy /a

)2
+

{(
ζ − φζ

)
− β

(
p− φp

)}2(
σmy /b

)2
= 1 (33)

のように誘導することができる．ここに，σmy は後続の
降伏応力で式 (29)の右辺第二項目に対応する．また，
φη, φζ , φpは主応力空間上での中心の移動量 φi j を π平
面に投影したものであり，以下のように定義される．

φη ≡
1
√

2
(−φ11 + φ22)

φζ ≡
1
6

(−φ11 − φ22 + 2φ33)

φp ≡
1
√

3
(φ11 + φ22 + φ33)

(34)

式 (33)を見れば明らかなように，後続の降伏曲面も
楕円となるが，初期降伏曲面の場合と同様に長軸と短
軸の長さ比は a/bまたは b/aによって決まるため，そ
の形状は初期降伏曲面と相似となり大きさのみが変化
することが分かる (図–2)．α, βについても初期降伏の
場合と同様で，後続の降伏曲面である楕円柱の中心軸
は初期降伏の降伏曲面である楕円柱の中心軸を平行移
動したものとなる．ただし，移動硬化の影響で降伏曲
面が σ1 = σ2 = σ3 軸と交わることもあるので，β の
みで静水応力の影響が表せるわけではないことに注意
する．
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図–2 π平面上の降伏関数

σ1

σ3

ª
初期降伏

σ2

ζ (MPa) 　　　　　　　　　　　　

　

η (MPa)

5. 計算例

ここまで二相複合材料の巨視的な降伏関数の誘導を
行ってきたが，実際に降伏曲面を描くにあたっては，φ̇i j

だけは数値的に求めなければならない．すなわち，無
限遠方で応力増分 σ̇i j を外力として与え，式 (11)と式
(17)より巨視的塑性ひずみを求めた後に，式 (30)の第
五式から得られた φ̇i j が降伏曲面の中心移動量の増分
となる．

5.1 円柱介在物を含む複合材料の降伏曲面

ここでは，弾性円柱介在物のボロン繊維を含む 2024

Al 弾塑性母材の複合材料についての計算例を示す．母
材の材料定数はヤング率 Em = 55.85GPa，ポアソン比
νm = 0.32，単純引っ張り降伏応力 σmy = 77.29MPa，硬
化パラメータ h = 827.4MPa, n = 0.6，介在物の材料定
数はヤング率 Ei = 379.23GPa，ポアソン比 νi = 0.2，体
積分率を f = 0.2とした．図–3-aに繊維長軸（x3）方
向の直交方向（x1）方向に単純引っ張りし，巨視的塑
性ひずみが 0%, 0.4%, 1%に達したときの巨視的降伏
曲面を実線で示した．図中の黒点は，式 (9)を用いて
所定の変形状態まで増分計算を継続させた後，除荷計
算を行い，その後様々な比率で再載荷し，各応力比率
ごとに再降伏する点をプロットしたものである．これ
までの方法では，これらの点を曲線で結ぶことによっ
て降伏曲面を描いていた3)．図–3-bには x2 と x3 方向
に二軸引っ張りをし，巨視的塑性ひずみが 0.4%に達し
た後に x2方向のみに単純引っ張りした場合の降伏曲面
を表した．両者共に従来の方法で求めたものと一致す
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図–3-a 荷重が単純引っ張りのみの場合
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図–3-b 途中から荷重を変化させた場合
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図–3 円柱介在物を含む複合材料の降伏曲面

ることがわかる．また，降伏曲面を描くにあたっては
除荷→再載荷の手順を何度も繰り返すことなく巨視的
塑性ひずみ増分を計算するだけでよいので，従来の方
法よりも容易である．

5.2 移動硬化則

移動硬化則について確認するために，図–3-aの εp =
0.4%の状態における降伏曲面の中心 φi j，巨視的応力
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σi j とそれぞれの増分量の方向を図–4に示した．先に
示したように，φ̇i j と ε̇

p
i j の方向は一致しないのが見て

とれる．また，Zieglerの考え方のように σi j −φi j と φ̇i j

の方向も一致しないのが明らかである．両者の関係を
解析的に得ようと試みたが，今回は求めることができ
なかったため，今後更なる検討を行いたい．

5.3 空隙を含む弾塑性材料

ここでは特殊な場合として，空隙を含む弾塑性複合
材料の降伏曲面を示す．介在物のヤング率を 0とする
ことによって空隙を表現できるものとして考え，Voigt

表記した係数 Ai jkl を計算すると

Ai j =
1

1− f2



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


(35)

のように空隙の体積分率のみによって表され，母材の材
料パラメータや空隙の形状に一切無関係な量となる．式
(32)より a = b(=

√
3/
√

2(1− f2))となるから，π平面上
での降伏曲面の形状は常に円となる．また，α = 1, β = 0

となるため，空隙がどのような形状であっても降伏は
静水応力に依存しないことが分かる．同様に，係数 Ti jkl

の成分を計算すると全て 0となるため，移動硬化も生
じないことが分かる．
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図–5-a f2 = 0.05
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図–5-b f2 = 0.15

図–5 空隙を含む弾塑性材料の巨視的初期降伏曲面

図–5に空隙を含む弾塑性材料の初期降伏曲面を示
す．主応力を母材の降伏応力で除した σ11/σ

m
y を横軸

に，σ22/σ
m
y を縦軸にとり，ボイド損傷理論の式として

よく用いられている Gursonの式と Juの示した式8)に
よる結果を合わせて示した．空隙の体積分率が小さい
場合は，本手法による結果はGursonの結果とほとんど
一致する．また，体積分率が大きくなるにつれて，二
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軸引っ張り方向には Gursonの結果と Juの結果との中
間くらいに位置するが，せん断方向については他の手
法よりもやや大きくなることが分かる．

6. まとめ

増分型の森・田中理論に基づき，弾性体を含む二相
複合材料の巨視的降伏曲面を解析的な式で表し，以下
のような知見を得た．

• 降伏関数は，異方性を有し移動硬化と等方硬化を
組み合わせた場合の一般的な式と一致する．
• 降伏曲面の中心移動量増分と巨視的塑性ひずみ増
分は，母材・介在物の弾性係数と介在物の体積分
率のみによって求められる４階のテンソルによっ
て関係付けられる．
• 二つの主軸の長さが等しい回転楕円体介在物を有
する複合材料の降伏について，静水応力依存性と
異方性に関するパラメータは母材・介在物のヤン
グ率の比，母材・介在物のヤング率，介在物の体
積分率のみで決められる．
• 空隙を含む弾塑性複合材料の降伏特性は，母材の
弾性係数や空隙の形状には一切依存せず，母材の
降伏応力と空隙の体積分率のみで決まり，巨視的
な異方性・静水応力依存性・移動硬化の性質は見
られない．

最後に，本解析においては問題を簡単にするために，
対象とする問題を限定して
• 母材と介在物は同時に降伏しない
• 回転楕円体介在物の三つの主軸が直角座標系の各
軸に一致している
• 母材または介在物の移動硬化は考えない

という仮定を設けた．ただし，複合材料を開発をする
という立場に立てば，このような仮定を設定すること
は設計の自由度を狭めることとなり，実際に寄与でき
る点は多くないであろう．今後は，このような仮定を
できる限り外した上で，複合材料の巨視的降伏関数を
解析的に誘導したいと考えている．
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