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This paper presents a three-dimensional mesh generation for the numerical method of a shape

optimization of a body located in an incompressible viscous flow. The purpose of the optimiza-
tion is to find an optimal shape that minimizes the fluid forces subjected to the body. The

formulation of the shape optimization is based on the optimal control theory.

To avoid the break down of calculation caused by destruction of element, the finite element

mesh is reconstructed in each iteration of optimization proccess. The grid generation scheme

based on Delaunay triangulation is applied to the reconstruction of mesh. A technique for the
generation of boundary layer mesh is proposed. The boundary layer mesh has a smoothing effect

for the gradient, on which depends shape deformation. A boundary layer mesh is effective for

a stable shape optimization. As a numerical example, drag force minimization problems of a

body located in low Reynolds number flow is carried out.

Key Words : Shape Identification, Optimal control theory, Mesh Generation, Delaunay
Tetrahedrization

1. はじめに

本研究の目的は, 三次元領域において，流体から受け

る抗力が最小になるような形状を最適制御理論に基づ

き数値的に同定することであり，そのために必要とな

る，変化する形状に追随可能な完全自動の要素生成法

の開発である．

近年CFDと最適化手法を組み合わせることによって

自動的に最適形状を求める研究が行われている．抗力

最小形状決定への取り組みは，まずPironneau1)により

Stokes流れを仮定した場合において設計変数に物体表

面座標を用いた最小化アルゴリズムが提案されたが適

当な流れ場の数値解法がなかったため解を得るに至ら

なかった．しかし，Stokes流れでは物体表面渦度が一定

となる最適条件を導き出し，これを用いて面積一定条件

のもと抗力最小形状を求めている．その後，Pironneau

の提案したアルゴリズムをもとに抗力を目的関数に用

いて二次元領域の定常 Stokes流れやOseen流れにおい

て抗力最小形状を得ている2),3)

近年では非定常 Navier-Stokes流れに対する形状決

定が取り組まれている5),4)．しかしながら，形状更新時

にメッシュの破壊が生じたり，得られる勾配が波打った

りといった問題があった．この問題に対し，Delaunay

三角分割法をベースとした有限要素メッシュの再構築

を最適化過程に組み入れることでメッシュの破壊を回

避する試みが行われたが，非構造メッシュを用いた場

合に勾配 (物体の変形量)が滑らかではなくなり，物体

表面が波打ち，かえって抗力が増加する問題が生じる．

これに対して，スムージング法を導入し，勾配を平

滑化する方法5)や，物体と非構造形メッシュの間に，構

造型メッシュを一層または複数層挿入する方法4)で，滑

らかな勾配を得ることに成功している．図–1は，大和

田ら4)によって示されている，構造メッシュと非構造

メッシュ，混合型のメッシュの勾配に対する影響の違

いである．本研究では，得られた勾配を平滑化するス

ムージング法よりも，より自然な形で物体表面に沿っ

て滑らかな勾配を得ることができる，非構造・構造の

混合型のメッシュを用いる方法を取ることとする．

三次元の形状決定問題は，有限要素メッシュの作成

が困難であり，これまで扱うことが困難であった．二

次元解析の経験から，三次元解析においても，最適化

プロセスにおいて，非構造・構造混合型のメッシュを

使用した，有限要素メッシュ完全再構築システムが必

要となる．

本研究では，このメッシュ完全再構築システムのベー

スとして Delaunay分割法11),12),13),14)を利用した．物

体周りに三次元の構造型メッシュの層を構築方法，表

面要素の変形に対する，ロバスト向上についての表面

要素均一化方法を開発し，最終的に，三次元領域での

抗力最小形状を導いたものである．
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構造型メッシュによる滑らかな勾配

非構造型メッシュによる荒れた勾配

物体周囲に構造型メッシュを挿入したメッシュによる勾配

図–1 メッシュの違いによる勾配の違い4)

2. 流体中に置かれた物体の最小抗力形状決

定問題

2.1 非圧縮性粘性流れ定式化

基礎方程式としては，非圧縮 Navier–Stokes方程式

を用いて安定化気泡関数有限要素法による離散化をお

こなう．

(1) 支配方程式

流れの支配方程式として以下に示す無次元化した

Navier–Stokes方程式を用いる．なお，図–2に示す境

界 Γを有する三次元領域Ω ∈ R3 で定義し，領域 Ωは

非圧縮性粘性流体で満たされているものとする．

u̇i + ujui,j + p,i − ν(ui,j + uj,i),j = 0 in Ω, (1)

ui,i = 0 in Ω, (2)

ここで， ui は流速， p は圧力，ν は動粘性係数を示

す．境界条件は以下のように与える．

ui = ûi on ΓU , (3)

t1 = 0, u2 = 0 on Γy, (4)

t1 = 0, u3 = 0 on Γz, (5)

ui = 0 on ΓB , (6)

ti = 0 on ΓD , (7)
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図–2 解析領域と境界条件

ここで，

ti = {−pδij + ν(ui,j + uj,i)}nj , (8)

であり，ti はトラクション，δij，はクロネッカーのデ

ルタ，nj は境界 Γの外向き法線ベクトルである.

物体が受ける流体力 Fi（F1：抗力，F2：横力，F3：

揚力）は物体境界 ΓB 上の応力 tiの積分から与えられ，

以下のように算出される．

Fi = −

∫

ΓB

tidΓ. (9)

(2) 離散化 – 混合補間

基礎方程式の重み付き残差方程式は以下のように表

せる.
∫

Ω

wiu̇idΩ +

∫

Ω

wiujui,jdΩ

+

∫

Ω

wi,j{−pδij + ν(ui,j + uj,i)}dΩ

=

∫

Γ

witidΓ, (10)

∫

Ω

qui,idΩ = 0, (11)

補間関数には安定化気泡関数有限要素法6)– 7)を用い

る. この手法では, 流速に関しては気泡関数要素を, 圧

力に関しては一次要素を補間関数に用いる

a) 流速：気泡関数要素による補間

ui = Φ1ui1 + Φ2ui2 + Φ3ui3 + Φ4ui4 + Φ5ũi5, (12)

ũi5 = ui5 −
1

4
(ui1 + ui2 + ui3 + ui4),

Φ1 = η1, Φ2 = η2, Φ3 = η3, Φ4 = η4,

Φ5 = 256η1η2η3η4,

b) 圧力：線形要素による補間

p = Ψ1p1 + Ψ2p2 + Ψ3p3 + Ψ4p4, (13)

Ψ1 = η1, Ψ2 = η2, Ψ3 = η3, Ψ4 = η4,

Φα (α = 1,5)は ui の補間に用いる，5節点の四面体

気泡関数要素の補間関数でり，Ψλ (λ = 1,4)は pの補

間に用いる，4節点の四面体線形要素の補間関数であ

る (図–3).

2
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図–3 混合補間関数

気泡関数は, どのような関数を選んでも, 気泡関数要

素の安定化パラメータを一定値以上に出来ないことか

ら, 数値的な安定性は必ずしも十分でないことが知ら

れている. 本手法では, 適切に数値粘性を補う為に, 式

(14) のように安定化作用を導入する.

τeB =
< φe, 1 >2

Ωe

(ν + ν′)‖φe,j‖2
Ωe

Ae

, (14)

ここで,ν′は安定化作用に対する制御パラメータであり,

この値は, 式 (15)で与えられる SUPG 法8)の安定化パ

ラメータと等価になるように決定する. ここで， he は

要素幅である.

< φe, 1 >2
Ωe

ν‖φe,j‖2
Ωe

Ae

= τeS , (15)

結果的に安定化気泡関数有限要素法の安定化パラメー

タは重心点のみに式 (16) で与えられる安定化項を付加

した形となる.

Ne
∑

e=1

ν′‖φe,j‖
2
Ωe

be, (16)

Ne と be は要素数と要素重心点を示している.

(3) 有限要素方程式

支配方程式は, 有限要素法を用いて近似することによ

り, 設計変数 xi の関数となり, 勾配を直接計算するこ

とが可能になる. 安定化気泡関数有限要素法を用いて

空間方向に離散化すると，有限要素方程式は以下のよ

うに示される.

Mu̇i + A,j(uj)ui −C,ip + D,jjui + D,jiuj

= Ti in Ω, (17)

C,i
T
ui = 0 in Ω, (18)

ここで，

M =

Ne
∑

∫

Ωe

ΦαΦβdΩ,

D,ji =

Ne
∑

ν

∫

Ωe

Φα,jΦβ,idΩ,

A,i(ui) =

Ne
∑

∫

Ωe

ΦαΦβuiΦγ,idΩ,

C,i =

Ne
∑

∫

Ωe

Φα,iΨβdΩ, Ti =

∫

ΓB

ηthi dΓ,

N と ηはそれぞれ，要素領域と要素境界の補間関数で

あり, 各節点で離散化された流速と圧力はそれぞれ ui,

p と表される.

2.2 抗力最小–形状決定問題

形状決定は最適化問題として扱うことができ、定式

化は最適制御理論に基づいて行う. 形状は設計変数 xi

を使って定義する. 評価関数 J(ui, xj) は設計変数 xi

と状態量 ui の関数である. 本研究では Lagrange 乗

数法を用い, 支配方程式 Rk(ui, xj) = 0 を満たしなが

ら評価関数 J(ui, xj) を最小にするような xi を求める.

Lagrange 乗数 λ を導入し、拡張評価関数 J∗ を

J∗(ui, xj) = J(ui, xj) − λkRk (ui, xj) (19)

定義する. 評価関数を最小化する為の最適条件は, J∗

の第一変分をゼロにすることにより導かれる.

δJ∗(ui, xj) =

(

∂J

∂ui

− λk

∂Rk

∂ui

)

δui

+

(

∂J

∂xi

− λk

∂Rk

∂xi

)

δxi − Rk = 0. (20)

これより, 形状更新の勾配 ∂J∗

∂xi
は次式で表される.

Gi =
∂J∗

∂xi

=
∂J

∂xi

− λ
∂Rk

∂xi

. (21)

本研究では離散化前の Navier–Stokes方程式を Rk と

して扱うのではなく，有限要素法により離散化した無

次元化された非圧縮 Navier-Stokes 方程式を支配方程

式 Rk として解析した. 形状の設計変数 xi は物体境界

の座標値とした. また, 目的関数 J には物体が流れか

ら受ける力を用いた.

本研究では, Navier– Stokes流体中の物体が受ける

力の評価関数が最小になるような形状を, 物体境界の座

標値を未知数として決定する.

(1) 体積保存条件

物体形状は, 全ての計算過程において体積一定条件を

満たしながら最適化しなければならない. 物体の体積

が一定であることは, 有限要素メッシュの全要素の体積

の合計が一定であることと等価である. 体積一定条件

は次の方程式で示される.
m

∑

e=1

(ae(xi)) − A0 = 0, (22)

3
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ここで,ae(xi)は各要素の体積の体積を, A0 は初期領域

の体積を表す.

(2) 評価関数

本研究では, 流体力を評価関数に用いる. 評価関数 J

は Navier-Stokes 方程式から計算されて得られた流体

力の二乗和で定義される9).

J =
1

2

∫ tf

t0

(q1F
2
1 + q2F

2
2 + q3F

2
3 )dt, (23)

F1と F2， F3はそれぞれ抗力と鉛直方向揚力，水平方

向揚力を表し，q1と q2， q3はそれぞれ抗力と鉛直・水

平揚力に対する重み関数を表す. 評価関数は式 (17)(18)

を満たしながら最小化されなければならない. ここで，

Lagrange乗数法を適用し，以下の拡張評価関数を定義

する

J∗ =
1

2

∫ tf

t0

(q1F
2
1 + q2F

2
2 + q3F

2
3 )dt

−

∫ tf

t0

u
∗

i
T (Mu̇i + A,j(uj)ui −C,ip

+D,jjui + D,jiuj − Ti)dt

+

∫ tf

t0

p
∗T C,i

T
uidt

+a{

m
∑

e=1

(ae(xi)) − A0}, (24)

形状決定は評価関数 J の代わりに，この拡張評価関数

J∗ を停留することで実行される.

(3) 停留条件

拡張評価関数の停留条件は δJ∗ = 0となる. 拡張評

価関数 J∗ の第一変分は

δJ∗ = −

∫ tf

t0

δu∗i
T (Mu̇i + A,j(uj)ui −C,ip

+D,jjui + D,jiuj − Ti)dt

+

∫ tf

t0

δp∗
T C,i

T
uidt

−

∫ tf

t0

δui
T (Mu̇

∗

i + A,j
T (uj)u

∗

i −C,ip
∗

+D,jj
T
u
∗

i + D,ij
T
u
∗

j )dt

+

∫ tf

t0

δpT C,i
T
u
∗

i dt

+

∫ tf

t0

δTi
T (u∗i − qiFi)dt

+δaT{
m

∑

e=1

(ae(xi)) − A0} + δxi
T Gi, (25)

ここに，

Gk = −

∫ tf

t0

u
∗

i
T (

∂M

∂xk

u̇i +
∂A,j(uj)

∂xk

ui −
∂C,i

∂xk

p

+
∂D,jj

∂xk

ui +
∂D,ji

∂xk

uj −
∂Ti

∂xk

)dt

+

∫ tf

t0

p
∗T ∂C,i

T

∂xk

uidt + a
T ∂

∂xk

m
∑

e=1

ae(xi),(26)

であり,Gk は拡張評価関数の勾配となる. 最適条件を

得る為に各項をゼロとすると, 以下のような方程式が得

られる.

Mu̇i + A,j(uj)ui −C,ip

+D,jjui + D,jiuj = Ti in Ω, (27)

C,i
T
ui = 0 in Ω, (28)

MT
u̇
∗

i + A,j
T (uj)u

∗

i −C,ip
∗

+D,jj
T
u
∗

i + D,ji
T
u
∗

j = 0 in Ω, (29)

C,i
T
u
∗

i = 0 in Ω, (30)

qiFi − u
∗

i = 0 on ΓB , (31)
m

∑

e=1

(ae(xi)) − A0 = 0 in Ω, (32)

Gi = 0 in Ω, (33)

ui, p, u
∗

i , p
∗, a を式 (27) から (33) を満たすように解

く. 本問題の最適条件は (33) 式で表される.

∂J∗

∂xi

= Gi = 0. (34)

2.3 評価関数最小化手法

本研究では最小化手法として勾配法を用いた. この

手法では以下の修正評価関数Kを定義し，これを最小

とすることで，形状決定のパラメータを求める.

K(l) = J∗(l)

+
1

2

∫

ΓB

(

x
(l+1)
i − x

(l)
i

)T

W
(

x
(l+1)
i − x

(l)
i

)

dΓ,

(35)

l は最小化のイタレーション数であり，xi は物体表面

の座標，W は重み関数である. 修正評価関数Kの最小

条件は

∂K(l)

∂x
(l)
i

= 0 (36)

であり，式 (34)を考慮すると，形状決定のパラメーター

は以下の式で更新されることになる.

x
(l+1)
i = x

(l)
i − W−1G

(l)
i (37)

(1) 形状決定–計算アルゴリズム

数値計算は以下のようなアルゴリズムに沿って行わ

れる．

1. l = 0とし，物体形状の初期状態 xi
(0)を設定する．

4
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2. 支配方程式，式 (27)，(28)より，流れ変数の初期

状態 ui
(0), p(0) を求める．

3. J (0) を計算する．

4. 随伴方程式，式 (29)–(31)より，随伴変数の初期状

態 u
∗

i
(0), p∗(0) を求める．

5. l = l + 1とする

6. 式 (37)より物体形状 xi
(l) を求める．

7. 支配方程式，式 (27)，(28) より，流れ変数 ui
(l),

p
(l)を求める．

8. Compute J (l)

9.
∣

∣xi
(l) − xi

(l−1)
∣

∣ < εを満たせば計算終了．そうで

なければ，随伴方程式より随伴変数 u
∗

i
(l), p∗(l) を

求め，5．に戻る．

計算の流れとしては，まず，計算領域において支配

方程式を解き，算定された状態量の値を用いて随伴方

程式を解く．次に，算定された状態量と随伴量から勾

配Gi を算出する．物体境界 ΓB 上のGi から，物体の

形状 xiを更新し，その更新された形状の物体の置かれ

る領域で，再び支配方程式を解くという繰り返し計算

を行うこととなる．繰り返し計算の過程で，徐々にGi

が小さくなり，やがてゼロとなる．Gi = 0となれば，

式 (33)を満たすことになるから，拡張評価関数 J∗ の

第一変分 δJ∗ はゼロになり，停留条件を満たす．同時

に，評価関数 J の停留条件をも満たすこととなり，目

的の形状を得たことになる．収束判定値は ε = 10−6を

使用した．

3. 三次元有限要素メッシュ生成法の最小抗

力形状決定問題への適用

3.1 粘性層要素の作成法

本研究の形状決定問題においては，より正確な形状

を求めるために，物体周辺に関しては，Delaunay分割

による非構造型の有限要素メッシュよりも，正則な構

造型の有限要素メッシュが好まれる．また，今後レイ

ノルズ数の高い流れを対象とした場合，粘性層を適切

に表現できるメッシュは必要となることから，本研究

では，物体表面に層を設けることとした．本研究では，

粘性層流れを解像する目的よりも，安定した形状を求

める目的の方が強いため，この層を正則層と呼ぶこと

とする．

正則層は，図–4に示すように，境界（物体表面）から

垂直外向き方向に，節点を発生させることで作成する．

このとき，同一層上の隣り合う節点は互いに要素の辺

で結合されてる必要がある．二次元に於いては，図–5

に示すように，隣り合う層の間では四角形が形成され

る．この四角形の対角線を取ることによって，三角形

要素を簡単に作成することができる．

三次元に於いても，図–6に示すように，層の間にで

きた三角柱を，三つの四面体に切り分けることで，四

Inside of domain

Outside of domain

viscous layer
viscous layer

図–4 物体境界付近の構造型メッシュ層

Outsied of domain

Boundary

First layer

図–5 層間の三角分割

図–6 三角柱要素からの四面体分割

Boundary

First Layer

Second Layer

図–7 Delaunay三角分割による粘性層メッシュの破壊

面体要素の生成を簡単に行うことができる．しかしな

がら，隣合う三角柱の間で，三角形面の不一致が起こ

る可能性があり，三角柱の切り分け方に気をつけなけ

ればならない．この方法で不一致を起こさないように
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Boundary Surface-element

Position of new nodal points are determined by normal vectors. 

図–8 境界上節点の法線ベクトル

図–9 境界層間の四面体要素生成: 第一節点

分割を行う場合，作業が煩雑なものになることが予想

される．

他の方法として，Delaunay分割法を利用する方法が

挙げられが，これも層を作成する上では問題が起こる．

Delaunay分割は節点の位置によって決定されるため，

層を構成する節点の位置関係によっては，層を無視し

た要素が生成されることになる．これは，三次元に限っ

たことではなく，二次元でも起こりうることで図–7な

状態になる．図–7の太い破線は境界からの第一層を示

図–10 境界層間の四面体要素生成: 第二節点から第四節点

すものであり，細い実線は三角形要素の辺である．図で

は，第二層上の節点と境界上の節点が結合した要素辺

が存在しており，第一層のラインを切断している．ここ

で，図にある三角形は円で確認できるように，図の三角

形は Delaunay三角形である．このように，Delaunay

分割法を用いた方法では層を確実に表現することが難

しい．

そこで，ここでは，不一致を起こすことなく正則層

を四面体分割をする方法を提案する．

(1) 摘み上げ法

本方法は境界面の節点を一つ一つ摘み上げるように

して要素及び層の作成を行うので，ここでは以降，摘

み上げ法と呼ぶことにする．

1. 境界表面に三角形要素を作成し，そのリストを作

成する．

2. 境界表面上の各節点ごとに，単位法線ベクトルを

計算し保存する．（図–8）

3. 一つの節点 P に着目し，求めた単位法線ベクトル

と層厚から新節点 Qを発生させる．

4. リストより節点 P に隣接する三角形要素を探す．

5. 節点 P に隣接する三角形要素と新節点 Qを結合

することにより四面体を作成する．（図–9）

6. リストから四面体作成に使用した三角形要素を削

除し，新節点周辺の三角面を追加する．（図–9 3

番目）

7. 上記手順 2.から 6.を全ての境界表面上の節点に

6
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Initial state of profile of the body
    nodes and surface-elements

Nodes on the outer layer are inserted into Shell element.

Deformation

Shell Mesh

Delaunay triangulation
or 
Delaunay tetrahedrization

Finement of the finite element mesh

Generation of boundary layer elements

Insertion of the boundary layer elements

図–11 有限要素メッシュ再構築アルゴリズム

ついて繰り返す．

(2) 再構築アルゴリズム

粘性層を持つ有限要素メッシュの再構築方法のアル

ゴリズムを図–11に示す. この方法は，最初に，外境

界の節点のみを有する殻要素メッシュデータと物体表

面を表現する節点データを必要とし，以下のアルゴリ

ズムに従い，要素の再構築を行う.

1. 形状最適化手法の結果により，物体の形状の情報

を更新する.

2. 粘性層を生成する.

3. 粘性層の最も外側の節点を，殻要素メッシュに挿

入し，Delaunay分割法を適用する事で，外部領域

と粘性層外側の節点のみの有限要素メッシュを作

成する.

4. 解析領域全体に適切に節点を分布し，Delaunay分

割法を用いて，有限要素メッシュに挿入する.

5. 最後に，粘性層のメッシュを取り込むことで，全

体領域のメッシュを構成する.

3.2 物体要面–表面要素サイズ均一化

最適形状決定問題を表面要素に関しては，節点の移

動のみで対処していたため，表面要素の圧壊と膨張に

よる破壊の二つの問題が生じた．いずれの問題に関し

ても，形状決定計算を停止させる原因となる．これら

対して，表面要素サイズを均一に保つことで問題解決

を行った.

(1) 表面要素の崩壊による計算の停止

形状決定問題において，勾配を計算すると，先端の

表面要素の間隔が広がり，側面では狭まる傾向がある．

微小な変形ではあるが，最適化の繰返し数が多くなる

と，この影響が大きな問題となってくる．図–12は，先

端と後端の表面三角形が広がりすぎたことにより，形

状を表現できなくなった例である．ここまで先端が広

がると，正しく勾配が計算できず，計算は破綻する．

先端と後端の表面三角形が
広がり過ぎたために計算が停止

図–12 表面要素が広がることによる計算停止

表面要素が潰れる問題も発生した．この場合，潰れ

た表面要素に接する四面体要素の体積もゼロとなるこ

とから，計算を行えなくなる．図–13では，表面三角

形メッシュの一部が押しつぶされている様子を見るこ

とができる．この図は，形状決定で体積に関する拘束

条件を，外して行ったものである．本来ならば，物体

は徐々に小さくなり，最終的に点になる．しかし，こ

の例では点にはならず，初期形状の半分ほどの径まで，

小さくなった段階で計算が停止した．

図–13 表面要素が潰れることによる計算停止

(2) 要面要素サイズ均一化手法

Laplacian 法と呼ばれる方法で，要素の均一化を図

る．Laplacian法は，有限要素メッシュのスムージング

7
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手法として，用いられているものである．ある節点に

注目したとき，その節点を囲んでいる三角形群の重心

に移動することにより，周囲の要素のサイズを均一に

するものである (図–14)．しかし，本研究で要素サイズ

The center of gravity
of polygon(abcdef)P

P

a

b

c d

e

f

move

図–14 Laplacian法による節点移動

を均一化する，領域は平面ではなく，曲面であるため，

通常の方法では，面の形状が変わってしまう．図–15

に，二次元における曲線領域で Laplacian法の例を示

す．節点の移動先は，

P ′ =

Ne
∑

i=1

Gei
· Aei

,

にて計算される．Gei
, Aei

はそれぞれ，節点に隣接す

る要素の重心とサイズである．図より，移動を繰り返

すことで，節点は元の境界からどんどん離れていくこ

とがわかる．従って，節点の移動の際には，節点が曲

線や曲面上を移動させる必要がある．

本研究では，節点を節点の位置の法線の方向と垂直

に動かすことで，物体の形状を損なうことなく，要素

サイズの均一化を行う方法を提案する．節点の移動方

向の高速は，図–16に示すように行う．先ず，節点位

置の法線は，

~nglob =

∑Ne
i=1 ~nei

· Aei

|
∑Ne

i=1 ~nei
· Aei

|
,

で定義する．節点が移動する，平面に投影された時の，

重心G′

ei
と要素サイズ A′

ei
は，

G′

ei
= Gei

+ {~nglob · (Gei
− P )}~nglob

A′

ei
= Aei

· ~nglob

で表すことができる．結果，節点の移動先は，

P ′ =

Ne
∑

i=1

G′

ei
· A′

ei
,

にて計算することができる．

(3) アルゴリズム

1. 節点 P における法線 ~nglob を計算する．

2. 周辺の表面要素を，P を通り，~nglobに直行する平

面に投影する．

3. 投影された，要素面積A′

ei
および重心G′

ei
をもと

める．

4. P ′ を求め，節点を移動する．

5. 物体表面上の全てに対して1．から 4．の作業を繰

り返す．

e1

P

R

Q

Ge2

Ge1

e2

P
′

図–15 曲面における Laplacian 法による節点移動

6. 節点の移動がなくなるまで，1．から 5．の作業を

繰り返す．

e1

P

R

Q

Q′

R
′

~nglob

G
′

e1

G
′

e2

Ge2

Ge1

e2

~ne1

~ne2P
′

L

図–16 修正 Laplacian法による節点移動

図–17に示すように，形を損なうことなく，表面要

素の均一化を行えていることが確認できる．

(4) 一様化手法の効果

表面要素が広がりすぎることによる問題と要面要素

が潰れることにより起こる問題に対して，提案する均

一化手法を適用する．図–18, 図–19に例を示す．どち

らの場合も，計算を破綻させること無く，目的の形状

に達することができた．

3.3 数値解析例

数値解析例として, 以下のような領域における物体

の流体力最小化問題を扱った. 領域は非圧縮性粘性流

体で満たされている. 本解析では，抗力のみを形状決

定に反映させるため，重み関数 q1，q2，q3 はそれぞれ

1.0，0.0，0.0 に設定した. 図–20に解析領域を,図–21

に初期の有限要素メッシュを示す. 図–22は最適化前

の初期形状を示す.

Reynolds数は O.Pironneauの結果と比較するため，

Re = 1を用いる．この数値例では，最適化プロセスを

通して，節点数が約 5千，要素数が約 2万 7千である.

(1) 数値解析結果

図–23は，本研究の最適化手法により決定された形

状である．図–24は，Pironneau1)によって導出された

形状と，本研究の結果とを比較したものである．図よ

り，本解析での結果は Pironneauの示す形状と良い一

致を示していることがわかる．図–26は，に解析領域

8
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X Y

Z

均一化前

X Y

Z

均一化途中

X Y

Z

均一化後

図–17 表面要素均一化の例

図–18 表面要素が広がってしまっていたこと対する効果

の有限要素メッシュの断面を表している．これより，最

適化プロセスの各ステップで，有限要素の更新状況を

確認することができる．

図–19 体積拘束無しの形状決定に対する効果

48.0

24.0

B
A)B

C)D E)F

GIH

JIK
L

M
N

OQP
R)S

1.0

24.0

48.0

図–20 計算領域

X Y

Z

図–21 初期の有限要素メッシュ

図–22 物体の初期形状

4. 結論

本研究では，流体中の物体の最適形状決定問題のた

めの 3 次元有限要素生成法を提案した．

9
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図–23 最終形状

TVUXW

YIZ'[

\V]X^

_I`'a

O.Pironneau’s minimum drag profile

Minimum drag ellipse

図–24 Pironneauの形状との比較

図–25 初期メッシュの断面

図–26 最終形状時のメッシュの断面

最適制御理論に基づく形状決定のアルゴリズムを非

圧縮性粘性流れに適用した形状決定問題を取扱い，De-

launay分割法をもととした三次元メッシュの完全再構

築システムの構築を行った．物体周りに三次元の構造

型メッシュの層を構築する方法，表面要素の変形に対

する，ロバスト向上についての表面要素均一化方法を

開発し，三次元領域での抗力最小形状を導いた．

三次元に於いても，最適化プロセスの各ステップで，

解析領域有限要素メッシュを完全に更新できるように

なったことで，これまで困難であった，三次元での形

状決定問題を行うことを可能にした．

今後の課題として, より高い Reynolds数での計算を

行い，より複雑な流れ場へ適用していきたい．
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