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1．はじめに 

 
1970年代，土/水連成問題に対する有限要素解析手法が

相次いで提案された．それらは主に要素重心で水頭を代

表させる Christian 流 1) と，節点で水頭を代表させる

Sandhu流 2) とに大別される．これらの有限要素連立方程

式の違いは，内挿関数の選び方に起因した見かけ上のこ

とであって両者に本質的な差異はないが，過剰間隙水圧

の計算精度を考えた場合，節点で水頭を代表させる

Sandhu流の方が優位である．しかしながら，過剰間隙水

圧が体積ひずみの拘束力として定義されることを考える

と，要素重心で水頭を代表させるChristian流のほうがよ

り自然であるため，地盤における土/水連成有限要素解析

プログラムでは，Christian 流を用いた水頭の空間離散化

手法が，現在でも広く用いられている．本論文で対象と

している土/水連成有限要素解析プログラム DACSAR3) 

においても，Christian 流の代表である赤井・田村 4) によ

る水頭の空間離散化手法を，一般的なメッシュに拡張す

ることで用いている．この DACSAR を用いて計算を実

施した場合，メッシュの分割方法によっては正しく要素

境界から流出する水量を計算することができない問題 5) 

が指摘されている．これは，一般的なメッシュに拡張し

た際の動水勾配の差分計算方法に原因がある． 
本論文では，このようなメッシュ分割方法に依存する

問題を解決するため，一般的なメッシュへ拡張した場合

の動水勾配の計算方法について，有限体積法（FVM）の

考え方を用いて検討している．しかしこの拡張方法では，

節点における水頭値を近似によって求める必要があるた

め，近似誤差に起因するメッシュ分割方法への依存性を

完全に解決することが出来ない．メッシュ分割方法への

依存性を解決するためには，節点の水頭値を必要としな

い手法が求められる．そこで，水頭の空間離散化手法と

して，竹内ら 6) が提案したハイブリッド型ペナルティ法

（Hybrid-type Penalty Method : HPM）を適用した土/水連

成有限要素解析手法を提案する．この HPM を適用した

プログラムを用いて，一次元圧密の要素シミュレーショ

ンと実現場のシミュレーションを実施することで，本手

法の有効性について検討を行う． 
 
2．赤井･田村による水頭の空間離散化の拡張と限界 

 
2.1 赤井･田村による水頭の空間離散化 

図-1 は，土/水連成問題における初期値･境界値問題を

整理したものである．ここでは，水頭の空間離散化に着

目していることから釣り合い式の空間離散化は省略し，

有限要素法（FEM）を用いた連続式の空間離散化の手順

について述べる．連続式に任意の重み関数 hδ （但し，

水頭境界上では 0=hδ ）を乗じて領域V で積分すると，

以下のような弱形式が得られる． 

( ) ( ) 0k =⋅−

−⋅

∫
∫∫

dVhgradhgrad

hdVqhdV

V

SqV v

δ

δδε

              

&
  (1) 

Since 1970s, two techniques have been employed for spatially discretizing pore water head distribution in an 
element in the soil/water coupled FE computation. One is that the pore water head is represented at a center 
of an element and another is that the pore water head is discretized at nodal points. The former technique is 
superior in a sense that the pore water pressure is naturally interpolated in the same order with the stress.  
But, less accuracy in computing the pore water head distribution has been pointed out due to the unavoidable 
mesh dependency.  In this paper, proposed is an improved method based on Hybrid-Type Penalty Method 
(HPM) by Takeuchi et al. (2000) to ensure higher accuracy in numerical computation of pore water head 
discretized at a gravity center of an element. After the proposed method is verified through simulating 
one-dimensional consolidation process, the effectiveness is demonstrated by applying the proposed method 
to simulate development of pore water head in an actual embankment constructed in a site. 
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vε& は体積ひずみ増分，k は透水係数テンソル，hは全水

頭， ( )hgrad は動水勾配を表している．ここで場の離散

化として，領域V をM 個の要素に分割したと仮定する．

分割した部分領域 eV に対して，任意の全水頭hは内挿関

数によって全水頭ベクトル meh に離散化されるものとし，

重み関数 hδ についても同じ内挿関数 hN で離散化され

るものとする（Galerkin法）． 
me

hh hN=  ， ( ) me
hhgrad hB=      

me
hh hN δδ =  ， ( ) me

hhgrad hB δδ =     (2) 

ここで，領域V における全水頭ベクトルを mh とすると，

分割した部分領域 eV の全水頭ベクトル meh との関係は， 
m

he
me hAh =  ， m

he
me hAh δδ =    (3) 

と表される． heA は領域V の全水頭ベクトル mh が持つ

自由度m と，部分領域 eV の全水頭ベクトル meh が持つ

自由度meを結びつけるマトリクスである．さらに，重

み関数 mhδ の任意性を考慮すると式(1)は， 
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となる． wγ は間隙水の単位体積重量である．この式(4)
がFEMによって空間離散化された連続式であり， 

QhKuK && =− m
wh

n
v γ         (5) 

のように整理される．式(5)における各マトリクスは次の

通りである． 
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なお，式(6)中の eA は，領域V の変位増分ベクトル nu& が

持つ自由度nと，部分領域 eV の変位増分ベクトル neu& が

持つ自由度neを結びつけるマトリクスである． 
水頭の離散点を要素重心1点で代表させるChristian流

の場合，要素内の全水頭は一定であることから，式(4)に
示した内挿関数 hN マトリクスは定数となり，その微分

である hB マトリクスはゼロとなる．また，試験関数 hδ
も要素重心で代表されることから，境界における水理条

件は取り除かれる．以上の条件から，式(4)に示した空間

離散化された連続式は， 
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となる．この式(7)は，非ガラーキン重みを用いた有限体

積法（FVM）による空間離散化式と完全に一致している．

なお，式(7)の左辺第2項は要素境界から流出入する間隙

水の収支を示しており，以下のように表される． 

( ) dShgraddS
qeqe SS ∫∫ ⋅⋅−=⋅ nknv      (8) 

赤井･田村によると，式(8)に示した要素境界i から流出

入する間隙水を具体的に求めるために，メッシュが直交

する図-2のような特殊な場の離散化を設定している．こ

の場合，要素境界i における動水勾配 ( )hgrad は，隣接

する要素重心の距離 iL と水頭の差分( )mmi hh − を用いて， 
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と表される．他の要素境界に対しても，動水勾配を同様

に求めることができるため式(8)は， 
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となる． 

 
 

支配方程式 

境界条件 

応力境界： nσt ⋅= T&&  ( on σS ) 
変位境界： uu && =  ( on uS ) 
流量境界： nv ⋅=q  ( on qS ) 
水頭境界： hh =  ( on hS ) 

釣り合い式   ： 0σ =&div ， Tσσ && =  
ひずみ~変位関係  ： ( )Suε && ∇−=  
弾塑性構成式  ： εDσ && :' ep=  
有効応力  ： 1σσ wp&&& −='  
ダルシー則  ： ( )hgrad⋅−= kv  
全水頭   ： Ω+= wwph γ  
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図-1 土/水連成解析における初期値･境界値問題 

図-2 赤井･田村 4) が用いている場の離散化（メッシュ） 
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 以上のように赤井･田村による水頭の空間離散化式は，

要素境界から流出入する間隙水の収支を差分によって求

めるため，差分法と一致する FEM の特殊なケースであ

るといえる．しかしながら，式(7) が非ガラーキン重み

を用いた FVM による水頭の空間離散化式と完全に一致

するため，差分法と一致する FVM の特殊なケースであ

ると考えたほうが，一般的なメッシュに拡張する際には

都合が良い． 
 
2.2 有限体積法（FVM）を用いた拡張方法 

赤井･田村による水頭の空間離散化式が，FVMの特殊

なケースであることから，一般的なメッシュに拡張する

場合，FVM の定式化を用いることができる．図-3 に示

した要素境界i における動水勾配は，隣接する要素重心

と，要素境界上の節点から形成される部分領域に対して

求めることになる．要素境界上の節点における水頭値を
1nh ， 2nh と仮定し局所座標変換を行うと，部分領域に

おける動水勾配は次のように求められる． 
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ここで， [ ]Jdet はヤコビアンであり， 
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である．図-3 より，式(12)に示した動水勾配を具体的に

求めると， 
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となる．他の要素境界に対しても，動水勾配は同様に求

められるため，式(8)に示した要素境界から流出入する間

隙水量は， 
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となる．式(15)における係数 iα ，α および iβ は， 

( ) ( )ii

i

i

i

w

y

ii

i

i

i

w

x
i L

sk
L
sk

θϕ
ϕ

γθϕ
ϕ

γ
α

−
+

−
=

cos
sin

cos
cos 22

    

∑
=

=
4

1i
iαα           (16) 

( ) ( )ii

ii

w

y

ii

ii

w

x
i

kk
θϕ
ϕθ

γθϕ
ϕθ

γ
β

−
+

−
=

cos
sincos

cos
cossin          

である．ちなみに，式(16)に対して図-2 に示した直交す

る特殊なメッシュを適用（ 0== ii θϕ ）して，透水係数

の異方性を無視（ kkk yx == ）すれば，  
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となり，赤井･田村による水頭の空間離散化式と完全に一

致することがわかる． 
このように，一般的なメッシュに対して要素境界の動

水勾配を正しく計算するためには，節点における水頭値

が必要となる．要素境界の動水勾配は部分領域平面の傾

きであり，また水頭値はポテンシャルであるため，2 点

のみでは平面の傾きを求めることができないことは明ら

かである．竹山ら 5) が指摘した，メッシュ分割方法によ

って正しく要素境界から流出する水量を計算できない従

来のDACSARの問題点は，隣接する要素重心の水頭値2
点のみから動水勾配を求めていること 3) が原因である． 
 
2.3 節点における水頭値の近似方法 

一般的なメッシュに対して要素境界の動水勾配を計算

するためには，節点における水頭値が必要となるが，要

素重心に水頭値を代表させた場合，節点における水頭値

は直接求めることができない．このため，節点上の水頭

値は近似によって定めることになる．この近似方法とし

図-3 一般的な場の離散化（メッシュ）と部分領域の局所座標変換 
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て，さまざまな方法が考えられるが，ここでは節点にお

ける水頭値 nh を，式(18)に示した重みつき平均値によっ

て近似する最も単純な方法を用いる．  

∑
=

=
N

j

mj
j

n hw
W

h
1

1
       (18) 

N は節点nを囲む要素数， jw は重み，W は重みの合計

である．重み jw には，図-4に示すように要素面積 mjA の

逆数を用いた． 

mjj A
w 1

=   ， ∑
=

=
n

j
jwW

1

    (19) 

以上のような水頭の近似式と，式(15)に示したFVMから

誘導された拡張方法を土/水連成有限要素解析プログラ

ム DACSAR に導入することにより，プログラムの改良

を行った． 

なお竹山ら 5) は，要素内の水頭値を一次関数によって

近似することでプログラムの改良を行っているが，基本

的には FVM による拡張方法と内容は同じである．竹山

らの方法では，節点における水頭値を周囲の要素が持つ

水頭値を線形補間することで求めている． 
 
2.4 プログラムの検証とその適用限界 

 FVMを用いて改良したプログラムの検証として，図-5
に示した2種類のメッシュ，解析条件を用いて一次元圧

密のシミュレーションを実施し，Terzaghi の理論解との

比較を行った． 
図-6は，メッシュ分割方法を変えた場合の解析結果で

ある．この図を見ると，Mesh-01 の解析結果は理論解と

よく一致しているが，排水方向にメッシュを粗くした

Mesh-02の場合には，理論解と一致していない．図-7は，

Mesh-02 に対して x 方向の透水係数を y 方向の 2 倍およ

び 5倍にした場合の解析結果である．一次元圧密である

ため，本来ならば x 方向の透水係数は計算に影響を与え

ないはずであるが，透水係数を大きくすると計算結果は

理論解と一致しなくなり，透水係数が5倍の場合には計

算が発散している． 
以上のような不具合は，節点上の水頭値の近似誤差に

原因がある．水頭の分布は非線形であり，Mesh-02 のよ

うに排水方向にメッシュが粗くなると当然この近似誤差

も大きくなる．さらに透水係数の異方性を考慮すると，

近似誤差が増長される傾向にある．このような問題を回

避するためには，節点の水頭値を未知数として計算する

Sandhu流を用いるか，あるいは節点上の水頭値を必要と

しない手法を用いる必要がある． 
なお，図-2に示した直交する特殊なメッシュを適用す

れば，式(17)に示したように節点上の水頭値は必要では

なくなる．つまり，FVMを用いたプログラムが確実に適

用できる範囲は，従来の赤井･田村と同じく直交する特殊

なメッシュのみであり，一般的なメッシュに適用する場

合には，その分割方法への依存性に問題が残る． 

3．HPMを用いた土/水連成解析手法 

 
3.1 HPMを用いた水頭の空間離散化 

赤井･田村による水頭の空間離散化式を一般的なメッ

シュへ拡張した場合，節点における水頭値の近似誤差に

起因するメッシュ分割方法への依存性が生じた．この問

題を回避するために，竹内ら 6) によって提案されたハイ
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ブリッド型ペナルティ法（HPM）を連続式の空間離散化

に導入する．この HPM は，連続式に対してハイブリッ

ド型の変分原理 7) の考え方を導入し，さらに要素境界に

おける付帯条件式のLagrangeの未定乗数λに，ペナルテ

ィによる近似を導入する手法である．この手法では，要

素毎に独立な水頭値と，要素内で一定の動水勾配の線形

場を仮定する．このため，要素境界上の動水勾配を評価

する上で，節点における水頭値は不要となる． 

図-8 に示すように，隣接する要素 a，b における境界

面 abS 上の水頭値を aĥ ， bĥ とする．ここで，ハイブリッ

ド型の変分原理に基づき，境界面 abS の付帯条件である

ba hh ˆˆ = を，境界面 abS 上で共通なLagrangeの未定乗数λ
を用いて， 

( )∫ −=
abS

ba
ab dShhH ˆˆλδ        (20) 

と置くことで連続性を緩和する．この式(20)における

Lagrange の未定乗数λ  は，境界面上の流量を意味する

ことから， ペナルティP と境界面 abS における相対的な

水頭差 abφ を用いて以下のように表すことができる． 

( ) ab
ba PhhP φλ ⋅=−⋅= ˆˆ        (21) 

なお，ペナルティの値は任意であるが，ここでは竹内ら

と同様に透水係数k の 108 倍の値を用いることにする．

領域V において，隣接する要素境界の数がN 個であると

仮定すれば，式(1)に示した連続式の弱形式より， 

{
( ) ( ) }

{ } 0

k

=⋅⋅+

⋅−

−⋅

∑ ∫

∫

∑ ∫∫

=

=
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e
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1

1

            

            

φφδ

δ

δδε&

    (22) 

というハイブリッド型の残差方程式が得られる． 
一方，要素内では一定の動水勾配による線形場を仮定

している．式(22)における要素内の水頭h は，要素重心

で代表される水頭値 Gh と動水勾配 xi ， yi を用いて， 

( ) ( ) yGxGG iyyixxhh ⋅−+⋅−+=     (23) 

と表される．この水頭hは要素毎に独立に設定されるこ

とから，  
me

hh HN=           (24) 

と置け，任意の重み関数 hδ についても同様に表せるも

のとする（Galerkin法）．式(24)における各マトリクスは， 

( ) ( )⎣ ⎦GGh yyxx −−= 1N        

⎣ ⎦T
yxG

me iih=H       (25) 

である． meH は要素毎における自由度のベクトルである

が，要素重心における水頭値のほかに動水勾配も直接自

由度として取り扱うことが本手法の特徴である．なお，

要素内の動水勾配は式(24)より， 

( ) me
hhgrad HB=         (26) 

と表される．式(21)における境界面 abS の相対的な水頭差

abφ については，境界毎の自由度mab を持つベクトル

mabH を用いて次のように置く． 
mab

habb
me

ha
me

hab HNHNHN =−= ||φ   (27) 

これらの式を用いて，式(22)に示した残差方程式を整理

すると， 

{
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となる．ここで，領域全体の自由度m を持つベクトルを
mH とし，各要素のベクトル meH および各要素境界のベ

クトル mabH を，式(3)と同様に定数マトリクス heA およ

び heM を用いて以下のように置く． 

m
he

me HAH =  ， m
he

mab HMH =      
m

he
me HAH δδ =  ， m

he
mab HMH δδ =   (29) 

式(29)を式(28)に代入し，重み関数 mHδ の任意性を考慮

すれば，最終的に以下のような連続式の空間離散化方程

式が得られる． 

( ) QHKKuK && =−− m
whsh

n
v γ      (30) 

式(5)に示した連続式の空間離散化式と比較すると， hsK
マトリクスの項が増えている． hsK マトリクスは式(28)
より， 

∑ ∫
=

=
N

ab
heS hab

T
hab

T
hehs

ab

dSP
1

 MNNMK   (31) 

である．式(30)中のその他のマトリクスについては，式(6)
に示したものと同じである． 
 
3.2 HPMを用いた土/水連成問題の全体剛性方程式 

 図-1 に示した土/水連成の境界値問題を解くためには，

離散化された連続式のほかに，離散化された釣り合い式

 

y

x

要素 a 

aĥ
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が必要である．釣り合い式の空間離散化式には，従来通

り以下の式 3) を用いる． 

FHKuK &&& =+ m
w

T
v

n γ         (32) 

式中の各マトリックスは次の通りである． 
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e dS

1 σ

tNAF &&          (33) 

この釣り合い式の空間離散化式と，式(30)に示した連続

式の空間離散化式に対して， tt = （既知）から ttt Δ+=
（未知）の間で線形近似（時間離散化）する．  
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この式(34)を，式(30)および式(32)に代入し整理すると，  
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という土/水連成の全体剛性方程式が得られる．この全

体剛性方程式を土/水連成有限要素解析プログラム

DACSAR に導入することで，プログラムの改良を行っ

た．なお，初期の動水勾配をゼロとし，後退差分（ 1=θ ）

を用いれば，赤井･田村の空間離散化手法を用いた従来

の DACSAR と同じ初期条件・境界条件で，式(35)に示

した剛性方程式を解くことができるため，従来の

DACSARの入力データをそのまま使用できる． 

 
3.3 HPMを適用したプログラムの検証 

HPMを適用したプログラムの検証として，一次元圧密

シミュレーションを実施した．なお，FVMを用いたプロ

グラムと比較するため，図-5に示したシミュレーション 

と同じ条件としている． 
図-9は，メッシュ分割を変えた場合の解析結果である．

FVMを用いたプログラムでは，解析結果が排水方向のメ

ッシュ分割に依存し理論解と一致していなかったが，

HPMを適用したプログラムを用いた場合，解析結果が理

論解と一致している．図-10 は，図-5 に示した Mesh-02
に対してx方向の透水係数をy方向の5倍，10倍にした

場合の解析結果である．FVMを用いたプログラムでは，

x方向の透水係数が5倍になると計算が発散していたが，

HPMを適用したプログラムでは，透水係数が10倍の場

合でも理論解と一致しており，x 方向の透水係数の影響

を受けていないことがわかる．以上のように，水頭の空

間離散化に対して HPMを適用することにより，メッシ

ュ分割方法に依存する問題は解消された． 
 
4．水平排水材が敷設された実現場のFEM再現解析 

 
4.1 解析条件 

 過去に実施した実現場のFEM解析に対して，HPMを

適用したプログラムを用いた解析を再度実施することで，

本プログラムの有効性を検証する． 
ここで取り上げる現場は，能登空港用地造成工事 8)，9) 

であり，工事に先駆けて実施された盛土高さ約35mの大

型試験盛土を解析対象とした．盛土材として高含水比の

粘性土が用いられることから，盛土内には圧密促進のた

めの人工水平排水材が敷設されている．図-11にFEM解

析に用いたメッシュ図を示す．メッシュ図を見ると，基

盤や人工排水材敷設の影響により，三角形要素を含んだ

複雑なメッシュ形状をしている．従来のプログラムを用

いた場合には，メッシュ分割方法への依存性が問題とな

ることが予想される事例である．また人工排水材の効果

は，千鳥配置，ドレーンレジスタンス，上載圧によるつ

ぶれの影響を考慮し，盛土水平方向に等価透水係数を与

えることで表現していることから，透水係数の異方性に

より誤差が増幅されることも考えられる．過去に実施し

た FEM 解析では，このような問題を避けるため，水頭

を節点で代表させる Sandhu 流を組み込んだプログラム

が用いられている． 
表-1は，FEM解析に用いた盛土材の材料パラメータで

ある．過去に実施した FEM 解析では，粘性土で構成さ
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れる盛土材に対して関口･太田モデル 10) が用いられてい

たが，ここでは関口･太田モデルの特異点 11) の影響を排

除するために，修正 Cam-Clay モデルを用いた．また，

締固めた盛土材が過圧密状態であることから，圧密沈下

をより忠実に再現するため修正 Cam-Clay モデルに下負

荷面 12) を考慮しいている． 
 
4.2 解析結果の比較 

 図-12は，盛土完了直後の過剰間隙水圧分布図である．

節点に水頭値を代表させる Sandhu 流を組み込んだプロ

グラムと，HPMを適用したプログラムを用いた解析結果

を比較すると，HPMによる解析結果の方が平均的な分布

図となっているが，これは内挿関数に起因する離散点の

違いによるものと考えられ，過剰間隙水圧の分布傾向は

ほぼ等しいといえる．なお，FVMを用いたプログラムで

解析を実施した場合，メッシュ分割方法への依存性によ

り過剰間隙水圧が局所的に集中し，図-13 に示す変形図

のように計算が途中で発散している． 
図-14 は，代表的な位置における動態観測による実測

値と FEM 解析結果を，(a)盛土法面小段の変位量，(b)盛
土内の沈下量，(c)過剰間隙水圧について比較したもので

ある．Sandhu流による解析結果とHPMによる解析結果

を比較すると，離散点の違いによる差が若干見られるが，

どちらの解析結果も動態観測による実測値を十分に再現

できており，計算精度に大きな違いは見られない． 
 
5．おわりに 

 
本論文では，土/水連成有限要素解析プログラム

DACSAR で用いられている Christian 流の代表である赤

井･田村による水頭の空間離散化式に対して，有限体積法

（FVM）の考え方を用いた一般的なメッシュへ拡張方法

を示した．しかし FVM を用いた場合には，節点におけ

る水頭値を近似によって求める必要があるため，これま

で指摘されていたメッシュ分割方法への依存性の問題を

完全に解決することができない．これは，一次元圧密シ

ミュレーション結果からも明らかである．そこで，水頭

の空間離散化に竹内らが提案したハイブリッド型ペナル
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ティ法（HPM）を適用することで，節点の水頭値を必要

としない土/水連成有限要素解析手法を示した．この

HPMを用いた一次元圧密シミュレーションでは，メッシ

ュ分割方法や透水係数の異方性に関わらず理論解と一致

する結果が得られ，メッシュ分割方法への依存性を回避

できている．また，人工水平排水材を敷設した大型試験

盛土の FEM 再現解析では，メッシュ分割方法への依存

性から計算が発散する従来の問題点を，HPMを用いるこ

とによって解決できることがわかった．また，節点に水

頭値を代表させる Sandhu 流と比較しても十分な計算精

度を有しており，HPMを適用したプログラムの有効性が

確認できた．  
今回検討の対象とした土/水連成有限要素解析プログ

ラムDACSAR に限らず，地盤における土/水連成有限要

素解析プログラムでは，Christian 流を用いた水頭の空間

離散化手法が，現在でも広く用いられている．これらの

プログラムでも，本論文で示したようなメッシュ分割方

法への依存性の問題を抱えている可能性がある．近年の

コンピュータの急速な発展により，より複雑なメッシュ

や境界条件を用いた解析事例が増えてきており，問題が

より顕著に現れることが予想されるため，解析を実施す

る際には注意が必要である． 
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図-14 FEM解析結果と実測値の比較 (a) 盛土法面小段の変位量，(b) 盛土内沈下量，(c) 過剰間隙水圧 
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