
応用力学論文集 Vol. 12 (2009年 8 月) 土木学会

低次群中性子拡散方程式の時間領域境界要素法

Time-Domain Boundary Element Method for Neutron Diffusion Equation

山口潤∗・福井卓雄∗∗

Jun YAMAGUCHI and Takuo FUKUI

∗学生会員　工修　福井大学大学院　工学研究科（〒 910-8507 福井県福井市文京 3-9-1）
∗∗正会員　工博　福井大学大学院教授　工学研究科（〒 910-8507 福井県福井市文京 3-9-1）

This paper is concerned with the formulation of the time-domain operational quadrature bound-

ary element method (TOQBEM) for the multi-group neutron diffusion problems. TOQBEM

requires the Laplace transform of the fundamental solutions of the system of diffusion equa-

tions. The derivation of the fundamental solutions by Hörmander’s method is shown, and the

fundamental solution is expressed as a linear combination of the fundamental solutions of simple

diffusion equations, say (∇2 − κ2)ϕ = 0 with complex parameters κ. Numerical computation

of 3-group and 4-group problems are performed and the result is compared with the numerical

result of other numerical method to assure the validity of this method.
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1. はじめに

近年、先進諸国のエネルギー利用の増加および後発
国の急激な経済成長によるエネルギー需要の増大に伴っ
て、石油をはじめとする化石燃料資源の枯渇が問題と
なってきている。それと同時に、これまでの化石燃料
の多用によって生じたCO2などの温室効果ガスの大気
中への大量放出により、地球の温暖化が問題になる程
度にまで進行していることがわかってきた。これらの
資源問題および環境問題の解決策の一つとして、原子
力エネルギーの活用が大きく見直され、先進諸国にお
けるこれまでの原子力政策の見直し、中国・インドな
どの急激な経済成長をしている国における原子力開発
の急展開などが進んでいる。日本においても、今後の
発電エネルギーの 30～40%を原子力によるものとする
という政府方針が決定されている。

原子力利用を拡げる上で、現在もっとも大きな問題
となっているのは、使用済燃料や原子炉の解体に伴っ
て生じる核廃棄物の処理である。高レベルの核廃棄物
は地下に埋設することになるが、埋設廃棄物の周辺環
境への影響、あるいは原子炉解体作業におけるクリア
ランスレベルの評価など、土木工学においても重要な
課題となっている。本研究の目的は、このような物質
の放射化に関する基本的な知見を得るための手段の一
つとして、中性子あるいは光子 (γ 線)の挙動を解析す
るための方法を開発することにある。

本論文では、多群中性子拡散問題の時間領域境界要素

法を Lubichの演算子積分法を適用して定式化する。と
くに、基本解を求めることが困難なこの種の問題におい
て、演算子積分法の適用によって必要となる、Laplace
変換域における基本解の具体的な導出法を提案する。
筆者らは、これまでに中性子拡散問題の解析手法の

一つとして、時間領域境界要素法の開発を進めてきて
おり、すでに、1群および 2群の問題についての成果を
報告してきた1)。これまでの研究においては、Lubich
の演算子積分法2)を用いて境界要素法を定式化するこ
とにより、直接に拡散方程式の基本解を求めずに、その
Laplace変換解を用いて境界要素法を構成してきた。本
研究では、この手法を多群中性子拡散問題に拡張する。
多群拡散問題における課題は、問題が多元連立偏

微分方程式に支配されるので、どのようにしてその
Laplace変換域における解を決定するかである。ここで
は、Laplace変換域における連立拡散方程式の基本解を
Hörmanderの方法を用いて導出する。導出の過程を具
体的に示し、最終的な基本解が単純な拡散問題の基本
解の線形結合として表現できることを明らかにした。
本論文においては、第 2節で中性子拡散問題につい

て概説し、第 3節で群中性子拡散問題の時間領域境界
要素法を定式化する。第 4節においては、具体的な計
算を進めるために必要な基本解の導出法について述べ
る。第 5節において、3群および 4群拡散問題におけ
る数値解析例を挙げ、簡単な問題における差分解と比
較して、本手法の妥当性を確認する。
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2. 中性子拡散問題

2.1 中性子輸送問題

ここでは、中性子や光子 (γ 線)などの中性粒子の輸
送問題について概観し、ある条件のもとでは輸送問題
を拡散問題として取り扱えることについて述べる。以
下では、中性子の輸送問題について記述するが、光子
の場合もほぼ同様の取り扱いができる。
中性子の挙動は、時刻 tに空間内の位置xにあり、速

度 v を持つ中性子の単位体積当たりの個数 N(x, v, t)
により表わされる。一般には、中性子速度 vの代わり
に、中性子の運動エネルギー Eと運動方向を表す単位
方向ベクトル Ω = v/v (v = |v|)を変数とする中性子
角密度N(x, E,Ω, t)を用いることが多い。また、以下
では中性子角密度の代わりに角度中性子束 ψ = vN で
式を表記する。中性子の移動は、次の微分型輸送方程
式 (Boltzmann方程式)で表わされる3)。

1
v

∂ψ(r, E,Ω, t)
∂t

+ Ω · ∇ψ(r, E,Ω, t)

+Σt(r, E)ψ(r, E,Ω, t)

=
∫

dv′Σt(r, E′)f(r; E′,Ω′ → E,Ω)ψ(r, E′,Ω′, t)

+s(r, E,Ω, t) (1)

ここに、Σtは全断面積、f(r; E′,Ω′ → E,Ω)は全断面
積に対する遷移率、s(r, E,Ω, t)は中性子源である。左
辺第 1項は単位時間あたりの中性子角密度の変化、第
2項は移流項、第 3項は吸収と散乱による項である。ま
た、右辺第 1項は異なるエネルギーおよび運動方向の
中性子角密度からの遷移分を表す。速さ v′についての
積分は全エネルギー E′および全方向角Ω′について積
分するものと解釈する。(1)を正確に解くことは極めて
難しく、現在は、モンテカルロ法を用いた粒子シミュ
レーションが広く用いられている。
各中性子束 ψを全方向にわたって積分した量

ϕ(x, E, t) =
∫ 4π

0

ψ(x, E,Ω, t)dΩ (2)

を導入し、単に中性子束と呼ぶことにする。輸送方程
式 (1)を全方向について積分し、拡散に対する近似を導
入すれば、中性子束 ϕに関する拡散方程式が得られる。

1
v

∂ϕ

∂t
(x, E, t) = ∇(D∇ϕ(x, E, t))

+
∫ ∞

0

Σs(E′ → E)ϕ(x, E′, t)dE′

+χ(E)
∫ ∞

0

ν(E′)Σf (E′)ϕ(x, E′, t)dE′

−Σt(E)ϕ(x, E, t) + s(x, E, t) (3)

ここに、Dは中性子の拡散係数、χは核分裂スペクト
ルである。Σt、Σs、Σf は巨視的全断面積、巨視的散
乱断面積、巨視的核分裂断面積である。また、ν は核
分裂あたりの平均中性子放出数である。また、この式

では、(1)の遷移項を散乱と核分裂の項に分解して表し
ている。

2.2 群中性子拡散問題

中性子拡散方程式 (3)は、中性子の運動エネルギー
0 < E < ∞について成立する。断面積Σはエネルギー
E の関数となるので、問題の対象とするエネルギー帯
を分割して群にわけ、物理量の群平均を使ってこれを
解析することとする。

N 群中性子拡散方程式について考える。i群の中性
子束を ϕi とするとき、i群の群拡散方程式は(

δij∇2 − Aij + Bij

)
ϕj + si =

1
Cij

∂ϕj

∂t
(4)

のように表現することができる4),5)。ただし、群は中性
子エネルギーの大きい方から番号付けされている。以下
では、添字については総和規約を適用するものとする。
すなわち、繰り返される添字については j = 1, · · · , N
の和を取る。それぞれの定数の物理的な意味は、次の通
りである。siは中性子源の i群への寄与分である。Aij

は対角行列であり、その対角項は

Aii = Ai =
1
Di

Σai +
N∑

j=i+1

Σi→j

 (5)

により与えられる。ここに、Σai は i群の巨視的吸収
断面積、Σi→j は i群から j群への巨視的群遷移散乱断
面積である。ここでは、中性子が散乱されるとエネル
ギーを失うと仮定しているので、Σi→j = 0 (i ≥ j)で
ある。Diは群拡散係数である。Bij は群間の相互作用
に関する係数で

Bij =
1
Di

(
Σj→i + χiνΣj

f

)
(6)

により与えられる。ここに、Σi
f は i群の群平均巨視的

核分裂断面積、χi は i群にエネルギーを持って発生す
る核分裂中性子の平均個数である。Cij も対角行列で
あり、その対角項は

Cii = Ci = viDi (7)

で与えられる。ここに、vi は i群の中性子の速度であ
る。また、上の定数定義式 (5)、(6)、(7)においては総
和規約は適用しないものとする。

初期条件および境界条件は

ϕi(x, 0) = ϕ0
i (x) x ∈ B (8)

ϕi(x, t) = ϕ̂0
i (x, t) x ∈ ∂B1 (9)

∂ϕi

∂n
(x, y) = Ĵi(x) x ∈ ∂B2 (10)

となる。ここに、B および ∂B は与えられた領域およ
びその境界であり、ϕ0

i は領域で与えられた初期の群中
性子束、ϕ̂0

i および Ji はそれぞれ境界上で与えられた
群中性子束および群中性子流密度である。
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3. 時間領域境界要素法

3.1 境界積分方程式

N 元連立偏微分方程式 (4)の初期値境界値問題の解
ϕiは、もし、方程式 (4)の基本解Gij(x, y, t)の存在を
仮定することができれば、一般化 Green公式

C(x)ϕi(x, t) =
∫

B

Gij(x, y, ·) ∗ sj(y, t)dVy

+
∫

B

Gij(x, y, t)ϕj(y, 0)dVy

+
∫

∂B

Gij(x,y, ·) ∗ ∂ϕj(y, t)
∂n

dSy

−
∫

∂B

Sij(x, y, ·) ∗ ϕj(y, t)dSy (11)

により表すことができる。ここに、f ∗ gは繰り込み積
である。C(x)は自由項であり、xが領域内部にあると
き 1、滑らかな境界上にあるとき 1/2、境界外部にある
とき 0の値をとる。また、添字 yは yについての積分
であることを示す。Sij(x,y, t)は二重層核であり、基
本解により

Sij(x, y, t) =
∂Gij(y, x, t)

∂ny
(12)

で与えられる。(11)において、右辺第 1項は中性子源
による項、第 2項は初期値による項、第 3項は境界値
∂ϕi/∂nによる項、第 4項は境界値 ϕiによる項である。

(11)は xが境界上にあるとき、未知の境界値に関す
る境界積分方程式である。

3.2 演算子積分法の適用

境界積分方程式 (11)は、基本解Gij が閉じた形で得
られれば適切な離散化により近似的に解くことができ
る。しかしながら、方程式 (4)の基本解を閉じた形で
得ることは通常は困難である。そこで、基本解決定の
問題と時間域における積分方程式 (11)の近似とを同時
に解決する手段として、Lubichによる演算子積分法2)

を積分方程式 (11)に適用する。
Lubichは、繰り込み積

f ∗ g(t) =
∫ t

0

f(t − s)g(s)ds (t ≥ 0) (13)

の離散近似

f ∗ g(t) ≃
N∑

j=0

ωj(∆t)g(t − j∆t) (14)

の重み ωn を、関数 f の Laplace変換 F を用いて

ωn =
ρ−n

L

L−1∑
l=0

F

(
δ(ζl)
∆t

)
e−2πi(nl/L) (15)

によって与える方法を提案した。この離散化は、(13)
を F の逆変換を用いて表現し、そこに現れる微分方程
式の解を差分解（線形多段階法の解）として近似表現す
ることによって導入される。上式の δ(ζl) =

∑∞
j=0 δjζ

j

は差分法（線形多段階法）における生成多項式の商で
ある。また、複素数 ζl は半径 ρ < 1の円周上の点で、
ζl = ρe2πi(l/L)である。ρは要求される精度により決定
される。
重みに関する近似表現 (15)を用いると、境界積分方

程式 (11)に現れる繰り込み積の近似表現は

Gij(x, y, ·) ∗ fj(y, t)

≃
n∑

k=1

Gω
ij(x, y, (n − k)∆t)fj(y, k∆t) (16)

Sij(x, y, ·) ∗ ϕj(y, t)

≃
n∑

k=1

Sω
ij(x,y, (n − k)∆t)ϕj(y, k∆t) (17)

と書くことができる。上式における重みGω
ij(x, y,m∆t)

および Sω
ij(x, y,m∆t) (m = 0, · · · , L − 1)は、(15)を

用いて

Gω
ij(x, y,m∆t)

=
ρ−m

L

L−1∑
l=0

Ĝij

(
x, y,

δ(ζl)
∆t

)
e−2πi(ml/L) (18)

Sω
ij(x, y,m∆t)

=
ρ−m

L

L−1∑
l=0

Ŝij

(
x, y,

δ(ζl)
∆t

)
e−2πi(ml/L) (19)

となる。ここに、Ĝij および Ŝij は基本解および二重層
核の Laplace変換である。
以上によって、基本解の Laplace変換 Ĝij を用いる

ことによって、基本解Gij そのものを用いることなく、
境界積分方程式 (11)を時間域において離散化すること
ができた。

3.3 時間領域境界要素法

境界および領域を要素に分割し、境界関数および領
域関数について近似を導入すると境界要素法を構成す
ることができる。
離散化後の境界積分方程式 (11)は

C(x)ϕi(x, n∆t) ≃
MB∑
J

n∑
k=1

Ān−k
ij,J (x)sj,J(k∆t)

+
MB∑
J

Ān
ij,J(x)ϕj,J(0) +

M∑
J

n∑
k=1

An−k
ij,J (x)Jj,J(k∆t)

−
M∑
J

n∑
K−1

Bn−k
ij,J (x)ϕj,J(k∆t) (20)

となる。ここに、M、MB はそれぞれ、境界の要素分
割数および領域内の要素分割数である。ここで、一定
要素を用い、境界要素および領域関数についての近似
関数を

βi =

{
1 x ∈ Ei

0 other
, β̄i(x) =

{
1 x ∈ Ēi

0 other
(21)
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とする。ここに、Ei、Ēi はそれぞれ、i 番目の境
界要素および領域要素である。このとき、影響関数
Am

ij,J(x), Bm
ij,J(x)および Ām

ij,J(x)は

Am
ij,J (x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

[∫
EJ

Ĝij

(
x,y,

δ(ζl)

∆t

)
dSy

]
e−2πi(ml/L)

Bm
ij,J (x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

[∫
EJ

Ŝij

(
x,y,

δ(ζl)

∆t

)
dSy

]
e−2πi(ml/L)

Ām
ij,J (x) =

ρ−m

L

L−1∑
l=0

[∫
ĒJ

Ĝij

(
x,y,

δ(ζl)

∆t

)
dVy

]
e−2πi(ml/L)

となる。

4. 多群拡散方程式の基本解

前節で述べたように、境界積分方程式 (11)は、基本
解Gij を求めなくても、基本解の Laplae変換 Ĝij を求
めることができれば、適切に離散化して近似的に解く
ことができる。ここでは、基本解の Laplace変換を求
める方法について述べる。

4.1 Laplace像空間における群拡散方程式

群拡散方程式 (4)の基本解の Laplace変換を、(4)の
Laplace変換の基本解として求める。
群拡散方程式 (4)の Laplace変換は

Lij ϕ̂j =
[
δij∇2 −

(
Aij +

p

Cij

)
+ Bij

]
ϕ̂j

=
(
δij∇2 − Āij + Bij

)
ϕ̂j = 0 (22)

と書くことができる。ここに、pは Laplace変換のパラ
メータである。また、中性子源の項は省略した。係数行
列 Āij = Aij + p/Cij は、対角行列であるが、Laplace
変換パラメータ pを含んでいるため複素行列となる。

4.2 Laplace像空間における基本解

(1) 基本解の誘導手順

時間項を含まない方程式 (22)の基本解は

LijĜjk(x) = −δikδ(x) (23)

の解として与えられる。Ĝij は Hörmander の方法に
よって求めることができる。すなわち、作用素 Lij の
行列式を U とし、余因子行列をN ij とすれば、作用
素 U の基本解

UĜ(x) = −δ(x) (24)

に対して、基本解 Ĝij は

Ĝij(x) = N jiĜ(x) (25)

により求めることができる。

基本解 Ĝij を求める手順を具体的に示そう。作用素
U は Lij = δij∇2 − Āij + Bij の行列式であるから、

係数行列 Āij − Bij の固有値を κ2
i (i = 1, · · · , N)とす

ると

U =
(
∇2 − κ2

1

) (
∇2 − κ2

2

)
· · ·

(
∇2 − κ2

N

)
(26)

と表わすことができる。すなわち、U の基本解は (24)
により、作用素∇2 − κ2

i の基本解 gi(x) (i = 1, · · · , N)
により構成される。
一方、(23)は

LijĜjk(x) = LijNkjĜ(x) = −δikδ(x) (27)

と書くことができるから、これを (24)と比較すれば、
作用素間の関係として

LijNkj = δikU (28)

が得られる。(23), (26), (28) の Fourier 変換をとっ
て考えれば、基本解 Ĝij の Fourier 変換は作用素 Lij

の Fourier 変換の逆であるから、形式的に N ji/U の
Fourier変換に等しい。作用素N ji の各成分は ∇2 の
高々N − 1次の作用素であるから、N ji/U の Fourier
変換は部分分数分解することができて、作用素∇2−κ2

i

(i = 1, · · · , N)の Fourier変換の線形結合として表すこ
とができる。すなわち、基本解 Ĝij は、作用素∇2−κ2

i

の基本解 gi を用いて

Ĝij(x) = M
(1)
ij g1(x) + M

(2)
ij g2(x) + · · · + M

(N)
ij gN (x)

(29)

と表わすことができる。
作用素∇2 − κ2 の基本解(

∇2 − κ2
)
g(x) = −δ(x) (30)

については良く知られており

g(x) =
1
2π

K0(κ|x|) (2次元),
1
4π

e−κ|x|

|x|
(3次元)

(31)

である。ここに、K0は第 2種変形 Bessel関数である。

(2) 4群拡散問題における基本解の例

少し冗長にはなるが、4群拡散問題における具体例を
挙げて、上の誘導法の確認をしておこう。まず、Laplace
変換域における 4群拡散方程式を行列表現すると次の
ようになる。

 ∇2 − Ā1 B12 B13 B14

B21 ∇2 − Ā2 B23 B24

B31 B32 ∇2 − Ā3 B34

B41 B42 B43 ∇2 − Ā4




ϕ̂1

ϕ̂2

ϕ̂3

ϕ̂4


=

 0
0
0
0

 (32)

左辺の作用素行列の行列式は以下のようである。

U=∇8−
(
Ā1+Ā2+Ā3+Ā4

)
∇6

+
(
Ā1Ā2+Ā1Ā3+Ā1Ā4+Ā2Ā3+Ā2Ā4+Ā3Ā4

- 182 - - 183 -



−B12B21−B13B31−B14B41

−B23B32−B24B42−B34B43)∇4

+
(
−Ā1Ā2Ā3−Ā2Ā3Ā4−Ā3Ā4Ā1−Ā4Ā1Ā2

+Ā1B23B32+Ā2B34B43+ Ā3B41B14+Ā4B12B21

+Ā2B31B13+Ā3B42B24+ Ā4B13B31+Ā1B24B42

+Ā3B12B21+Ā4B23B32+ Ā1B34B43+Ā2B41B14

+B12B23B31+B23B34B42

+B34B41B13+B41B12B24

+B32B21B13+B43B32B24

+B14B43B31 + B21B14B42)∇2

+Ā1Ā2Ā3Ā4

−Ā1Ā2B34B43−Ā1Ā3B24B42−Ā1Ā4B23B32

−Ā2Ā3B14B41−Ā2Ā4B13B31−Ā3Ā4B12B21

−Ā1B23B34B42−Ā2B34B41B13

−Ā3B41B12B24−Ā4B12B23B31

−Ā1B43B32B24−Ā2B14B43B31

−Ā3B21B14B42−Ā4B32B21B13

−B12B23B34B41−B13B34B42B21−B14B42B23B31

−B21B14B43B32−B31B12B24B43−B41B13B32B24

+B12B21B34B43+B13B31B24B42+B14B41B23B32

=
(
∇2 − κ2

1

) (
∇2 − κ2

2

) (
∇2 − κ2

3

) (
∇2 − κ2

4

)
(33)

根 z1 = κ2
1、z2 = κ2

2、z3 = κ2
3、z4 = κ2

4 は複素係数
の 4次方程式として、数値的に求めることができる。
次に、余因子行列N ij を求めると、その一般形は

a∇6 + b∇4 + c∇2 + d (34)

となる。ここに、N ij の対角項について a = 1、非対
角項に対して a = 0である。ここで、形式的にN ij/U

と書いて、その部分分数分解

a∇6 + b∇4 + c∇2 + d

(∇2 − κ2
1) (∇2 − κ2

2) (∇2 − κ2
3) (∇2 − κ2

4)

=
A

∇2 − κ2
1

+
B

∇2 − κ2
2

+
C

∇2 − κ2
3

+
D

∇2 − κ2
4

(35)

を行おう。係数A、B、C、Dを決定する条件は連立方
程式

A + B + C + D = a (36)

−
(
κ2

2 + κ2
3 + κ2

4

)
A −

(
κ2

3 + κ2
4 + κ2

1

)
B

−
(
κ2

4 + κ2
1 + κ2

2

)
C −

(
κ2

1 + κ2
2 + κ2

3

)
D = b (37)(

κ2
2κ

2
3 + κ2

3κ
2
4 + κ2

4κ
2
2

)
A

+
(
κ2

1κ
2
3 + κ2

3κ
2
4 + κ2

4κ
2
1

)
B

+
(
κ2

1κ
2
2 + κ2

2κ
2
4 + κ2

4κ
2
1

)
C

+
(
κ2

1κ
2
2 + κ2

2κ
2
3 + κ2

3κ
2
1

)
D = c (38)

−κ2
2κ

2
3κ

2
4A − κ2

3κ
2
4κ

2
1B

−κ2
4κ

2
1κ

2
2C − κ2

1κ
2
2κ

2
3D = d (39)

となる。この方程式は次のように考えると簡単に解く
ことができる。(i, j, k, l)を (1, 2, 3, 4)の任意の組み合
わせと考える。(36)、(37)、(38)、(39)の 4式に、それ
ぞれ、κ6

i、κ4
i、κ2

i、1を乗じて加え合わせると、A、B、

C、Dの係数は

κ6
i −

(
κ2

j + κ2
k + κ2

l

)
κ4

i

+
(
κ2

jκ
2
k + κ2

kκ2
l + κ2

l κ
2
j

)
κ2

i − κ2
jκ

2
kκ2

l

=
(
κ2

i − κ2
j

) (
κ2

i − κ2
k

) (
κ2

i − κ2
l

)
(40)

となる。もし、i = j、i = k、i = l のいずれかの条
件を満足すると、この値は 0である。すなわち、(36)、
(37)、(38)、(39)に i = 1, · · · , 4の κ6

i、κ4
i、κ2

i、1を乗
じて加え合わせることにより、A、B、C、Dは決定で
きて

A =
aκ6

1 + bκ4
1 + cκ2

1 + d

(κ2
1 − κ2

2) (κ2
1 − κ2

3) (κ2
1 − κ2

4)

B =
aκ6

2 + bκ4
2 + cκ2

2 + d

(κ2
2 − κ2

3) (κ2
2 − κ2

4) (κ2
2 − κ2

1)

C =
aκ6

3 + bκ4
3 + cκ2

3 + d

(κ2
3 − κ2

4) (κ2
3 − κ2

1) (κ2
3 − κ2

2)

D =
aκ6

4 + bκ4
4 + cκ2

4 + d

(κ2
4 − κ2

1) (κ2
4 − κ2

2) (κ2
4 − κ2

3)
(41)

となる。
したがって、余因子N ijに対応する係数をAij、Bij、

Cij、Dij とすると、4群拡散問題の Laplace変換域の
基本解 Ĝij は

Ĝij(r) = Ajig(κ1r) + Bjig(κ2r)

+Cjig(κ3r) + Djig(κ4r) (42)

となる。

5. 数値解析例

本手法の妥当性を確認するために数値解析を行った。

5.1 手法の妥当性の確認

本手法による数値解が正解を近似するものであるこ
とを確認した。一般に、この種の問題の解析解を得る
ことは困難なため、代用として差分解を用いることと
した。ここでは、簡単な 1次元問題を 2次元解析する。
以下の解析では、係数等はすべて無次元化している。

∂n
∂φ__ =0

∂n
∂φ__ =0

∂n
∂φ__ =0

x2

x1

φ=0

(0, 0) (1, 0)

(1, 1)(0, 1)

図–1 解析領域

解析対象領域および境界条件を図–1に示す。領域は
1辺の長さが 1の正方形領域とし、図に示すように境
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界条件を与えた。ただし、群ごとの境界値を与えるこ
とは一般に困難であるので、すべての群において、境
界値を 0としている。解析は 3群拡散問題および 4群
拡散問題で行い、中性子源 s1 = 1を全領域で与えてい
る。初期値はすべての群において ϕi = 0である。解析
に用いた定数を、3群拡散問題については表–1に、4群
拡散問題については表–2に示す。

表–1 3群拡散解析の材料定数

1 2 3

A 3.2 1.3 1.8
0.0 1.2 0.8

B 1.4 0.0 0.5
2.2 1.3 0.0

C 1.0 1.5 1.0

表–2 4群拡散解析の材料定数

1 2 3 4

A 3.2 1.3 1.0 0.5
0.0 1.2 0.5 0.3

B 1.4 0.0 0.3 0.2
1.2 0.5 0.0 0.1
1.0 0.8 0.2 0.0

C 1.0 1.5 1.0 1.0

境界の各辺は 10分割して要素とし、全部で 40要素
とした。時間増分は単位時間 T に対して、3群拡散問
題については ∆t = T/128、4群拡散問題については
∆t = T/256とした。解析期間は (0, 4T ]である。単位
時間は、拡散に関する係数Ciの最小値によって決定し
ている。

参照解は 1次元問題の解を以下に示す差分法により
求めた。3群拡散問題では (4)により、1次元拡散方程
式は(

∂2

∂x2
− A11

)
ϕ1 + B12ϕ2 + B13ϕ3 + s1 =

1
C11

∂ϕ1

∂t

B21ϕ1 +
(

∂2

∂x2
− A22

)
ϕ2 + B23ϕ3 + s2 =

1
C22

∂ϕ2

∂t

B31ϕ1 + B32ϕ2 +
(

∂2

∂x2
− A33

)
ϕ3 + s3 =

1
C33

∂ϕ3

∂t

(43)

となる。区間 (a, b) を M 分割し、その増分を ∆x と
し、時間増分を ∆tとする。格子点は xi = a + i∆x、
tj = j∆tとなる。時間に関する導関数を前進差分で表
現し、(43)の格子点 (i, j)における差分表現を ϕi,j+1

1 、
ϕi,j+1

2 、ϕi,j+1
3 について解けば

ϕi,j+1
1 = ϕi,j

1 + C11∆t
(ϕi−1,j

1 − 2ϕi,j
1 + ϕi+1,j

1

∆x2

−A11ϕ
i,j
1 + B12ϕ

i,j
2 + B13ϕ

i,j
3 + si,j

1

)

ϕi,j+1
2 = ϕi,j

2 + C22∆t
(ϕi−1,j

2 − 2ϕi,j
2 + ϕi+1,j

2

∆x2

−B21ϕ
i,j
1 + A22ϕ

i,j
2 + B23ϕ

i,j
3 + si,j

2

)
ϕi,j+1

3 = ϕi,j
3 + C33∆t

(ϕi−1,j
3 − 2ϕi,j

3 + ϕi+1,j
3

∆x2

−B31ϕ
i,j
1 + B32ϕ

i,j
2 + A33ϕ

i,j
3 + si,j

3

)
(44)

となり、これを j について逐次的に解いてくことで近
似解を得る。
ここでは、参照解として十分な精度を持った解を得

るために、離散条件は厳しくしている。区間 [0, 1]を
200分割し、時間増分は ∆t = T/160, 000である。多
群問題の場合には、安定解を得るための時間増分の条
件が厳しくなり、今回の条件では∆t ≤ T/80, 000程度
となるが、解析では相当小さめにとっている。

表–3 3群拡散解析における本手法の解析結果と参照解との
比較

時刻 t 1 2 4

BEM 0.23343 0.25093 0.25654
1群 FDM 0.24045 0.25767 0.26297

差 (%) 3.01 2.69 2.51
BEM 0.10694 0.11669 0.12604

2群 FDM 0.10713 0.11668 0.12556
差 (%) 0.48 0.01 0.38
BEM 0.11710 0.16393 0.17968

3群 FDM 0.11782 0.16404 0.17913
差 (%) 0.57 0.07 0.31

表–4 4群拡散解析における本手法の解析結果と参照解との
比較

時刻 t 1 2 4

BEM 0.23347 0.24563 0.24809
1 群 FDM 0.23718 0.24926 0.25160

差 (%) 1.59 1.48 1.41
BEM 0.084819 0.10833 0.11370

2 群 FDM 0.085123 0.10851 0.11330
差 (%) 0.36 0.17 0.00
BEM 0.088990 0.10758 0.11121

3 群 FDM 0.089259 0.10771 0.11115
差 (%) 0.30 0.12 0.05
BEM 0.094116 0.12126 0.12721

4 群 FDM 0.094401 0.12135 0.12698
差 (%) 0.30 0.07 0.18

数値解析結果を、3群拡散問題については表–3に、4
群拡散問題については表–4に示す。この結果は、点 (0,
0.5)における数値解を参照解と比較したものである。3
群拡散問題、4群拡散問題ともに、第 1群の値の差がや
や大きいものの、その他の群の差は 1%以内である。第
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1群の差は中性子源の存在によるものであるのか、本
手法によるものであるのかどうかは不明である。これ
らの結果より、本手法による解析精度が満足のいくも
のであることが確認できた。

5.2 一様中性子源をもつ正方形領域

応用例として、一様中性子源をもつ正方形領域の解
析を行った。図–2に示すように、境界条件を、一対の
隣り合う２辺が ∂ϕ/∂n = 0、他の辺で ϕ = 0として、
対称軸が x1, x2-軸と一致するような解析領域 2におい
て解析を行った。

∂n
∂φ__ =0

∂n
∂φ__ =0

x2

x1

φ=0

(0, 0) (1, 0)

(1, 1)(0, 1) φ=0

図–2 解析領域 2
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図–3 3 群拡散解析の x1-軸上の代表点における各群の中性
子束の時間変化
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図–4 3 群拡散解析の x1-軸上における各群の中性子束の分
布の変化

解析に用いた定数は先程の例と同様に、3群拡散問
題については表–1に、4群拡散問題については表–2に
示したものを用い、要素数、時間増分も同じ値を用い
ている。
図–3に 3群拡散問題の場合の x1-軸上の代表点にお

ける各群の中性子束の時間変化を示す。また、図–4に
3群拡散問題の場合の x1-軸上における各群の中性子束
の分布の変化を示す。中性子源を 1群においた解析を
行っているため、中性子束の増加は 1群から始まって
いるが、時間とともに 2、3群にも拡がって、定常状態
に近付く様子がわかる。
図–5に、4群拡散問題の場合の x1-軸上の代表点に

おける各群の中性子束の時間変化を示す。また、図–6
に 4群拡散問題の場合の x1-軸上における各群の中性
子束の分布の変化を示す。こちらも 3群拡散問題と同
様に、中性子源を 1群においた解析を行っているため、
中性子束の増加は 1群から始まっているが、時間とと
もに 2、3、4群にも拡がって、定常状態に近付く様子
がわかる。

6. おわりに

群中性子拡散方程式の時間領域境界要素法を演算子
積分法を用いて定式化した。とくに、時間領域におけ
る基本解を求めることが難しい群拡散方程式において、
演算子積分法を用いることにより、基本解のLaplace変
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図–5 4 群拡散解析の x1-軸上の代表点における各群の中性
子束の時間変化

換を用いて境界要素法が定式化できることを示し、具
体的に基本解の Laplace変換を導出する方法を提案し、
4群拡散問題において基本解の導出の課程を示した。さ
らに、3群および 4群拡散問題について数値解析を行
い、本手法が妥当であることを確認した。

多群中性子拡散解析問題においてはまだまだ課題が
多い。一つは、群の数が多くなったときの基本解の一
般的な導出法を開発することである。これについては、
現在研究が進行中であり、原理的には群の数に制約さ

1x
0 1

8

16

32

0.5

Group 1

512 (t = 4T)

φ

1x
0 0.5 1

32
16
8

512 (t = 4T)

Group 2
φ

1x1x
0 0.5 1

8
16
32

512 (t = 4T)

Group 3
φ

1x
0 0.5 1

8
16
32

512 (t = 4T)

Group 4
φ

図–6 4 群拡散解析の x1-軸上における各群の中性子束の分
布の変化

れない手法を開発中である。いま一つは、適切な時間増
分を決定するための条件を見つけ出すことである。こ
れまでの経験によれば、群の数が増えるほど時間増分
の制約が大きくなり、場合によっては数値解が発散す
ることが知られている。解析の安定のための条件が是
非必要である。
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