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An FMM (fast multipole method) for periodic boundary value problems of three dimensional

elastodynamics is investigated as an extension of studies on periodic FMMs in Helmholtz’ and

Maxwell’s equations. The efficiency and accuracy of the proposed method are confirmed through

a numerical test. The performance of the proposed method near Wood’s anomaly is also inves-

tigated.
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1. 序論

境界積分方程式法は偏微分方程式の有力な数値解法
の一つである。解析する領域の境界のみを離散化すれ
ばよいという著しい特徴を備える。また、放射条件を
自然に扱えるため、波動問題に適している1)。従来は、
偏微分方程式を離散化して得られる代数方程式の係数
行列が一般には密となるため、その求解にかかるコス
トが大きく、大規模問題には不向きであるとされてき
たが、種々の高速解法の発展によりこの問題も解決しつ
つある。特に高速多重極法2)3)4)は、従来の方法では要
素数 N に対して少なくとも O(N2)の計算量を要して
いた行列 ·ベクトル積の計算を O(N(log N)α)(α ≥ 0)
で計算することを可能にする手法であり、盛んに研究
されている。高速多重極法と組み合わせることにより、
境界積分方程式法は大規模問題の高速解法へと発展し
つつある。特に動弾性学においては、Fujiwara5)以来、
高速多重極境界積分方程式法の研究が進められている。
一方、近年、フォトニック結晶やメタマテリアルと

いった、周期構造に起因して特徴的な性質を示す新し
い材料に注目が集まっている。そのため主に光学や電
磁気学においては、波動周期境界値問題を扱った研究
が進められており、種々の興味深い現象が取り扱われて
いる。例えば光学では、Woodの anomalyと呼ばれる
現象が知られている。これは、周期的に配置された散乱
体に波を入射する際に、入射角や波長のわずかな変化
で場が劇的に変化する現象である。Woodの anomaly
には Rayleigh type の anomaly と resonance type の
anomaly の 2 種類があり、Rayleigh type の anomaly

は周期Green関数が発散することに由来するものであ
り、resonance typeの anomalyは境界値問題の非自明
解に由来するものである。Woodの anomaly周辺では、
数値計算の精度が悪化することが知られており、盛ん
に研究が行われている6)。
弾性波動においても、支配方程式の類似性から光学や

電磁気学等と同様の現象が起こると考えられるが、この
ような現象を扱った研究は多くはない。例えばMaslov
ら7)は、比較的波長の長い平面 P波を周期的な散乱体
の配置された面に対して垂直に入射した場合について、
Woodの anomalyを実験的に検出し、さらに解析的な
手法を用いたモデルを構築している。しかしながら、初
等的な手法を用いたモデルであるため、例えば斜め入
射の場合や、高周波な問題への適用は困難であると考
えられる。より複雑な問題の解析のためには、周期弾
性波動問題を効率的に解析できる数値解析手法の開発
が不可欠である。
このように、周期境界値問題の重要性がますます高ま

ってきている。そこで、著者らのグループは、Helmholtz
方程式8) やMaxwell方程式9)の周期波動問題の解析に
適した周期多重極法を近年開発し、2 次元周波数域動
弾性学へと拡張した10)。本研究では、これを 3次元周
波数域動弾性学へと拡張した。具体的には、3次元周
波数域動弾性学の周期多重極法を開発し、その精度の
検討を行った。また、先述の通り、数値計算の精度が
悪化すると予想されるWoodの anomalyを誘起する条
件近辺において、その精度ならびに代数方程式の反復
解法 (GMRES) の収束性についても検討を行った。
なお、本論文の基礎的な性格を考慮し、数値計算対
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象はもっとも基本的な周期境界値問題であって、解析
解が容易に得られる半無限領域への平面波入射問題に
限定した。

2. 非周期境界値問題の算法

本論文の主題である周期多重極法の定式化を行うた
めには、周期的でない問題に対する多重極法の諸式が
必要となる。したがって本節では、非周期問題の多重
極法について、必要最小限の定式化を記し、周期多重
極法の定式化の準備を行う。

2.1 周期的でない境界値問題
等方で均質な媒質に対する周波数域動弾性問題を考

える。例えば図–1のような、R3 内の空孔による入射
平面波 uIの散乱問題を想定する。物体力は作用しない
ものとする。このとき、解くべき境界値問題は次のよ
うである。

∂D1

∂D2

n

incident wave : u
I

D

図–1 周期的でない境界値問題の一例

µui,jj + (λ + µ)uj,ij + ρω2ui = 0 (1)

ui = u0
i on ∂D1 (2)

ti := Cijkluk,lnj = t0i on ∂D2 (3)

散乱場 ui − uI
i に対する無限遠での放射条件 (4)

ここに、ui は変位、(λ, µ)は Lamé定数であり、これ
を用いて弾性テンソル Cijklは次のように定義される。

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)

また、ρは密度、ωは周波数、nj は境界における外向
き単位法線ベクトル、u0

i , t
0
i はそれぞれ、∂D1, ∂D2上

で与えられた関数である。

2.2 境界積分方程式
境界積分方程式法では、支配方程式 (1) を等価な境

界積分方程式に変換し、これを適当な方法で離散化し
た代数方程式を解くことになる。
さて、式 (1)に対応する外部問題の境界積分方程式

は以下のとおりである。
1
2
ui(x) = uI

i(x) +
∫

∂D

Γij(x, y, ω)tj(y)dSy

− p.v.
∫

∂D

ΓIij(x, y, ω)uj(y)dSy (5)

ここに、uI
iは入射波、p.v.は主値、Γij , ΓIij は各々、3

次元周波数域動弾性学の放射条件 (式 (4))を満たす基
本解および二重層核であり、次式で表される。

Γij(x, y, ω) =
1
µ

[
GTδij +

1
k2
T

∂

∂xi

∂

∂xj
(GT − GL)

]
(6)

ΓIij(x, y, ω) =
∂

∂yl
Γik(x, y, ω)Cklmjnm(y)

(7)

GL, GT は Helmholtz方程式の基本解で、次式で表さ
れる。

GL =
eikL|x−y|

4π|x − y|
, GT =

eikT|x−y|

4π|x − y|
(8)

ここに、kL, kTは各々、縦波および横波の波数であり、
次式で表される。

kL = ω

√
ρ

λ + 2µ
, kT = ω

√
ρ

µ

なお、kL, kT に関して同様の関係が成り立つため、次
節以降では kL, kT を含む式について、

GL,T =
eikL,T|x−y|

4π|x − y|

などと書くことにする。

2.3 高速多重極法
高速多重極法は積分方程式に現れる積分を高速に計

算する手法である。積分方程式を離散化して得られる
代数方程式 Ax = b のソルバーに反復解法を用いるこ
とで、bを高速に計算するだけではなく、代数方程式
の求解 (Axの計算)にも高速多重極法を適用すること
ができる。本小節では、高速多重極法に必要な諸式を
示す。
周波数域波動問題の高速多重極法においては、基本

解の展開方法が 2種類存在し、各々、
• 級数展開型多重極法 (低周波数域に用いる)
• diagonal form (高周波数域に用いる)

と呼ばれる。以下、本研究で用いた級数展開型多重極
法について概説する。詳細はRokhlin2)3), Nishimura4)

等で解説されている。
動弾性学の高速多重極法は、Helmholtz方程式に対

するそれとほぼ同様にして定式化を行うことができる。
従って、定式化の準備として、3次元 Helmholtz方程
式の基本解 GL,T に関連する諸式を示す。Gegenbauer
の加法定理を用いると、3次元 Helmholtz方程式の基
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本解は次のように展開できる。

GL,T(x − y)

=
ikL,T

4π

∞∑
n=0

n∑
m=−n

(2n + 1)(−1)mI−m
n (

−→
Oy)Om

n (
−→
Ox)

ただし、|−→Ox| > |
−→
Oy|

また、関数 Im
n , Om

n は各々、3次元 Helmholtz方程式
の全平面で正則な解、原点において特異な解を表して
おり、次式で表される。

Im
n (

−→
Ox, kL,T) = jn(kL,T|

−→
Ox|)Y m

n

( −→
Ox

|
−→
Ox|

)

Om
n (

−→
Ox, kL,T) = h(1)

n (kL,T|
−→
Ox|)Y m

n

( −→
Ox

|
−→
Ox|

)

jnは n次の球ベッセル関数、h
(1)
n は n次の第一種球ハ

ンケル関数である。また、Y m
n は球面調和関数である。

本論文では、Y m
n の定義として次式を採用しているこ

とに注意されたい。

Y m
n (x̂) =

√
(n − m)!
(n + m)!

Pm
n (cos θ)eimφ

ここに、(r, θ, φ)は点 xの球座標、x̂ =
−→
Ox

r
である。ま

た、Pm
n はルジャンドル陪関数であり、次式で定義さ

れる。

Pm
n (x) = (1 − x2)m/2 dm

dxm
Pn(x) (m ≥ 0)

P−m
n (x) = (−1)m (n − m)!

(n + m)!
Pm

n (x) (m ≥ 0)

Pn はルジャンドル多項式である。

Im
n および Om

n は次のように展開できる。

Im
n (

−→
Ox) =

∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(2n′ + 1)Um,m′

n,n′ (
−−→
OO′)Im′

n′ (
−−→
O′x)

(9)

Om
n (

−→
Ox) =

∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(2n′ + 1)Tm,m′

n,n′ (
−−→
OO′)Im′

n′ (
−−→
O′x)

(10)

ただし、式 (10)においては |
−−→
OO′| > |

−−→
O′x|を仮定して

いる。ここに、

Em,m′,m′′

n,n′,n′′ =
in

′+n′′−n

4π
(−1)m′

(−1)m′′∫
|x̂|=1

Y m
n (x̂)Y −m′

n′ (x̂)Y −m′′

n′′ (x̂)dSx̂ (11)

Um,m′

n,n′ (
−→
Ox, kL,T) =

∞∑
n′′=0

n′′∑
m′′=−n′′

(2n′′ + 1)Em,m′,m′′

n,n′,n′′ Im′′

n′′ (
−→
Ox, kL,T)

(12)

Tm,m′

n,n′ (
−→
Ox, kL,T) =

∞∑
n′′=0

n′′∑
m′′=−n′′

(2n′′ + 1)Em,m′,m′′

n,n′,n′′ Om′′

n′′ (
−→
Ox, kL,T)

(13)

である。

以上で準備された諸式を用いて、次の積分 Vi(x)、す
なわち、式 (5)の積分の S ⊂ ∂D上での評価を行う。

Vi(x) =
∫

S

Γij(x, y, ω)tj(y)dSy

− p.v.
∫

S

ΓIij(x, y, ω)uj(y)dSy (14)

S は xから十分離れた ∂Dの部分であるとする。X を
xの近傍の点、Y を Sの近傍の点として、|−−→Y X| > |

−→
Xx|

及び |
−→
Y y| < |

−→
Y x|(y ∈ S) が成立するとき、次の局所展

開を得る。

Vi(x) =
i

4πµk2
T

∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(2n′ + 1)

×
{

∂

∂xi
Im′

n′ (
−→
Xx, kL)kLLL

n′,m′(X)

+eipr
∂

∂xp
Im′

n′ (
−→
Xx, kT)kTLT

r;n′,m′(X)
}

(15)

ここに、LL
n,m, LT

r;n,m は局所展開係数であり、次式で
表される (M2L公式)。

LL
n′,m′(X) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

(2n + 1)Tm,m′

n,n′ (
−−→
Y X, kL)ML

n,m(Y ) (16)

LT
r;n′,m′(X) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

(2n + 1)Tm,m′

n,n′ (
−−→
Y X, kT)MT

r;n,m(Y ) (17)

また、ML
n,m および MT

r;n,m は多重極モーメントであ
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り、次式で表される。

ML
n,m(Y )

=
∫

S

(−1)m

{
tj(y)

∂

∂yj
− uj(y)nk(y)(

λδjk
∂

∂yl

∂

∂yl
+ 2µ

∂

∂yj

∂

∂yk

)}
I−m
n (

−→
Y y, kL)dSy

(18)

MT
r;n,m(Y )

=
∫

S

(−1)m

{
tj(y)ejqr

∂

∂yq
− uj(y)nk(y)µ(

ekqr
∂

∂yj

∂

∂yq
+ ejqr

∂

∂yk

∂

∂yq

)}
I−m
n (

−→
Y y, kT)dSy

(19)

M2M公式および L2L公式は、多重極モーメント (式
(18),(19))、局所展開 (式 (15)) において Im

n を展開す
ることにより得られる。

ML
n,m(Y ) =

∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(2n′ + 1)Um′,m
n′,n (

−−→
Y ′Y , kL)ML

n′,m′(Y ′) (20)

MT
r;n,m(Y ) =

∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(2n′ + 1)Um′,m
n′,n (

−−→
Y ′Y , kT)MT

r;n′,m′(Y ′)

(21)

LL
n,m(X) =

∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(2n′ + 1)Um′,m
n′,n (

−−→
X ′X, kL)LL

n′,m′(X ′) (22)

LT
r;n,m(X) =

∞∑
n′=0

n′∑
m′=−n′

(2n′ + 1)Um′,m
n′,n (

−−→
X ′X, kT)LT

r;n′,m′(X ′)

(23)

ただし、公式 (15)-(23)における無限級数を p項で打
ちきったとすると、仮にUm,m′

n,n′ , Tm,m′

n,n′ をあらかじめ計
算して記憶したとしても、計算量は O(p4)となる。そ
こで本研究では回転変換を用いて Um,m′

n,n′ = Tm,m′

n,n′ =
0(m 6= m′)とし、計算量をO(p3)に抑えている。また、
Um,m

n,n′ , Tm,m
n,n′ は漸化式を用いることにより O(p3)の計

算量で計算している11)。

3. 周期境界値問題の算法

本節では前節で示した高速多重極境界積分方程式法
を周期多重極法へと拡張する方法について述べる。

x1

x2

x3

incident wave : u
I

図–2 3次元 2周期境界値問題の一例

x1

x2

x3

periodic B.C.

ζ

B.C.(∂D)

p

incident wave : u
I

図–3 境界条件

3.1 周期的な境界値問題
図–2 のように、R3 において円孔が周期的に並んで

いる領域や、表面形状が周期的な半無限領域等を考え
る。散乱体は x2, x3方向に周期的であるとする。なお、
本論文では等方周期問題を考え、x2, x3 方向の周期は
等しいものとする。x2 −x3平面に対し入射角 θで平面
波 uI を入射する。 3次元動弾性学の周期境界値問題
は、Navier-Cauchyの式を次の周期境界条件の下で解
くものである (図–3)。

ui(x1,
ζ

2
, x3) = eiβ2ui(x1,−

ζ

2
, x3) (24)

∂ui

∂x2
(x1,

ζ

2
, x3) = eiβ2

∂ui

∂x2
(x1,−

ζ

2
, x3) (25)

ui(x1, x2,
ζ

2
) = eiβ3ui(x1, x2,−

ζ

2
) (26)

∂ui

∂x3
(x1, x2,

ζ

2
) = eiβ3

∂ui

∂x3
(x1, x2,−

ζ

2
) (27)

ここに、β2, β3は位相差であり、入射波の縦波、横波に
応じて、

βi = kL,Tζpi

と書ける。ここに、ζは周期長、pは入射波の伝播方向
を表す単位ベクトルである。
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3.2 境界積分方程式
3次元動弾性学の周期境界値問題に対応する外部問

題の境界積分方程式は次のように書ける。
1
2
ui(x) = uI

i(x) +
∫

∂D

ΓP
ij(x, y, ω)tj(y)dSy

− p.v
∫

∂D

ΓP
Iij(x, y, ω)uj(y)dSy (28)

ここに、ΓP
ij は周期境界条件を満たす Green関数であ

り、動弾性学の基本解 (式 (6))を用いて次の格子和で
表される。

ΓP
ij(x − y) = lim

R→∞

∑
ω∈L(R)

Γij(x − y − ω)eiβ·ω (29)

ここに、Lは次式で表される格子点である。

L(R) = {(0, ω2, ω3)|ω2 = pζ, ω3 = qζ,

|p|, |q| ≤ R, p, q ∈ Z} (30)

3.3 周期多重極法
動弾性学の周期多重極法は、Helmholtz 方程式や

Maxwell方程式の場合と共通点が多く、Maxwell方程
式の周期多重極法については Otani and Nishimura9)

に詳しい。したがって本論文ではその概略のみを記す。
まず、周期Green関数の格子和表現式 (29)より、周

期境界値問題はユニットセルのレプリカ (レプリカセ
ル)が 3次元空間に無限に繰り返し配置されている問
題ととらえることができる (図–4)。

neighbouring replica cells unit cell

far replica cells

O

ω

CF

CN

図–4 レプリカセル

いま、図–4のように無限個のレプリカセルを、ユニッ
トセルの近傍にあるセル CN と遠方にある CF に分け
る。ここで、近傍とは、ユニットセルと少なくとも一辺
を共有することを言う。これに対応して、周期 Green
関数 (式 (29))を次式のように分解する。

ΓP
ij(x − y) = ΓPN

ij (x − y) + ΓPF
ij (x − y) (31)

ここに、

ΓPN
ij (x − y) =

∑
ω∈L′

Γij(x − y − ω)eiβ·ω

ΓPF
ij (x − y) =

∑
ω∈L′′

Γij(x − y − ω)eiβ·ω

である。ここにL′はセルCNの中心の集合であり、L′′ =
L\L′である。この様に定義した ΓPN

ij , ΓPF
ij を用いると、

式 (28)の右辺の積分の評価は次のようにできる。
• ΓPN

ij からの寄与
近傍レプリカセル CN の内部にもユニットセルと
同様のセル ·ツリー構造を導入することにより、通
常の多重極法とほぼ同様にして計算できる。

1. ユニットセル内部の各セルの interaction list
の定義を図–5 のように変更する。すなわち、
近傍レプリカセル内部のセルも含むことに
する。

2. ユニットセルにおいて、通常の upward pass
を最深 levelから level 0まで実行する。

3. 次に、ユニットセルにおいて、通常の down-
ward passを level 0 から最深 levelまで実行
する。　　　　

adjacent cells

interaction list

far cells

current cell x1

x2

x3

unit cell

replica cell

ordinary FMM periodic FMM

図–5 周期多重極法における interaction list

• ΓPF
ij からの寄与

level 0において、無限個の遠方レプリカセルから
の寄与を計算する公式 (periodised M2L公式)を用
いる。periodised M2L公式は次のように書ける。

LL
n,m(O) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

(2n + 1)TPm′,m
n′,n (kL)ML

n′,m′(O) (32)

LT
r;n,m(O) =

∞∑
n=0

n∑
m=−n

(2n + 1)TPm′,m
n′,n (kT)MT

r;n′,m′(O) (33)

ここに、ML
n′,m′(O), MT

r;n′,m′(O)は level 0のセル
の多重極モーメント、LL

n′,m′(O), LT
r;n′,m′(O)

は level 0 のセルの局所展開係数である。
TPm,m′

n,n′ (kL,T) は periodised M2L 公式の係数
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であり、

TPm,m′

n,n′ (kL,T) =
∑

ω∈L′′

Tm,m′

n,n′ (−ω, kL,T)eiβ·ω

と定義される。TPm,m′

n,n′ (kL,T)は、式 (34)を初期
値とする漸化式を用いて求めることができる。

TP0,m′

0,n′ (kL,T) = (−1)n′+m′

(∑
ω∈L′′

Om′

n′ (−ω, kL,T)

)
(34)

しかしながら、式 (34) の右辺に現れる格子和∑
ω∈L′ Om′

n′ (−ω, kL,T) は収束が非常に遅く、直接
的な方法で和を取ることは実用的でない。このた
め、Otani and Nishimura9)に従い、フーリエ解析
によって格子和の積分 ·級数表示を導くことによ
り、効率的に和の値を評価する。

4. 数値解析例

本節では、本研究で開発した 3次元動弾性学の周期
多重極法による計算例をいくつか示す。

4.1 誤差の定義
本研究で開発した解法の妥当性を検証する指標とし

て、誤差を次のように定義しておく。

ε =

√√√√∑N
i=1

∑3
j=1 |uref

j;i − uFMM
j;i |2∑N

i=1

∑3
j=1 |uref

j;i |2
(35)

ここに、i番目の要素における解析解の変位の第 j成分
を uref

j;i、本研究で開発した Periodic FMMでえられた
解の変位の第 j成分を uFMM

j;i とおいた。N は全要素数
である。

4.2 半無限弾性体の自由表面で反射される平面波
解析解の容易に得られる半無限弾性体 (x1 < 0)の自

由表面に平面波を入射する問題 (図–6)を扱う。解析解
と数値解の比較を行い、本手法が妥当な解を与えるこ
とを示す。なお、ここでは、面内の波動について考え
る。面内問題は本質的には 2次元問題であるが、本研
究ではこれを 3次元問題として取り扱う。この際、離
散化する境界は半無限境界のうち、1周期内に入る部
分である。

(1) 解析解について
形成される波動場 uは入射波 uIと反射 P波 uL、反

射 SV波 uT の和となる。

ui = uI
i + uL

i + uT
i (36)

incident wave

periodic B.C.

x2

x3

tj = 0 on S

1

x1

θ
L,T

scattered wave

θ
I

図–6 解析領域 (半無限弾性体)

uI、uL、uTは、振幅AIの SV波を入射した場合、次
のように書ける12)。

uI = AIdI exp(ikTx · pI)

uL = ALdL exp(ikLx · pL)

uT = ATdT exp(ikTx · pT)

ここに、dI,L,Tは運動の方向を表す単位ベクトル、pI,L,T

は波の進行方向を表す単位ベクトル、AL,Tは自由表面
において反射した平面波の振幅である。運動の方向を
表す単位ベクトル dI,L,T、波の進行方向を表す単位ベク
トル pI,L,T、平面波の振幅 AL,T は次のように書ける。

dI = T(sin θI,− cos θI, 0), pI = T(cos θI, sin θI, 0)

dL = T(− cos θL, sin θL, 0), pL = dL

dT = T(sin θT, cos θT, 0), pT = T(− cos θT, sin θT, 0)

θL = θI, sin θL =
kT

kL
sin θI

AL =
−µkT sin 4θI

kLµ sin 2θI sin 2θT + kL cos 2θI(λ + 2µ cos2 θT)

AT =
µ sin 2θI sin 2θT − cos 2θI(λ + 2µ cos2 θT)
µ sin 2θI sin 2θT + cos 2θI(λ + 2µ cos2 θT)

P波入射の場合にも、同様に解析解を計算することが
できる。
(2) 解析条件
諸定数は適当に無次元化を行い、Lamé定数 λ, µは

それぞれ λ = 1.0, µ = 1.0、 周波数 ω は 23.8、密度 ρ

は 1.0、入射波の振幅 AI は 1.0とした。積分方程式の
離散化においては選点法、一定要素を採用した。要素
数N は、せん断波 1波長あたり 40 個の一定要素とし
た (N = 12800, 38400DOF)。線形方程式の反復解法は
GMRES(300)を用い、収束判定は 10−5 とした。入射
角 θIは 0◦から 89◦まで 1◦ごとに計算を行った。なお、
前処理は使用していない。
(3) 数値計算結果
図–7,8に式 (35)に定義した誤差を示す。Rayleighの

anomalyに相当する入射角 (kL,T = ±β2 + 2nπ(n :整
数)となる。n = 0でこの条件をみたすのは P波入射
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では θI = 90◦ であり、S波入射では θ ∼ 35.26◦,すな
わち critical angleである。) 周辺では精度がやや悪化
しているものの、それ以外では ε ∼ 0.01程度の精度で
解を得ていることが分かる。
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図–7 P波入射の場合の誤差
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図–8 S波入射の場合の誤差

4.3 Rayleigh波を誘起した場合の波動場

Maxwell方程式における resonance typeの anomaly
は、導波管モードの存在に関連して発生し、Maxwell
方程式の周期多重極法においては、resonance typeの
anomaly 周辺で、数値解の精度が悪化することが知ら
れている6)。動弾性学における Rayleigh波は半無限領
域の応力境界値問題の非自明解であり、Maxwell方程
式の resonance typeの anomalyに対応する。したがっ
て本小節では、Rayleigh波を誘起する条件周辺での提
案手法の精度および収束性について検討を行う。

せん断波 1波長
あたりの要素数 要素数 DOF

mesh 1 40 12800 38400
mesh 2 20 3200 9600

表–1 解析に用いたメッシュ

(1) Rayleigh波を誘起する条件
次式で表される x1 軸方向に減衰する evanescent波

を半無限弾性体 (図–6)の自由表面に入射する。

uI = AIdI exp (i(ξx2 + q(ξ)x1)) (37)

dI =T

(
q(ξ)
kL

,
ξ

kL
, 0
)

(38)

q(ξ) =
√

k2
L − ξ2 (39)

ここに、ξ > kL, Im q > 0とする。ξ が次の Rayleigh
の式を満たすとき、半無限弾性体の自由表面問題には
非自明解が存在し (Rayleigh波)、入射波 (37)に対する
解は存在しない。(

2 − k2
T

ξ2

)2

− 4
(

1 − k2
L

ξ2

) 1
2
(

1 − k2
T

ξ2

) 1
2

= 0 (40)

(2) 解析条件
解析に用いた諸定数、離散化の手法、線型方程式の

反復解法は平面波入射の場合と同一のものである。メッ
シュは表–1に示した二種類のものを用いた。
平面波入射と同一の諸定数の時、式 (40)を満たす ξ

をΞと書くと、Ξ ∼ 1.088kT ∼ 25.89となる。したがっ
て本研究では kT < ξ < 1.2kT の範囲の ξ に対して数
値計算を行った。
(3) 数値計算結果
図–9に、ξ を変化させた時の解析解からの誤差 (式

(35))を示す。mesh 1、mesh 2いずれの場合において
も ξ ∼ 25.89付近で誤差が増大していることが分かる。
また、ξ ∼ 25.89において解析解は発散するが、数値解
の誤差も発散していることが分かる。
次に、図–10に、mesh 1の場合における ξとGMRES

の反復回数の関係を示す。ξ ∼ 25.89付近で反復回数が
増大している。

5. 結言

本研究では、3次元周波数域動弾性学における周期境
界値問題の解析に適した周期多重極法の数値解析コー
ドを開発した。また実際に最も簡単な周期境界値問題
である、半無限弾性体内の波動問題を解いた。誤差は
Rayleighの anomalyを除いて ε ∼ 0.01程度であり、本
手法の妥当性を示すことができた。また、Rayleigh波
を誘起する条件周辺 (resonance typeの anomaly)にお
ける解法の検討を行った。その結果、Rayleigh波が発
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図–9 相対誤差
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図–10 GMRESの反復回数

生する場合には解の精度が悪化すること、反復解法の
収束性が悪くなることを確認した。
本研究では、内部共振を起こさないような問題に対

する動弾性学の周期多重極法の開発に成功した。より
一般の波動散乱問題に本手法を適用するためには、見
かけの固有値問題に注意しなければならない。すなわ
ち、外部問題の境界積分方程式の解の一意性を保障す
るため、Burton-Miller の方法13)等の手法を実装する
必要がある。また、より大規模な問題や広帯域の問題
への適用のため、

• 代数方程式の求解の際に用いる前処理の検討
• diagonal form による高周波問題への対応
• 並列計算の実装

などを行い、より汎用性の高い数値計算コードの開発
を行う予定である。その上で、大規模問題、フォノニッ
ク結晶内部の波動問題等に適用範囲を拡大する予定で
ある。さらには、Rayleigh波に伴った共鳴 anomalyに
関わる精度の低下に対する改善も、今後の検討課題で
あると考えている。
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