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動弾性問題へのCIP法の適用に関する研究

An application of the CIP Method to Elastodynamics
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An application of the CIP method to elastodynamics is discussed in this study. Numerical

analysis of elastic wave plays a very important role in various engineering field. While the

CIP method is widely used to solve hydrodynamic or electromagnetic problems, there are few

studies on an application to elastodynamics. The CIP method had many advantages such as

less diffusion and stability compared with other numerical methods. Therefore we propose the

elastodynamics analysis by means of CIP method and investigate its properties by comparing

with the FDTD method and theoretical calculation.
Key Words : CIP method, elastodynamics, FDTD method, Lamb’s problem

1. はじめに

動弾性問題は物理探査，非破壊検査，地震学といった
広範な分野で扱われており，その数値シミュレーション
は工学において重要なテーマである．弾性波動の数値
解析手法はこれまで様々なものが提案，開発されてき
た．Madriaga1)や Virieux2)3)は直交格子を用いて SH
波，P-SV 波をシミュレートする有限差分法を提案し
た．その後，動弾性問題の有限差分法は高次補間を用
いた手法4)や異方性材料の問題に適用された5)．また，
pseudo-spectral法6)や SEM7)などの手法も提案されて
いる．しかしながら，これらの手法では広帯域な波長を
含む問題において精度の低下が見られることがある．そ
こで，本研究では高周波成分を含む波に対しても数値分
散及び数値振動が少ない CIP法 (Cubic Interporation
pseudo-Profile method) を動弾性問題に適用すること
を試みた．同様に高精度な解析手法として，不連続ガ
ラーキン法（DG法）を用いた手法8)が開発されている
が，CIP法は DG法と比較して計算効率の面で優れて
いることが知られている9)．なお，CIP法は流体力学
や電磁気学の分野で広く研究されているものの，これ
まで動弾性問題に対して適用した例はあまり見受けら
れず，またその性能について言及した研究は見当たら
ない．
本研究では，運動方程式と構成関係式に対してM型

CIP法を適用することで，動弾性問題における CIP法
の定式化を示す．そして，その定式化に基づき数値解
析を行い，妥当性の確認と精度の検証を行う．

2. CIP法
CIP法はYabeらによって開発された手法であり，移

流方程式を高精度に解くことができる10)11)12)13)．波

動方程式に対しても移流方程式の形に変換することで
適用可能である．以下では，1次元および多次元問題
における CIP法について簡単に説明する．詳細は文献
14)を参照されたい．

2.1 1次元移流方程式

1次元の移流方程式は次の 1階の偏微分方程式で書
き表される．

∂tf + c ∂xf = 0 (1)

ここで，∂tは時間に関する微分，∂xは xに関する空間
微分であり，cは移流速度である．CIP法では，格子
上の点の値 f だけでなくその空間微分値 g(= ∂xf)も
未知数とし，微分値に対しても同時に移流計算を行う．
格子上の点において微分値が与えらるため，格子間の
プロファイルを高次多項式で補間することができ，精
度の高い計算が可能となる．空間微分値 gに対する移
流方程式は式 (1)を空間に関して微分することにより
得られる．

∂tg + c ∂xg = 0 (2)

本研究では，3章で示すように対象とする弾性体を均
質であると仮定するため，移流速度 cは空間の位置に
よらず一定であるとした (∂xc = 0)．

時間 nにおける値 fnとその微分値 gnが格子上の点
i，iupにおいて既知であるとすると，この 2点間のプ
ロファイルは次のように 3次の多項式で表される．

Fn
i (x) =ai(xiup − x)3 + bi(xiup − x)2

+ gn
i (xiup − x) + fn

i (3)
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gn

i + gn
iup

D2
+

2
(
fn

i − fn
iup

)
D3

(4)

bi =
3

(
fn

iup − fn
i

)
D2

−
2gn

i + gn
iup

D
(5)

ここで，c > 0のときD = −∆x，iup = i − 1であり，
c < 0のときD = ∆x，iup = i+1である．なお，本節
に限り下付き添字は格子点を表し，本節以降では方向
を表すものとする．時刻 n+1の値は，このプロファイ
ルを図-1のように c∆tだけ移動した値で与えられる．
つまり，ξ = −c∆tとして次式で与えられる．

fn+1
i = aiξ

3 + biξ
2 + gn

i ξ + fn
i (6)

gn+1
i = 3aiξ

2 + 2biξ + gn
i (7)

x
c∆t

i − 1 ii

移流方向

図–1 プロファイルの移動 (c > 0の場合)

2.2 多次元移流方程式

CIP法は多次元問題の移流方程式に対しても適用可
能である．ここでは簡単のため，2次元問題の解法を
示すが，より次元の高い問題においても同じ方法で拡
張可能である．一般に 2次元の移流方程式は次のよう
に書ける．

∂tw + K1∂1w + K2∂2w = 0 (8)

wは変数ベクトル，Kαは係数マトリクスである．∂α

は xα に関する空間微分を表している (α = 1, 2)．
2次元の移流方程式 (8)は，M型 CIP法と呼ばれる

手法により，1次元移流方程式に帰着させ 1次元のCIP
スキームで計算することができる．M型CIP法ではま
ず，式 (8)を次のように方向分離し，それらを順次解
くことで次のステップの値wn+1 を求める．

∂tw + K1∂1w = 0 (9)

∂tw + K2∂2w = 0 (10)

図-2に方向分離のイメージを示す．本来，波は破線に
沿って移流するが，これを x1 方向と x2 方向に分けて
計算を行う．このように方向分離を行うと，式 (9)によ
り時間 nの値wn から中間の値w∗ が得られ，式 (10)
によりw∗から次のステップの値wn+1が得られる．式
(9), (10)に対して 1次元CIPスキームを使うためには，
特性曲線法を用いれば良い．以下に，M型CIP法の流
れを示す．

wn w∗

wn+1

x1

x2

x1 方向へ移動

x2 方向へ移動

図–2 方向分離のイメージ

(i) 方向分離を行う．（総和規約は適用しない．）

∂tw + Kα∂αw = 0 (α = 1, 2) (11)

(ii) 特性曲線法を用いる．つまり，係数マトリクスKα

に対し対角化を行い 1次元移流方程式に帰着させ
る．固有ベクトルからなるマトリクスP αと固有値
からなる対角行列 Λα を用いてマトリクスKα は
次のように対角化できる．

Kα = P α
−1ΛαP α (12)

これより，式 (11)は次式のように 1次元の移流方
程式が得られる．

∂th + Λα∂αh = 0 (13)

ベクトル hは次の変数変換によって得られる．

h = P αw (14)

(iii) 式 (13)は 1次元の移流方程式であり，2.1節で示
した 1次元 CIPスキームを用いて解くことができ
る．ただし，後述するように ∂βh(α 6= β)について
は CIP法を用いず，線形補間によって計算を行う．

h
CIP 法−−−−→ h∗ (15)

∂αh
CIP 法−−−−→ ∂αh∗ (16)

∂βh
線形補間−−−−−→ ∂βh∗ (α 6= β) (17)

(iv) 式 (15)–(17)を解いて得られた解 h∗ から変数 w∗

へ変換する．

w∗ = P α
−1h∗ (18)

∂αw∗ = P α
−1∂αh∗ (19)

∂βw∗ = P α
−1∂βh∗ (α 6= β) (20)

なお，式 (17)の計算を CIP法によって行う場合は
2階微分 ∂α∂βhの値が必要となる．この 2階微分を用
いる方法は C型 CIP法と呼ばれ15)，より高い精度の
計算が可能となる．しかし，C型 CIP法は計算に必要
なメモリ使用量が増大するだけでなく，動弾性問題を
扱う際には境界条件の処理が複雑になるため，本研究
では線形補間を使用するM型 CIP法を用いた．M型
CIP法はC型CIP法と比較して，若干精度が落ちるも
ののほとんど問題にならない程度であると言われてい
る14)．
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3. CIP法による弾性波動解析の定式化

3.1 支配方程式

面内変形のみを取り扱う 2次元動弾性問題において，
微小変形理論を仮定すると，運動方程式と構成関係式
は次のように表される．

∂tv1 =
1
ρ

(∂1σ11 + ∂2σ12) (21)

∂tv2 =
1
ρ

(∂1σ12 + ∂2σ22) (22)

∂tσ11 = (λ + 2µ)∂1v1 + λ∂2v2 (23)

∂tσ22 = λ∂1v1 + (λ + 2µ)∂2v2 (24)

∂tσ12 = µ (∂1v2 + ∂2v1) (25)

ここで viは変位速度，σij は応力，λ, µはラメ定数，ρ

は密度である．なお，本研究では対象とする弾性体は
均質，等方，線形であるとする．

3.2 動弾性問題に対するCIP法の適用

2.2節で示したM型 CIP法を式 (21)–(25)に対して
適用する．

1. x1 方向について解く．
(i) 式 (21)–(25) において，式 (11)のように，x1方
向に関して方向分離を行う．

∂tv1 = ∂1σ11 (26)

∂tv2 = ∂1σ21 (27)

∂tσ11 = (λ + 2µ) ∂1v1 (28)

∂tσ22 = λ∂1v1 (29)

∂tσ12 = µ∂1v2 (30)

(ii) 式 (26)–(30)を 1次元移流方程式に帰着させる
ため，式 (13)のように式変形を行う．

∂t

(
v1 ∓

σ11

cLρ

)
± cL∂1

(
v1 ∓

σ11

cLρ

)
= 0 (31)

∂t

(
v2 ∓

σ12

cT ρ

)
± cT ∂1

(
v2 ∓

σ12

cT ρ

)
= 0 (32)

∂t

(
σ22 −

λ

λ + 2µ
σ11

)
= 0 (33)

ここで，cL

(
=

√
λ + 2µ

ρ

)
，cT

(
=

√
µ

ρ

)
はそ

れぞれ縦波速度，横波速度を表している．なお，
式 (31)，(32)は複号同順である．

(iii) 式 (31),(32)を 2.1節で示した 1次元CIPスキー
ムによって解く．式 (33)は移流しないため，計

算を行う必要はない．これにより
(

v1 ∓
σ11

cLρ

)
,(

v2 ∓
σ12

cT ρ

)
の新しい値が得られる．

(iv) CIP 法の計算で得られた値
(

v1 ∓
σ11

cLρ

)
,

(
v2 ∓

σ12

cT ρ

)
と

(
σ22 −

λ

λ + 2µ
σ11

)
から，

式 (18) のように，変位速度 v1, v2，応力
σ11, σ22, σ12 についてまとめる．計算点が境界
面上にあれば，次節で示すようにその境界の処
理を行う．

2. x1 方向と同様に，x2 方向について解く．
(i) 式式 (21)–(25)において，x2 方向に関して方向
分離を行う．

∂tv1 = ∂2σ12 (34)

∂tv2 = ∂2σ22 (35)

∂tσ11 = λ∂2v2 (36)

∂tσ22 = (λ + 2µ) ∂2v2 (37)

∂tσ12 = µ∂2v1 (38)

(ii) 式 (26)–(30)を 1次元移流方程式に帰着させる
ため，次のように変数変換を行う．

∂t

(
v2 ∓

σ22

cLρ

)
± cL∂2

(
v2 ∓

σ22

cLρ

)
= 0 (39)

∂t

(
v1 ∓

σ12

cT ρ

)
± cT ∂2

(
v1 ∓

σ12

cT ρ

)
= 0 (40)

∂t

(
σ11 −

λ

λ + 2µ
σ22

)
= 0 (41)

(iii) 式 (39)，(40)を CIP法により解く．
(iv) 変位速度および応力を求める．
3. 計算終了時間に達していたら計算終了する．次の
ステップに進む場合は，1に戻る．

4. 領域内および境界条件の計算

4.1 領域内の計算

式 (31), (39)，および式 (32), (40)はそれぞれ縦波速
度 cL，横波速度 cT を移流速度とする移流方程式である
ことから，式 (31), (39)が縦波の伝播，式 (32), (40)が横
波の伝播を表していることが分かる．また，CIP法にお
いては空間微分値も同様に移流計算するため，その縦波，
横波に対してx1およびx2方向の微分値も同様に移流す
る．そのため，1方向につき 6つの値が移流計算によって
得られる．例えば，x2方向の計算において式 (39),(40)
の括弧内の変数をそれぞれ hL, hT とおくと，図-3に示
すように一方向からは hL, ∂1hL, ∂2hL, hT , ∂1hT , ∂2hT

の 6つの値が移流計算によって得られる．また，これ
らの式において移流速度 cL, cT の前の±は正の方向と
負の方向へ波が伝播することを示している．2次元の
場合は 2方向について正と負の方向に波が伝播するた
め，図-3に示すように，1つのグリッドの点において
4方向から波の流入を計算することになる．

- 136 - - 137 -



x2

x1

hL, ∂1hL, ∂2hL,

hT , ∂1hT , ∂2hT

図–3 4方向からの波の流入

4.2 自由表面

一般に自由表面は座標系と平行にならないが，本研
究では簡単のため x2 = 0平面が自由表面となる場合の
みを考える．x2 = 0平面が自由表面となるとき，応力
は次式を満足する．

σ22 = 0, σ12 = 0 (42)

CIP法では微分値に関しても境界条件を考える必要が
ある．応力の微分値の境界条件は，式 (42)において接
線方向に関する微分値が 0となることから，次のよう
に得られる．

∂1σ22 = 0, ∂1σ12 = 0 (43)

さらに，式 (42)と式 (24), (25)から変位速度 v1, v2 に
関する微分値の境界条件を得る．

∂tσ22 = (λ + 2µ) ∂2v2 + λ∂1v1 = 0 (44)

∂tσ12 = µ (∂2v1 + ∂1v2) = 0 (45)

これら (42)–(45)を満足するためには，x2方向の計算を
するときに，図-4に示すように領域外側からの FDTD
法と同様に仮想的な波の流入16)を考えればよい．なお，
x1方向については領域内の計算と同様の方法で進める．
前節で示したように流入する波は 1方向につき 6つの
値を含んでいた．また，自由表面における境界条件の
数も (42)–(45)の 6つであり，変数の数と方程式の数
が一致するため仮想的な波は一意に決まる．具体的に
は，式 (18)–(20)において，変位速度および応力に相
当する左辺が式 (42)–(45)の境界条件を満足するよう，
右辺に含まれる仮想的な波の 6つの値を求めれれば良
い．なお，この式は未知数に関して 1次の代数方程式
となっており，容易に計算可能である．

自由境界が座標軸と平行でない場合については，
FDTD 法で用いられるサブグリッド法17)，サブセル
法18)や CIP法を改良したソロバン法19)，CIVA法20)

などを適用した上で，同様に仮想的な波を考えること
で計算可能であろう．

仮想的な波

x2

x1

図–4 仮想的な波の流入

4.3 吸収境界

無限領域の問題を取り扱う場合は，解析領域の境界で
反射が生じないよう吸収境界を設ける必要がある．CIP
法では波の流入を考えないことである程度は吸収境界
が実現可能となる．流入を考えないようにするために
は，流入する波の値を 0とおけば良い．しかしながら，
波が境界に対して斜めに入射する場合や自由表面付近
の波に対しては波を十分に吸収できない．このことは，
数値実験により確認した．波をより吸収するためには
PML21)などの吸収境界を実装する必要がある．なお，
本研究では，できるだけ反射波の影響を取り除くため
解析領域を大きめに取った．

5. 数値計算例

動弾性問題に対する CIP法の適用可能性について検
証するため，2つの簡単な問題を解いた．

5.1 FDTD法と理論解

CIP法の精度を検証するため，FDTD法を用いて同
様の問題を解いた．FDTD法はスタッガード格子を用
い，時間方向には 1次精度の差分近似を行った．また，
1つ目の問題については，Lambの問題の解22)と与荷
重の畳み込み積分を数値的に計算することで理論解を
導出した．

CIP 法は空間微分値をメモリにストアするため，2
次元問題において同じグリッド幅の FDTD法と比較す
ると，3倍のメモリが必要となる．CIP法と FDTD法
を比較する上で，メモリ使用量をおおむね揃えるため，
CIP法のグリッド幅はFDTD法の 2倍として計算した．

5.2 問題の設定

2次元半無限線形等方弾性体の表面に対して鉛直方
向にトラクション q(x1, t)を与え，このとき生じる波の
伝播を計算した．図-5に問題のモデル図を示す．境界
条件は次のように与える．

σ22 = q(x1, t) on x2 = 0 (46)

σ12 = 0 on x2 = 0 (47)
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q(x1, t)

x1

x2

r

θ

図–5 問題のモデル図

物性値は，ヤング率 E = 1，ポアソン比 ν = 0.25，
密度 ρ = 1 とした．これらの値より，ラメ定数 λ =
0.4, µ = 0.4，縦波速度 cL ' 1.095，横波速度 cT =
0.632，レーリー波速度 cR ' 0.581が得られる．解析領
域は上面を自由境界とし，それ以外の境界は吸収境界と
し，さらに反射の影響が出ないよう十分遠方に取った．

5.3 なめらかな荷重

(1) トラクション

1つ目の問題として時間方向にも空間方向にもなめ
らかな関数をトラクションとして与えた．

q(x1, t) = f(x1)g(t) (48)

f(x1) =


1 + cos(2πx1/r0)

2
when x1 ≤ r0/2

0 otherwise

(49)

g(t) =


1 − cos(2πt/t0)

2
when 0 ≤ t ≤ t0

0 otherwise

(50)

この問題では，載荷幅 r0 = 0.1，載荷時間 t0 = 0.1と
して計算した．FDTD法において十分な計算精度が得
られるよう格子間隔∆x(= 1/28) ' 0.039とし，CIP法
においてはその 2倍の格子間隔 ∆x(= 1/27) ' 0.0078
とした．時間ステップ ∆t は CIP 法においては 1 次

元問題のクーラン数 C =
c∆t

∆x
= 0.9 となるよう定

めた．FDTD 法においては 2 次元問題のクーラン数

C =
c∆t

∆x/
√

2
= 0.9となるよう定めた．

(2) 解析結果

自由表面上の点 (r, θ) = (0.5, 0◦)における水平方
向および鉛直方向の変位速度をそれぞれ図-6，図-7に
示す．横軸が時間，縦軸が速度を表している．FDTD
法はスタッガード格子を用いたため，自由表面上に水
平方向速度の計算点を持たない．そのため，FDTD法
の水平方向速度は，自由表面に近い点での値を用いた．
図-6，図-7より，CIP法，FDTD法ともに理論解とよ
く一致していることが分かる．なお，t = 1.0 ∼ 1.1あ
たりで FDTD法と同様にオーバーシュートが発生し若

干のずれが生じているものの，グリッド幅をさらに細
かくとれば理論解とほぼ一致する結果が得られる．
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図–6 (r, θ) = (0.5, 0◦)における水平方向の変位速度
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図–7 (r, θ) = (0.5, 0◦)における鉛直方向の変位速度

図-8，図-9は，(r, θ) = (0.5, 30◦)の点における水平
方向と鉛直方向の変位速度を表している．この問題では，
自由表面となす角が θ = 40.55◦(= acos

(
cT

2/cL
2
)
) よ

り浅い領域でヘッドウェーブが生じるため，ヘッドウェー
ブはこの点を通過する．図-8，図-9において t = 0.7
あたりで速度が変化しているのは，ヘッドウェーブの
通過によるものである．縦波，横波，ヘッドウェーブ
ともに，CIP法の解析結果は理論解および FDTD法の
解析結果と良好な一致を示した．
載荷領域直下での点 (r, θ) = (0.5, 90◦)における鉛

直方向の変位速度を図-10に示す．問題の対称性から
水平方向の変位速度は常に 0であり，数値解析におい
てもほぼ 0となっている．この点ではヘッドウェーブが
通過せず，縦波と横波のみが通過する．θ = 30◦のケー
スと同様，CIP法の解析結果は理論解および FDTD法
の解析結果と良好な一致を示した．
図-11，図-12に t = 0.8における変位速度の大きさ
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図–8 (r, θ) = (0.5, 30◦)における水平方向の変位速度
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図–9 (r, θ) = (0.5, 30◦)における鉛直方向の変位速度
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図–10 (r, θ) = (0.5, 90◦)における鉛直方向の変位速度

v(=
√

v1
2 + v2

2)を示す．図-11と図-12に大きな違い
は見られなかった．

x
2

x1

図–11 t = 0.8における変位速度の分布（CIP法）

x
2

x1

図–12 t = 0.8における変位速度の分布（FDTD法）

5.4 矩形関数で与えられる荷重

(1) トラクション

2つ目の問題として，時間方向，空間方向ともに矩
形関数となる関数をトラクションとして与えた．

q(x1, t) = f(x1)g(t) (51)

f(x1) =

1 when x1 ≤ r0/2

0 otherwise
(52)

g(t) =

1 when 0 ≤ t ≤ t0

0 otherwise
(53)

5.2節と同じく載荷幅 r0 = 0.1，載荷時間 t0 = 0.1と
して計算を行った．なお，この問題では理論解の導出
をしていないため，定性的な評価にとどめた議論を進
める．
載荷幅 r0 = 0.1，載荷時間 t0 = 0.1として計算し，格

子間隔は，FDTD法において∆x(= 1/29) ' 0.0020と
し，CIP法において∆x(= 1/28) ' 0.0039とした．時
間ステップ∆tは CIP法においては 1次元問題のクー
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ラン数C =
c∆t

∆x
= 0.9となるよう定めた．FDTD法に

おいては 2次元問題のクーラン数 C =
c∆t

∆x/
√

2
= 0.9

とした．

(2) 解析結果

自由表面上での点 (r, θ) = (0.5, 0◦)，および載荷領
域直下の点 (r, θ) = (0.5, 90◦)．で得られた鉛直方向
の変位速度をそれぞれ図-13，図-14に示す．これらの
図から FDTD法では数値振動が生じているが，CIP法
では振動することなく計算できることが分かる．なお，
FDTD法の解析ではこれらの 2点以外の点においても
同様に数値振動が生じていた．FDTD法による解析に
おいて数値振動が生じる理由は，本来であれば波の速
度は一定であるにもかかわらず，高周波成分を含む波
に対して分散性を示すことが原因である14)．なお，こ
の分散性はグリッド幅を細かく取ったとして完全に消
えることはない．一方で CIP法では高周波成分をもつ
波に対しても FDTD法のような分散性を示すことはな
い．これは CIP法の大きな特徴である23)．
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図–13 (r, θ) = (0.5, 0◦)における水平方向の変位速度
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図–14 (r, θ) = (0.5, 90◦)における水平方向の変位速度

図-15，図-16にそれぞれ CIP法，FDTD法によっ
て計算した時間 t = 0.8における変位速度の大きさを
示す．図-16に示す FDTDの解析ではトラクションを
作用させた鉛直下側の領域で著しく数値振動が生じて
いるのが確認できる．

x
2

x1

図–15 t = 0.8における変位速度の分布（CIP法）
x

2

x1

図–16 t = 0.8における変位速度の分布（FDTD法）

6. おわりに

本研究では，CIP法を動弾性問題に適用し，その定
式化を示した．また，CIP法による数値解析解を理論
解および FDTD法と比較し，その精度を検証した．比
較の結果，CIP法は理論解と良好な一致を示し，動弾
性問題においても CIP法が適用可能であることを示し
た．また，高周波成分を含む波に対しても CIP法では
分散性が見られないという特徴も確認できた．
今後は，他の数値計算手法と比較しより詳細な性能の

評価を行いたいと考えている．また，1.オーバーシュー
トを防ぐための改良，2.複雑な自由境界条件の処理方
法の提案および PMLの導入，3.不均質材料への適用
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などを行い，実問題に適用できるようさらに開発を進
める予定である．
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