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This paper presents a computational method of data assimilation to identify the elasto-plastic 
parameters of geomaterials based on field measurements using a particle filter.  There have 
been some difficulties in identifying parameters for elasto-plastic problems, because inverse 
analyses should be made by tracking the measurements from the initial stage along with the 
deformation history under the known loading conditions.  The proposed procedure 
overcomes such difficulties from which the existing inverse analysis strategies have suffered.  
A Kalman or extended Kalman filter, which has a time update scheme among the existing 
inverse analysis methods, is not applicable to these types of problems, because such a linear 
filter cannot deal with significantly nonlinear problems, like elasto-plastic problems.  
Therefore, a particle filter has been proposed in the field of statistics as an alternative to the 
Kalman filter.  It can consider the PDF of a state variable which is approximated by an 
ensemble consisting of a large number of discrete samples called 'particles', and it has 
successfully been applied to data assimilation in the field of earth science.  This paper shows 
a couple of numerical examples of the behavior of a ground under embankment loading using 
'sequential important sampling', and it examines the applicability of this particle filter to 
practical problems in construction sequences. 
   Key Words: Data assimilation, particle filter, inverse problem, FEM 

 
 

1．はじめに 
 
土構造物の設計においてFEMによる挙動予測を行う場
合，地盤のモデリング，材料定数や初期／境界条件の設定

が必要となる．これらの設定は事前の地盤調査などから決

定されるが，精緻な弾塑性構成式とFEMモデルを用いた
としても，初期／境界条件や入力パラメータに不確かさが

残り，モデルに不完全さが内在することがある．そのため，

数値シミュレーションにより予測された挙動と観測値と

がしばしば一致をみない． 
これに対して，観測値をFEMなどの数値シミュレーシ
ョンに取り込み，予測と観測の乖離を補うべくパラメータ

や初期／境界条件を補正し，将来予測の精度を向上させる

手段として「データ同化」があり，地球科学，とりわけ気

象・海洋学などを中心に発展してきた 1)．データ同化はい

わゆる逆問題とほぼ同義であるため，必然その手段は工学

における逆解析の方法 2)と相通じるものがある．すなわち

データ同化の手段には，刻々の観測値を処理する逐次型と

一括して扱う非逐次型があり，前者にはカルマンフィルタ

（KF），拡張カルマンフィルタ（EKF）が挙げられる．
非逐次型では一括して観測値を扱うことから，全時点を通

じた最適解を求解するのに適している．一方逐次型は，観

測情報を随時反映することで，中途の各時点における予測

値が取得可能であり，オンラインでの将来予測に適した手

法である．工学の諸分野にあっても，逆解析の手段として

KF／EKFと FEMを結合した方法が用いられてきたもの
の，その対象とするシステム方程式が非線形の場合は線形

化を余儀なくされるため，弾性はともかく弾塑性FEMの
剛性方程式を状態式にあてはめて，材料の弾塑性パラメー

タを同定することには，大きな困難があった 3)．そのため，

弾塑性挙動を呈する地盤や土構造物へKF／EKFを適用す
るには，実務的な観点で限界があった． 
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一方，非線形システム方程式が非線形の場合でもそのま

ま扱うことができ，計算効率を向上させるように KF／
EKFは発展し，アンサンブルカルマンフィルタ（EnKF）
や粒子フィルタ（PF）が提案され，近年におけるデータ
同化の主たる手段となっている．これらはいずれも，状態

変数の条件付確率密度分布を多数のそれで表し，その実現

値集合として近似する．この方法を地盤解析に応用すれば，

上で示したような従前の困難を克服できる可能性がある． 
そこで以下では，まず弾塑性挙動をする地盤パラメー

タの同定に関する困難とデータ同化手段の可能性を指摘

する．そののち，EnKFと PFの方法と得失を論じ，地盤
解析における弾塑性パラメータの同定に後者が有利であ

ることを示す．ついで，PFと水～土連成弾塑性FEMを連
立させ，既知の載荷履歴のもとで変形を刻々と観測するこ

とにより，その観測過程で弾塑性パラメータを同定する事

例を示す．さらに，得られた分布から最終沈下量の分布を

求めるデータ同化の適用性を検討する． 
 
2．弾塑性挙動をふるまう地盤に対する逆解析 
 
地盤挙動は弾塑性的である．地盤の問題における境界条

件は荷重履歴であり，地盤の変形・破壊には荷重履歴，す

なわち施工過程が大きく影響する．たとえば，施工に伴う

荷重履歴が，地盤応答にどのような影響を与えるかを例示

するため，先行上載圧 0 98V c  v (kPa)の飽和正規圧密粘土地
盤に，載荷( 58.8 q kPa)と掘削除荷( 19.6J  t kN/m3)を行う
問題

3)
を考える（図―1）． 

 
この問題について，載荷と掘削による最終形状は

同じとするが，載荷と掘削の順序および載荷の速度

を，表―2のように種々与えた．計算には，弾粘塑
性土／水連成有限要素解析コード（DACSAR4)）を

用い，その材料定数は表―1 中に示す通りである．
また地表面および掘削面からのみ排水を許してい

る． 
図―1中の地表面端点位置（図中の○印）の沈下

を比較したのが，図―2である．最終形状が同じで
あっても，載荷速度の違いによるのはもちろん，施

工順序の違いによって最終沈下量が大きく異なる

ことがわかる． 
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 このように最終形状は同じでも最終変形量は種々異な

るため，地盤のパラメータを同定しようとすれば，荷重履

歴を制御変数として，その経路をたどりながら観測値を処

理することにより，それが初めて可能となる．いわゆる最

小二乗法は観測値と未知数の関係（観測式）から未知数を

求め，観測値を逐次に得ることで問題は解決するように思

われるが，この問題では状態変数の時間遷移は施工過程

（載荷履歴）によるため，有限要素剛性方程式に基づかな

ければならない．その一方，求めるべき弾塑性パラメータ

が未知数となり剛性行列をその都度変化させるため，ここ

での問題に対して非線形最小二乗法を逐次に用いること

は困難となる．そこで，逐次型データ同化であるKFに拠
るのが優位である． 
上記を背景として，KFによる弾塑性構成式のパ
ラメータ同定が Bittantiら 6)，青木ら 7)，Corigliano
ら 8)，Maier ら 9)により行われた．これらの研究で

は，実験変位を観測して Gurson-Tvergaardなど弾塑
性モデルやクラックモデルのパラメータを同定し

ている． 

表―1 解析のパラメータ4) 

0.57/  , 0.53D  , 1.0M  , 0.33Q  , 0.0005D  , 
35 10 (min)pt  u , 0 0.5K  , 1OCR  , 510  (cm sec)k �  

表―2 施工順序4) 

ケース 施工順序 

Case 1 載荷 (10 days)  → 掘削 (9 days) → 放置 
5.88 &q (kPa/day)  0.33 (m/day) 

Case 2 載荷 (1000 days)→ 掘削 (9 days) → 放置 
0.0588 &q (kPa/day) 0.33 (m/day) 

Case 3 掘削 (9 days) → 載荷 (10 days)  → 放置 
0.33 (m/day)   5.88 &q (kPa/day) 

Case 4 
掘削 (9 days) → 載荷 (1000 days)→ 放置 

0.33 (m/day)   0.0588 &q (kPa/day) 

 

荷重 q  

3 m 

10 m 

10 m 

掘削領域 

5m 

図―1 仮想地盤への載荷と掘削4) 

図―2 載荷履歴により異なる変形4) 
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 しかし，KF は線形フィルタなので，上述の方法
では弾塑性モデルに対して区分線形近似を用いた

り，必ずしも負荷履歴をたどらず近似的に解くなど，

その適用に限界があった．そこで以下では，上述の

困難を克服する目的で，データ同化手段の適用をは

かる． 
 
3．EnKF・PFによるデータ同化 
 
本論文では，状態変数 tx に変位・間隙水圧，な

らびに未知数となる弾塑性パラメータを並べたベ

クトルを充てる．また， ty は観測される変位ある
いは間隙水圧のベクトルから成る．これらについて，

次の状態式・観測式から構成されるシステム方程式

が成立している． 
 状態式 � �tttt vxFx ,1  �   (1) 

 観測式 tttt wxHy �   (2) 
ここに， tt wv , はそれぞれシステムノイズ，観測ノ

イズを指す． 
一般に数値シミュレーションモデルが状態式に該当し，

地盤解析では水～土連成弾塑性有限要素剛性方程式が充

てられる．一方，観測式はどこで何を観測するかを記

述するため，観測行列が 0または 1から成る． 
さらに，時刻 t までの観測に基づいた，時刻 t の

状態変数実現値を ttx / と記し，サンプルと呼ぶ．

EnKF・PF は，両者とも状態の確率密度分布を多数
のサンプル（状態変数）で近似する．それぞれのサ

ンプル ttx / を粒子と呼び，確率密度分布を表現する

多数の粒子の集合^ `Nii
ttx 1
)(

/  をアンサンブルと呼ぶ（N
はサンプル個数）．これを用いて，フィルタ分布

� �tt yxp :1| は以下のように近似する． 

� � � �¦
 

�|
N

i

i
ttttt xx

N
yxp

1

)(
/:1

1| G                        (3) 

ここに， � �xG はデルタ関数である． 

 各ステップのアンサンブル^ `Nii
ttx 1
)(

1/  � , ^ `Nii
ttx 1
)(

/  
は以下の

ようである6)． 
 
■ EnKF 
1. Ni ,,1L について初期値 )(

0/0
ix を生成する． 

2. Tt ,,1L について，(a)～(c)のステップを実行する． 
 (a) 各 i（ Ni ,,1L ）について，Ⅰ～Ⅱを実行する． 
 Ⅰ. 乱数 )(i

tv を発生する． 
 Ⅱ. � �)()(

1/1
)(

1/ , i
t

i
ttt

i
tt vxFx ���  を計算する． 

 (b) 各 i（ Ni ,,1L ）について，Ⅰ～Ⅲを実行する． 
 Ⅰ. 観測ノイズ )(i

tw を発生する． 
 Ⅱ. 共分散行列 tRV ˆ,ˆ

1/0 � ，カルマンゲイン tK̂ を計算す
る． 

Ⅲ. � �)()(
1/

)(
1/

)(
/

ˆ i
t

i
ttttt

i
tt

i
tt wxHyKxx ��� �� を計算す

る． 
3. t=Tならば停止．それ以外は， 1�m tt として 2.に戻
る． 
ここで，2.(a)Ⅱ.の手順は，状態式による粒子の時間更新
を表し，PFでも同様である． 
 EnKFの要諦は，サンプルで共分散を構成し，これを用
いてKFの観測更新を行うことにある．このため，非線形
状態式について線形化して得られる状態遷移行列を必要

とせず，上記にあるように状態式が非線形のまま計算が可

能となる．また，粒子数を増やせば，KFの計算と一致す
ることも知られている． 
従来のKFに比べて，非線形の状態式を扱うことが
できるほか，状態遷移行列の導出等の行列計算を経

ないので状態変数の次元が比較的大きい場合でも，

データ同化の数値計算が容易となる利点をもつ． 

 
■ PF 
1. Ni ,,1L について初期値 )(

0/0
ix を生成する． 

2. Tt ,,1L について，(a)～(c)のステップを実行する． 
 (a) 各 i（ Ni ,,1L ）について，Ⅰ～Ⅲを実行する． 
 Ⅰ. 乱数 )(i

tv を発生する． 

 Ⅱ. � �)()(
1/1

)(
1/ , i

t
i

ttt
i
tt vxFx ���  を計算する． 

 Ⅲ. 各粒子がどのくらい観測に当てはまっているかを

評価するために， � �)(
1/

)( | i
ttt

i
t xypl � を計算する． 

 (b) ¦
 

 
N

i

i
tt lL

1

)( を求める． 

 (c) アンサンブル ^ `)(
1/

)1(
1/ ,, N

tttt xx �� L から各粒子 )(
1/

i
ttx � が

t
i

t
i

t Ll /)()(  E の割合で抽出されるように復元抽出し，

^ `)(
/

)1(
/ ,, N

tttt xx L を生成する． 
ここでいう tl は tx の観測値 ty に対する尤度である．

観測ノイズ tw が共分散 tR の正規分布に従うとすれば，粒
子 )(

1/
i

ttx � の尤度は 

� �
� �

� � � �
»
»
¼

º

«
«
¬

ª ��
� �

�
�

� 2
exp

2

1|
)(

1/
1)(

1/)(
1/

i
ttttt
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t
m

i
ttt

xHyRxHy

R
xyp

S

(4) 
で表される． 
 EnKFと PFとの本質的な相違は，復元抽出にある．
すなわち，サンプルの観測値へのあてはまりを調べ，

EnKF ではそれぞれのサンプルを観測に合うと思し
き方向へ寄せる（リサンプリング）ことで観測情報

を取り込んだ確率密度分布を構成する．一方，PF
ではあてはまりの良くないサンプルを棄却し，逆に

良いサンプルを複製することで観測情報を取り込

んだ確率密度分布を構成する．なお，ここで用いる

サンプルは，EnKFと PFとで独立なものである． 
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図―3 有限要素メッシュ及び境界条件 
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図―4 載荷過程 

 
これらのフィルタを水～土連成FEMと連立させて，既
知の載荷履歴に沿って得られる変形観測値をアンサンブ

ル計算に組み込めば，構成則が弾塑性の場合にも適用可能

となる．ここでいう粒子（サンプル）とは，「未知数（例

えば，弾塑性パラメータ）について乱数を用いて発生させ

た値を用いた弾塑性シミュレーション」のそれぞれを指し，

弾塑性モデルやFEMプログラムに制約がないという大き
な利点がある．なお，ここで未知数となるパラメータは，

あらかじめ与えるサンプルの範囲でしか得られない．そこ

で，求めるべきパラメータが取り得る範囲を十分勘案した

うえで，サンプルの範囲を決定する必要がある． 
ただし，前述のようにEnKFではリサンプリングで

サンプルを観測ごとに「寄せる」ため，サンプルに

含まれる全変数（変位や間隙水圧）も観測ごとに調

整される9)．このことにより，結果的に必ずしもつり

あいを満足しているとは限らない応力状態で有限要

素剛性方程式における剛性行列が変化し，次の時刻

の解を適切に与えない恐れがある．一方，PFではこ
のような制約がないので，弾塑性パラメータの同定

をデータ同化の主目的とする場合は，EnKFでなくPF
を用いることになる．また，PF では分散共分散行列
の更新計算が不要であるため，観測値取得後の計算

量がEnKF と比べて大幅に減少するという点でも優
位である． 
そこで本文では，PF のうちでも特に計算の容易な

Sequential Importance Sampling（SIS）11), 12)を用いた地盤解

析のデータ同化をはかる．その手順を表―3に示す．同定
すべき弾塑性パラメータについて，取りうる範囲で一様乱

数によりサンプルを発生させ，それに基づく弾塑性解析の

シナリオ（シミュレーション値）と観測値からパラメータ

の重みを計算する．サンプル数は数百個で充分近似できる

こともあるが，数十万個で足りない場合もある．基本的に

は，サンプルが多ければ多いほど，観測点・観測数が多い

ほどデータ同化の精度は向上する．ここでは，既知の載荷

履歴に沿った沈下や間隙水圧の観測値を得るごとに，表―

3の手順により未知数の重みを計算し，その取りうる分布
を評価しながら観測を進める．時間・観測更新の過程で得

られた分布の変化から，同定すべき未知パラメータの確か

らしさを判断できるとともに，パラメータ値はその都度重

み付き平均により求められる． 
検討にあたっては，あらかじめ設定したパラメータのも

とで実施した弾塑性数値シミュレーションから求めた変

位を観測値とし，複数の弾塑性パラメータを同定した． 
 
4．盛土基礎地盤挙動のデータ同化 
 
例題として，飽和基礎地盤に盛土載荷がなされる場合を

考える．想定する問題設定を図―3に，盛土の載荷過程を
図―4に示す．図―3は均質な粘土地盤上に，図―4の載
荷過程に従った盛土が築造される場合を表す．基礎地盤の

順解析はSYSカムクレイモデル 14)による弾塑性解析とし，

盛土部分は弾性材料とする．なお，本論文の方法は状態式

を構成する数値シミュレーション法に依存しないという

利点を有しており，ここで2章の例題とは異なるプログラ
ムを使用している．基礎地盤と盛土の材料定数を表―4に
示すが，データ同化するパラメータは除いている． 

同定するパラメータについて，2つ（深さに関わらず一
様な初期応力と圧縮指数），および3つ（圧縮指数，一様
な初期応力，K0値）をとる 2ケースを考える．観測点は
いずれも図―3の●に示す3点の鉛直変位とし，観測値は
これらパラメータを除く既知のものについて設定した材

料定数（表―4）の下で発生させたサンプルによる弾塑性
解析の変位とする．与えたパラメータは，特定の事象に関

わるものではなく，一般的な値を設定した．各観測は相互

に独立であると仮定し，分散共分散行列Rは対角項σ2の

みで表す．同定するパラメータの真値とサンプルの範囲を

両ケースにつき表―5に示す．表―5では，求めるべきパ
ラメータについて，とりうる範囲を想定しており，真値は

その平均から異なるものとして与えている．またサンプ 

� � � �� �� � � �� �� �

：分散共分散行列：重み，　　　
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表―3  SISの計算手順 13) 

Embankment 

Drained condition 54.0 m 
4.0 m 

18.4 m  

10.25 m 

70.0 m 

Undrained 
condition 

Undrained 
condition 

Undrained condition 
observation nodes 
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弾性係数 ポアソン比 単位体積重量

(kPa) (kN/m2)
Foundation 3900 0.33 19.6

Embankment 5100 0.3 20.5

透水係数 初期間隙比 膨潤指数

(cm/s)
Foundation 5.0×10-7 0.7 0.03

Embankment - - -

Soil Type 限界状態指数 過圧密比 構造の程度

Foundation 1.2 2 2
Embankment - - -

Soil Type 下負荷面係数 上負荷面係数 静止土圧係数

Foundation 10 1 0.493
Embankment - - -

表―4　材料定数

Soil Type

Soil Type

 

ル数（Sn）は800個とする．800ケースの有限要素計算に
は数日を要したが，一度観測値に対応する計算値の時刻歴

を準備しておけば，観測が得られるたびに行うSISの計算
は電卓でも可能である．サンプル数は有意であるが，十分

と思われるだけ用意すれば，計算負荷の面でも実用的な手

段であると考えられる．一方，観測値に誤差が混入した場

合の検討を行うために，σ0=1.0×10-2 (m2)の正規乱数を観測
値に付加した． 
以上の条件のもとで，未知パラメータが2および3の場
合について，データ同化を行った．ここでは，水～土連成

有限要素剛性方程式を状態式にあてはめ，表―3の計算手
順(ii)を遂行して，全節点の変位・間隙水圧から成る状態変
数を計算する．一方，観測式は図―3の3点で観測してい
ることを表すために，例えば観測行列 Hの第 1行は，観
測節点の鉛直方向変位の自由度についてのみ1，他はすべ
て0の成分となる．第2行，第3行も同様である．まず図
―5に前者の結果のうち圧縮指数について，観測誤差がな
い場合と含まれる場合の同定経過を示す．また，観測開始

から200日経過時点での尤度分布を図―6に示す． 
図―5から種々設定した分散値による影響を見ると，観
測誤差がない場合(a)では，分散値の小さい方が速く収束す
るが，小さい分散値では収束する前に事前に設定した値と

は若干異なる値となる．これは分散が小さい場合，一つの

観測値に大きく影響することによる．また，観測誤差があ

Correct Value range of sample
Initial stress (kN/m2) 140 20.00～180.00
Compression index 0.38 0.08～0.50

Correct Value range of sample
Initial stress (kN/m2) 140 20.00～180.00
Compression index 0.38 0.08～0.50

K0 0.6 0.4～1.0

表―5 真値とサンプルの範囲 
(a)  2パラメータ 

(b)  3パラメータ 

図―5 圧縮指数の同定結果 (2パラメータ） 
 

(a) 観測誤差なし (b) 観測誤差あり

(a) 観測誤差なし (b) 観測誤差あり

図―6 圧縮指数の尤度分布 (2パラメータ) 
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る場合では，収束を安定させるために分散値は大きい方が

適切であると考えられる．次に，図―6より200日後の尤
度分布をみると，当初設定した値付近に分布していること

から，この場合では載荷途中の200日経過した時点の観測
で十分な同定ができたものと判断される．図―7，8 に示
す初期応力の同定結果や尤度分布にも同様の傾向を見て

とれる． 
同様の手順でK0を未知数に加えた 3パラメータに関す

るデータ同化について，圧縮指数，一様な初期応力，K0

値に関する解析結果を図―9～11にそれぞれ示す．同定す
るパラメータを増やすことでデータ同化におけるパラメ

ータの収束経過はやや不安定になる．さらに小さな分散値

を選ぶと，やはり収束が難しくなる傾向が見られ，分散値

の設定には検討の余地がある．またこの場合．200日の観
測において，圧縮指数では当初設定した値へ収束に向かう

のに対し，K0ではばらつくが大きく，パラメータが収束

しているとは言えない場合もある． 
 
5．まとめ 
 
データ同化手法のうち，PFと水～土連成弾塑性FEMを
連立させて，既知の載荷履歴のもとで観測した地盤変形を

解析することで，地盤の弾塑性パラメータ同定を可能とし

た．まず，この問題に対する従来法の困難を指摘したのち，

データ同化の手段であるEnKFとPFの得失を示し，PFが
有効であることを明らかにした． 
そこで，盛土載荷下の飽和基礎地盤挙動を対象として，

あらかじめ想定した初期条件や弾塑性パラメータのもと

で水～土連成FEMにより計算した仮想的な観測値を用い，
2ないし3つのパラメータを未知として，PFによるデータ
同化を実施した．その結果，次の帰結を得た． 
1) 観測値に誤差がある／ない場合のいずれにおいてPF
は機能し，複数の弾塑性パラメータを同定することが

できた．未知数が増えた場合，誤差分散の設定に注意

を要する． 
2) 未知数に関する同定経過と尤度分布を観察すること
で，同定された値の尤もらしさを判断できる．また，

得られたパラメータ値と尤度分布をもとに，地盤や土

構造物の最終変形に関する分布を得ることができる． 
3) PFと数値シミュレーション（本文では，水～土連成
弾塑性FEM）とは相互参照はあるものの，計算はそ
れぞれに独立しているので，構成式やFEMプログラ
ムに制約を受けない． 

4) 施工過程で不確定なパラメータなどに関する重み分
布が得られ，その時点で出来高に関わる最終変形量の

とりうる範囲も推定できるので，土構造物の性能設計

に関する有用な手段となりうる． 

   
 
 
 

   
 
 
 

図―7 初期応力の同定結果（2パラメータ） 
(a) 観測誤差なし (b) 観測誤差あり 

(a) 観測誤差なし 

図―8 200日の初期応力の尤度分布（2パラメータ） 

(b) 観測誤差あり 
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図―9 圧縮指数の同定結果（3パラメータ） 

 
図―10 初期応力の同定結果（3パラメータ） 

 
図―11 K0値の同定結果（3パラメータ） 
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