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デューンー平坦床遷移に及ぼす圧力勾配の影響

The effect of pressure gradient on the dune-flat bed transition
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The effect of pressure gradient on the dune-flat bed transition is studied in terms of linear and weakly 
nonlinear stability analysis. We employ the Kovacs & Parker bedload transport formulal) extended to 
incorporate the effect of pressure gradient on the lee side of dunes proposed by Yamaguchi & Izumi2). 
The linear anlysis reveals that the critical Froude number is slightly increased due to the effect of pressure

gradient. The nonlinear stability analysis reveals that the effect of pressure gradient renders the bifurcation 
pattern at the dune-flat bed transition subcritical in the range of relatively large resistance coefficients. 
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1.は じめ に

デューン(砂 堆)と 呼ばれる河床波は,洪 水時に流量

の増減に応 じて発生 と消滅を繰 り返すが,そ の際,同 じ

流量下でもデューン と平坦床の二通 りの河床形態 が現

れることがある.山 口,泉3)お よび泉,山 口4)は,弱 非

線形安定解析 を行 うことによって,こ の原因の一つが,

デュー ン-平 坦床遷移時に現れ る亜臨界分岐である可能

性 を示 している.彼 らの解析が,Engelund5)やFredsoe6)

の用いた定勇断層近似 を用いた解析であったのに対 し

て,泉7)お よびIzumi8),Colombini & Stocchino9)は,よ

り開水路乱流 を精度良 く表す と考 えられている混合距

離モデルを用いた弱非線形安定解析 を行 ってい る.と

ころが,そ の結果に よると,抵 抗係数がかな り小 さい

領域 にな らない と亜臨界分岐は生 じないことが明 らか

となってお り,比 較的大きな抵抗係数 の領域 で河床形

態の二価 性が現れているGuy,Simons & Richardson10)

の実験結果 を説 明することはできないことになる.

本 研 究 で は,泉7)お よ びIzumi8),Colombini &

 Stocchino9)と 同様 に混合距離モデル を用いながら,さ

らにデ ューン下流 に発生す る剥離の影響 を取 り入れる

ために,山 口,泉2)がKovacs & Parkerl)の式 を基に提

案 した圧力勾配の影響を取 り入れた掃流砂量式 を用い

たデュー ンの弱非線形安定解析に よって,圧 力勾配が

デ ューン-平 坦床遷移 に与える影響 を明らかにす る.

2.逆 圧 力 勾 配 と流 れ の 剥 離

デュー ンはlower regime(常 流域)に おいて発生す

る河床波である.発 達 したデューンは下流側 に剥離を

伴 った非対称 な形状 を呈す るが,こ こでは比較的波高

の小 さい発達初期のデューンを考える.デ ュー ンのク

レス ト下流のように河床高が流下方向に低下 している'

順勾配の斜面上では,斜 面方向に働 く重力の影響 によっ

て掃流砂量が増加す る.一 方,デ ューンが発生するよ

うな常流の場合,ク レス ト下流では流速の減少 によっ

て圧力が上昇 し,逆 圧力勾配が発生する.こ の逆圧力

勾配は,流 れや砂粒子に対 し下流から上流に向かって

力 を及 ぼし,重 力 とは相反す る作用 を有 している.逆

圧力勾配の大 きさは減速の程度,ひ いては波高の大き

さによって決定 され る.波 高が大きくな り逆圧力勾配

が十分に大きくなると,逆 流 を伴 う明確 な剥離域が形

成 されるよ うになる.逆 にこのことは,波 高が小 さい

デューン発生初期 において も,逆 圧力勾配は波高 と同

程度の影響を持ち,単 純 に無視することはできない こ

とを示唆 している.つ ま り,逆 圧力勾配の影響がデュー

ンの波高程度の影響 を持つ とすれば,デ ューンの波高

を微小パ ラメー タとした線形安定解析では,た とえ発

生段階において も逆圧力勾配の影響を無視す ることは

できないことになる.

そ こで本研究では,Kovacs & Parker1)の掃流砂量式

を基に山口,泉2)が 提案 した圧力勾配の影響を考慮 した

掃流砂量式を用いて泉7)が行ったのと同様の弱非線形安

定解析 を行い,圧 力勾配がデューンー平坦床 遷移に及ぼ

す影響を明 らかにす る.

3.定 式 化

3.1支 配方程式

流れの概念図お よび座標系を図-1に 示す.開 水路内

の流れ はReynolds平 均(乱 流変動 に関するアンサンブ

ル平均)を 取った二次元Navier-Stokes方 程式を用いて
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図-1流 れの概念図と座標系

記述できる.そ の際,流 れの変動の時間スケール は河

床変動の時間スケール に比べ ると十分早いので,非 定

常効果は河床変化式でのみ考慮 し,流 れは定常 とみな

してよい(準 定常の仮定).こ の仮定を用いる と無次

元Navier-Stokes方 程式 は次のようになる.

(1)

(2)

(3)

ここでxお よびyは それぞれ流下方向および水深方向

の座標,Uお よびVは それ ぞれxお よびy方 向の流

速,Sお よびPは それぞれ平均河床勾配お よび圧力,Tij

(i,j=x,y)はReynolds応 力テ ンソルであり,既 に式(6)

に示すよ うな無次元化が施 されている.Reynolods応 力

テ ンソルは次式で表 され る.

(4a,b)

(4c)

またvTは 渦動粘性係数であり,次 式で表 され るもの と

仮定す る.

(5a,b)

ここでlは 混合距離,Zお よびRは それぞれ河床面(原

点)お よび対数分布則 で流速がゼ ロとなる点のy座 標

(以降,基 準面高 さと呼ぶ),Dは 水深 である.式(5)

の混合距離モデル は,平 坦な底面上の乱流を良好に表

現できることが判 っているが,こ こで取 り扱 っている

よ うな波状の底面に対 して も適用できるか どうかはよ

く判っていない.た だ し,本 研究で取 り扱っているの

は,河 床波 の波高が有限ではあってもあま り大 きくな

い弱非線形領域における河床波の分岐形態であるので,

式(5)が 近似的に成 立す るものと仮定する.ま た,こ こ

で考えている底面は 十分 に粗面であるので,粘 性底層

は 十分に薄 く,底 面の極近傍まで式(5)で 良好に表せる

ことが期待で きる.

上式 中の各変数に対 して,次 のよ うな無次元化が行

われている.

(6a)

(6b)

(6c,d)

ここで()*は 有次元の変数 を表 してお り,B*は 後述す

る掃流層上面のy*座 標,d*sは 粒径,Rsは 砂粒子の水

中比重(=1.65),λpは 空隙率である.ま たU*f0お よび

D*0は それぞれ平坦床等流状態における摩擦速度および

水深であ り,次 式が成 立す る.

(7)

ここでτ*b0は平坦床等流状態における底面勇断力である.

3.2Exner方 程式と掃流砂量式

河床 高の時間変化は次のExner方 程式で表 され る.

(8)

ここで Φは(Rsgd*s)1/2d*sで無次元化 した掃流砂量であ

る.掃 流砂量式は山 口,泉2)がKovacs & Parker式 を基

に圧力勾配の影響 を取 り入れた次式を用いる.

(9a)

ここで

(9b)

ま た θbお よ び θchは ρRsgd*sで 無 次 元 化 した そ れ ぞ れ 掃

流 層 上 面 で の 剪 断 力 お よ び 平 坦 床 に 対 応 す る 限 界 剪 断

力,φ は 底 面 の 勾 配 角,Pzは ピエ ゾ 圧 力,(),xお よび

(),yは そ れ ぞ れx微 分 お よびy微 分 で あ る.し た が っ て

Pz,x(R)お よびPz,y(R)は 基 準 面 に お け る そ れ ぞ れxお

よびy方 向 の ピエ ゾ圧 力 勾 配 を表 して い る.μcは クー

ロ ン の 動 摩 擦 係 数 で あ り,Kovacs & Parker1)に 倣 っ て

0.84と す る.

掃 流 層 厚 さhbはColombini11)に 倣 っ て 次 式 で 与 え る.

(10a,b)

ここで τrおよび τcはρU*2f0で無次元化 したそれぞれ基

準面高 さにお ける無次元剪断力および無次元限界勇断

力である.原 点を平均 高さ(砂 粒子の凹凸 をならした

高 さ)に 取れば,砂 粒子の最 も高い点はds/6と なる.

そこからhbだ け上に掃流層上面があるとすれば,掃 流

層上面高 さBは 次のよ うに表 される.

(11)

Colombini11)は,掃 流層厚 さは摂動 によって影響を受 け

ない と仮定 している.こ こでもそれに倣 って掃流層厚

さは摂動によって変化 しないもの とする.
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3.3境 界条件

水面お よび底面における境界条件は次のようになる.

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

ここでHは 水面高 さ(=D+R),uは 流速ベク トル(=

(u,v))で ある.ま たetsお よびens,etrお よびenrは それ

ぞれ水面における接線および法線方向の単位ベク トル,

底面にお ける接線お よび法線方向の単位ベ ク トルであ

り,次 式で与えられ る.

(17a,b)

(17c,d)

またTは 応力テンソルであ り,次 のよ うに表 され る.

(18)

次式で定義される流れ関数を導入する.

(19)

この とき,式(1)お よび式(2)は 次のよ うに書き直 さ

れ る.

(20)

(21)

上式か ら圧力Pを 消去 して次式 を得 る.

(22)

3.4座 標変換

次のよ うな座標変換 を導入す る.

(23)

上式の座標変換によって,河 床底面および水面での境

界条件の適用が容易になる.

4.線 形安 定解析

4.1摂 動展開

基本解に対 して摂動を与える.各 変数を次のように

展開する.

(24a)

(24b)

ここでAは 摂動の振幅を表すパ ラメータであ り,線 形

安定解析のスキームでは無限小 と考える.ま たc.c.は

直前の項の複素共役を表 し,α および Ω はそれぞれ擾

乱の波数お よび角周波数である.上 式を支配方程式お

よび境界条件に代入 して,0(1)お よび0(A)に ついて

整理する.

0(1)で は次のよ うな解が得 られ る.

(25)

(26)

0(A)で は式(20)お よび(22)か ら次のよ うな式が得

られ る.

(27)

(28)

ここで ρお よび £ はそれぞれ式(20)お よび(22)か ら

得 られる線形演算子である.

0(A)で は境界条件(12)-(16)か ら以下の式が得 られる.

(29a,b)

(29c,d)

ここでD=∂/∂ η,ま た式(14)は 常に成立す るため必

要ないことに注意す る.

流れ関数 Ψ1をChebyshev多 項式展 開を用 いて次の

ように展開す る.

(30)

こ こ で,Tnお よ びanはn次 のChebyshev多 項 式 お よ

び そ の係 数,ζ はChebyshev多 項 式 の 変 数 で あ り,そ

の 値 の 範 囲 は[-1,1]で な け れ ば な らな い.よ っ て 河 床

面(η=0)で ζ=-1,水 面(η=1)で ζ=1と な る よ う

に,ζ に 対 して 次 の よ うな 変 換 を 行 う.

(31)

式(28)を 次 のGauss-Lobatto点 で 評 価 す る.

(32)
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以上を整理す ると,次 のような線形代数方程式系が得

られる.

(33a)

ここで

(33b)

(33c)

(33d)

ここで は^ ηを ζに座標変換 した線形演算子である.L

は(N+1)×(N+1)行 列であ り,上 から1行 目および2行

目は水面にお ける境界条件(29a)お よび(29b)で あ り,

3行 目か らN行 目までは流れの方程式(28)をGauss-

Lobatto点 で評価 した ものであ り,最 後の2行 は底面に

おける境界条件(29c)お よび(29d)で ある.Lは 正則

であるので,式(33a)は 容易に解 けて次の ようになる.

(34)

したがって Ψ1お よびD1は 次のよ うに表 される.

(35a,b)

(36a,b)

すなわちいずれ も基準面高 さの摂動R1を 因数 として持

つ ことが分かる.

4.2掃 流砂の摂動展開

掃流砂についても同様に して以下のよ うに摂動展開

を行 う.

(37)

ここで Φは ΨおよびD,Rで 表 されることか ら,次 の

よ うに表す ことができる.

(38)

こ こ で ζbは η=B0に 対 応 す る ζ座 標 で あ り,Φ,Ψ0=

Φ,Ψ|Ψ=Ψ0およ び Φ,D0=Φ,D|D=1,Φ,R0=Φ,R|R=R0で あ

る.上 式 をExner方 程 式 に代 入 す る と Ω が 次 の よ うに

得 られ る.

(39)

結局,増 幅率 Ωは次のよ うな形に帰着できる.

(40)

図-2中 立 曲線 図(c-1=20,μc=0.84)

ここで,Fお よびCは それぞれFroude数 および抵抗係

数であ り,流 速を底面から水面まで積分 した次の式で

関係付け られる..

(41)

ここでU*a0は 基本状態 にお ける水深平均流速である.

4.3解 析結果

図-2は,こ こで行 った圧力勾配 を考慮 した掃流砂量

式 を用いた線形安定解析結果 を α-F平 面上に表 した

ものである.図 の実線が圧力勾配 を考慮 した場合 の中

立曲線であり,破 線は圧力勾配 を考慮 しないKovacs &

Parker1)の式を用いた場合の中立曲線である.図 中Ω>0

の領域がデューンの発生領域である.圧 力勾配の影響

によって,デ ューンの発生領域は波数 αお よびFroude

数Fの より大きい領域へ広がっているのが分かる.ま

た,デ ューン発生の臨界Froude数 お よびそれに対応す

る卓越波数の値が大きくなっている.

5.弱 非 線 形 安 定 解 析

5.1摂 動展開

増幅率展開法および多重尺度法を用いて弱非線形安

定解析 を行 う.Froude数Fを 臨界Froude数Fcの 近傍

で次のよ うに展開す る.

(42)

同時に遅い時間T1を 導入する.

(43a,b)

ここでT1はTが ε-2程度 になって初めて1の オーダー

になる,"ゆ っ くりと経過する時間"を 表 してい る.そ
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のとき時間微分は次のよ うに表 される.

(44)

各変数 を次のように展開す る.

(45)

上式 を支配方程式お よび境界条件 に代入 し,ε のオー

ダーで整理す ると,各 々のオー ダーの方程式系が得 ら

れ る.0(ε)で は,線 形安定解析で与 えた次式で表 され

るよ うな基本擾乱 を与える.

(46)

ここでE=exp[i(αcξ-Ωct)]で あ り,αcお よび Ωcは 臨

界フルー ド数に対応す る波数および複素角周波数であ

る.す ると0(ε2)お よび0(ε3)に お ける解はそれぞれ次

のよ うな形を有 していることが予想 され る.

(47)

(48)

式(45)-(48)を 式(20)お よび(22),(29)に 代入 して整

理する と,ε の各オーダー において次のよ うな式 が得

られ る.

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

こ こ で £jnお よ び ρjn(j=Ψ,D,R;n=1,2,3)

は そ れ ぞ れ ∠ノお よ び ρjに お い て Ω=Ωcお よ び

(F,α)=(Fc,nαc)と し た 線 形 演 算 子,Mijお よ びQij

((i,j)=(1,1),(2,2),(2,0),(3,1))は よ り低 次 の 解 か らな

る非 同 次 項 を表 して い る.

5.2数 値 解 法

線 形 安 定解 析 の とき と同様 に して,Chebyshev多 項 式

展 開 を 用 い た スペ ク トル コ ロ ケ ー シ ョン 法 で 解 く.Ψij

を 次 の よ うに展 開 す る.

(69)

上式を式(49)-(68)に 代入す ると,一 連の線形代数方程

式系が得 られ る.

0(ε)で は次式が得 られ る.

(70)

こ こ でa11=(a(ij)0,a(ij)1,…,a(ij)N,Dij)T,LnはLに お い

て Ω=Ωcお よ び(F,α)=(Fc,nαc)と した 行 列 を 表 し

て い る.上 式 は 容 易 に 解 け て 次 の よ うに な る.

(71)

よ っ て Ψ11お よ びD11は 次 の よ う に表 せ る.

(72a,b)

0(～)で は次式が得 られ る.

(73)

(74)

ここで

(75)

式(73)お よび(74)を 解 くと次のよ うになる.

(76)

(77)

よっ て Ψ22お よびD22,Ψ20,D20は 次 の よ うに 表 せ る.

(78a,b)

(78c,d)

0(ε3)で は 次 式 が 得 られ る.

(79)

ここで

(80)
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式(79)を 解 くと次の ようになる.

(81)

よ っ て Ψ22お よ びD22は 次 の よ うに 表 せ る.

(82a)

(82b)

掃流砂量 Φ はΨお よびD,Rと それ らの積であるの

で,Φ は次の ように表せ る.

(83a)

ここで

(83b)

(83c)

(83d)

(83e)

(83f)

上式 をExner方 程式(8)に 代入す ると εのそれ ぞれの

オーダーで次式が得 られ る.

(84)

(85)

(86)

式(86)がLandau方 程 式 で あ り,第 一Landau定 数 は 次

の よ うに 得 られ る.

(87)

5.3結 果および考察

表-1に 線形解析 より得 られた臨界Froude数 および

弱非線形安定解析 より得 られたLandau定 数を示す.表

-1は 重力 による局所勾配 の影響 を考慮 したKovacs &

Parkerの 式 を掃流砂量式 として用いた場合の弱非線形

安定解析結果であ り,表-2は 本論文で用いた圧力勾配

の影響 を取 り入れた掃流砂量式(9)を 用いた場合 の結

果である.表 を見 るとKovacs & Parker式 を用いた場

合(表-1)は 求め られた ランダウ定数 λ1の実部の値が

ほとん どのケースで負 の値であるのに対 して,圧 力勾

配 を考慮 した式を用いた表-2で はC-1=20お よび21

表- 1弱 非線 形 安 定解 析 結果(Kovacs & Parkerの 式 を用 い た

場 合)

表-2弱 非線形安定解析結果(圧力勾配を考慮した掃流砂量式

(9)を用いた場合)

のケースで λ1の実部が正となっているのがわかる.こ

の ことはKovacs & Parker式 を用い るとデュー ン-平 坦

床遷移の分岐形態は超臨界分岐であるが,圧 力勾配の

影響 を考慮す ると亜臨界分岐 となることを示 している.

6.実 験 結 果 との 比 較

Guyら10)が 行ったデューンの実験結果の うち,19<

C-1<21の 範囲のデータを泉 ら4)が再構成 した ものを

図-3に 示す.線 形安定解析 では,平 坦床 に対 し微小な

擾乱を与えることによって基本状態である平坦床の安

定性 を調べ るもので あることか ら,泉 ら4)は,線 形安

定解析の支配パ ラメータとしては,デ ューンが生 じる

前の平坦床 に対応するフルー ド数が適 当であることを

指摘 している.図-3中 のフルー ド数Fは,Guyら10)

が行ったデューン形成時の実験データを用 いて計算 さ

れた,デ ューンが形成 され る前の平坦床に対応 した フ

ルー ド数 である.ま たksは 水深で無次元化 した無次元

粗度高 さであ り,粗 度高 さは実測 された平均流速お よ

び水深,河 床勾配か ら逆算 したものである.

図を見る と,実 験データは明 らかに異なる二つのグ

ループに分けられることが分かる.一 つはks=0.1か ら

1の 間に位置す るデー タ群 であ りデューンに対応 して

いる.も う一つはks=0.01付 近に存在 しているデー タ

群であ り平坦床 に対応 してい る.そ して遷移域のデー
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図- 3Guyら10)の 実 験結 果 との比較.実 験 デー タ範 囲 は19<c-1<21,解 析 か ら得 られ た最 大 臨界 フル ー ド数 はc-1=20お よ

び21,m=2.5の ときそ れ ぞれFc=0.8304お よびFc=0.8522で ある

タがデューン と平坦床の間に存在 している様子がわか

る.こ こで注 目すべきはF=0.8～0.9の 範囲では同じ

Froude数 に対 してデューンと平坦床の二つの河川形態

が存在 していることである.こ れはF=0.8～0.9の 範

囲に二つの安定解(デ ュー ンと平坦床)が 存在 し得る

ことを示唆 している.

解析結果か らは,河 床形状抵抗の逆数C-1=20お よび

21の ときデューン-平 坦床遷移の分岐形態は亜臨界分岐

であることが明らかとなった.解 析か ら得 られる最大臨

界Froude数 は20<c-1<21の 範 囲で0.8304～0.8522

であり.実 験か ら推定される最大臨界Froude数0.8よ

り若干大 きいが,図-3に おいて同一Froude数 の下で

異なる河床形態が現れる事実は本解析結果を裏付ける

ものである.

7.結 論

河床波(デ ューン)の 形成時に見 られ るフルー ド数

と河床形態の二価性 を説明するために,Colombini11)が

用いた混合距離理論 とデ ュー ンの発生に伴って生 じる

圧力勾配の影響を考慮 した掃流砂量式を用いて線形安

定解析お よび弱非線形安定解析を行った.局 所勾配の

影響のみ を考慮 したKovacs & Parker式 を適用 した場

合 と比べて,デ ューン発生領域は波数 αお よびFroude

数Fが より大きい領域へ広がってお り,デ ュー ン発生

の臨界Froude数 お よびそれに対応す る卓越波数の値が

大き くなることが明 らか となった.弱 非線形安定解析

結果か らはKovacs & Parker式 を用い るとデュー ン-平

坦床遷移 の分岐形態は超臨界分岐 となるが,圧 力勾配

の影響を考慮す ると亜臨界分岐 となることが明 らか と

なった.こ の理論解析結果 はGuy10)ら の実験結果 と比

較 しても,良 好に一致す ることがわかった.
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