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Small-scale fluvial bed waves such as dunes and antidunes formed on river beds during floods
increase the bed resistance, causing rises in water levels. Therefore, it is important to obtain
detailed information on the conditions for the formation of bed waves. One of the purposes
of this study is to extend the existing linear stability analysis of the formation of small-scale

bed waves to the case with active suspended sediment transport. The analysis reveals that the
critical Froude number for the formation of dunes is reduced, and the dune formation tends to
be inhibited with increasing suspended sediment load.

Key Words: dune, antidune, linear stability analysis, suspended sediment

1.は じめ に

流量が大 き く変化 する状況下では,河 床形態は流量

の変化に応 じて複雑 な挙動を示すことが知 られている.

Froude数 が比較的小 さい とき,平 坦床は不安定であ り,

河床上はduneと 呼ばれ る河床波で覆われる.Froude数

がある値 を上回るとduneは 消滅 し,平 坦床かantidune

が現れる.duneは 下流側に勾配の急な斜面を有 してお

り,そ こで流れの剥離が発生するため,流 水 に対 して

大きな抵抗 となることが知 られている.duneの 形成 に

よ り河道抵抗の増加 とそれによる水位の上昇が生 じる

ため,duneの 発生条件 を精度良 く知 ることは河川工学

的にも重要な問題 である.

Colombini2)は 開水路の乱流モデル として混合距離仮

説を用い,独 自の掃流層モデルを導入す ることによっ

て,duneだ けでな くantiduneの 実験結果 まで良好 に

説明で きる河床波の線形安定解析 を提案 してい る.ま

た泉1)は,Colombini2)の 線形安定解析 を弱非線形領域

に拡張 し,あ る条件下ではdune-平 坦床遷移 が亜臨界

分岐で特徴付けられることを示 している.彼 らの研究

は,duneとantiduneの 発生領域 をより精密に再現 し,

その非線形安定性 まで明 らかに した点で画期的で はあ

るものの,土 砂の輸送形態 として掃流砂 のみ しか考慮

されてお らず,活 発な浮遊砂 を伴 う条件下 における小

規模河床形態の発生や遷移現象 に適用することはでき

ない.

本研究の 目的は,既 存のモデルに浮遊砂の移流拡散

方程式を導入す ると同時に,河 床高の時間変化式に浮

遊砂による河床変化の項 を導入す ることによって,浮

遊砂が活発に生 じる場合 に適用できる河床波 の線形安

定解析 を提案す ることである.解 析 によって,活 発 な

図-1流 れと座標系の概念図

浮遊砂が河床波の発生メカニズムにどのような影響を

与えるのかを理論的に明らかにする.

2.支 配 方 程 式

2.1流 れの方程式

流れの支配方程式はReynolds平 均を取った二次元の

Navier-Stokesの 運動方程式および連続の式である.移

動床現象で は,河 床変動の時間スケール と比較 して流

れの変動の時間スケールが十分 に早い.そ こで非定常

効果 は河床高の時間変化式でのみ考慮 し,流 れは定常

とみなす準定常の仮定が可能 となる.こ の仮定を用い

ると流れの方程式は次式の ようになる.

(1)

(2)

(3)

ここで飢およびyは それぞれ流下方向および水深方向

の座標,Uお よびVは それぞれxお よびy方 向の流

速,Sお よびPは それぞれ平均河床勾配および圧力,
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Tij(i,j=x,y)はReynods応 力 テ ン ソ ル で あ る.

混 合 距 離 仮 説 を用 い る とReynolds応 力 テ ン ソ ル は次

の よ う に 表 さ れ る.

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

ここで υTは 渦動粘性係数,lお よびD,Z,Rは それぞ

れ混合距離および水深,底 面高 さ,基 準面高さ(対 数

分布則で流速がゼロ とな る高 さ.図-1参 照)で あ り,

κはKarman定 数(=0.4)で ある.

また上式ではすで に次 のような無次元化が行われて

いる.

(9)

(10)

(11)

(12)

ここで(～)は 有次元の変数を表 し,Uf0(=　 )お

よびD0は それ ぞれ平坦床基準状態 における底面摩擦

速度お よび水深,dsは 河床材料の無次元粒径,ρ は水

の密度,gは 重力加速度(=9.8m2/s)で ある.

次のような流関数 ψを導入する.

(13)

流 関数 を用 いる と式(1)お よび(2)は 次の ように書 き

直され る.

(14)

(15)

上式か らPを 消去す ると次式が得 られ る.

(16)

ここで ▽2は ラプラシアンであ り次式で表 され る.

(17)

2.2浮 遊砂の移流拡散方程式

浮遊砂の移流拡散方程式は次のように表される.

(18)

上式では流れの支配方程式 と同様 に,準 定常の仮定 を

用いてい る.ま たFxお よびFyは それぞれUf0で 無次

元化されたxお よびy方 向の浮遊砂 フラックスであ り,

次式で表 される.

(19)

(20)

ここでCは 浮遊砂濃度であ り,υsは 浮遊砂粒子の沈降

速度である.ま た ここでは浮遊砂 の拡散係数は渦動粘

性係数 υTと ほぼ等 しいと仮定 した.

式(18)-(20)よ り浮遊砂の移流拡散方程式は次のよう

に書 き直 される.

(21)

また浮遊砂粒子の無次元沈降速度 υsはRubeyの 実験

式よ り次の ように表 され る.

(22)

ここでRpは 粒子Reynolds数 と呼ばれ る無次元パ ラ

メータであ り,以 下の式で表 され る.

(23)

こ こで υ は動 粘 性 係 数(=1.0×10-6m2/s)で あ る.

3.変 数 変換

水面および底面において境界条件の適用を容易にす

るために次のような変数変換を行う.

(24)

(25)

す るとxお よびyに 関す る微分 は次の ように変換 さ

れる.

(26)

(27)

ここで(),xはxに 関する偏微分 を表す.こ の変数変換

により境界条件 を適用する水面お よび底面はそれぞれ

η=1お よび η=0に 対応す る.
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また上式の変数変換を用いると,無 次元混合距離lは

次のように表される.

(28)
ここで(R-Z)/D<<1と して無視すると上式 は次の

ようにな る.

(29)

4.境 界 条件

水面および底面における流れの境界条件は次のよう

になる.

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

ここでUは 流速ベ ク トル(=(U,V))で あ り,ensお よ

びetsは 水面に対す るそれぞれ法線 および接線方向の

単位ベク トル,enbお よびetbは 底面 に対するそれぞ

れ法線 および接線方向の単位ベ ク トル,Tは 応力テン

ソルであ り,そ れぞれ次式で表 される.

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

同様に水面および底面における浮遊砂輸送の境界条

件は次のようになる.

(40)

(41)

ここでFは 浮遊砂 フラックスベク トル(=(Fx,Fy))で

あ り,Esは 浮遊砂 の巻き上げ速度である.巻 き上げ速

度にっいては様 々な式が提案 されてい るが,本 研究で

は,従 来の実験結果 を良好に表すことがわかっている,

泉,田 中,坪 井,伊 達3)が提案 した以下の式を用 いるこ

ととす る.

(42)

他の巻き上げ量式を用いると,解 析結果も定量的な影

響を受ける可能性があるが,そ れについては今後の課

題である.

5.掃 流砂の輸送

掃流砂量式 として,河 床の局所勾配の影響を取 り入

れた次のMeyer-Peter&Muller式 を用 いる.

(43)

ここで ΦおよびqBは それぞれ無次元お よび有次元の

掃流砂量,Rsは 水中比重(=1.65)で あり,掃 流層上面

(η=ηb)に おける無次元掃流力 θbおよび無次元限界掃

流力 θcは次式で表 される.

(44)

(45)

ここでBは 掃流層上面の高さ(図-2参 照),θchは 平

坦床における限界無次元掃流力(=0.047),μ は河床勾

配の効果を表すパ ラメータ(=0.1)で ある.ま た掃流

層上面での無次元勇断力Tbは 次式で表 され る.

(46)

Colombini2)に よ れ ば,掃 流 層 厚 さhbは 次 の よ う に

表 さ れ る.

(47)

(48)

ここでTrお よびTcは それぞれ基準高さにおける勢断応

力および限界勇断応力である.掃 流層の厚 さは摂動に

よって変化 しない.す なわちB-Rは 一定(B0-R0)

であるとする.そ の とき掃流層上面の位置 ηbは次の よ

うに表され る.

(49)

6.河 床高 さの 時間変 化

河床形状の時間変化は,浮 遊砂を考慮したExner方

程式で次のように表される.

(50)

ここで λpは空隙率,Esお よびDpは それぞれ浮遊砂

の巻き上げ速度および沈降速度であ り,次 のように表

される.

(51)

(52)
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図-2掃 流 層 の定 義2)

上式 を代入 し,(50)を 無次元化す ると,Exner方 程式

は次の ようになる.

(53)

ここで時間tは 次の無次元化 を行 っている.

(54)

7.基 本解

7.1流 れの基本解

安定解析の基本状態は平坦床等流状態である.基 本

状態では各パラメータは次のように表すことができる.

(55)

基本状態のとき流れの支配方程式は次のように単純

化される.

(56)

(57)

(58)

(59)

添字0で 表 されてい るのは基本状態 における解である.

境界条件は次の ようになる.

(60)

式(56)-(60)よ り次 の対数分布則が得 られ る.

(61)

上式 を η=0か らη=1ま で積分す ると抵抗係数Cr

が次の ように得 られ る.

(62)

ここでUa0は 基本状態にお ける水深平均流速である.

図-3砂 の粒径と原点および基準高さの関係

従来の開水路乱流での対数分布則を書き表すと次の

ようになる.

(63)

こ こで κsはD0で 無 次 元 化 した そ れ ぞ れ 粗 度 高 さ,m

は κs/dsで あ る.上 式 よ りy=mds/30の と きU=0

な の で,R0=mds/30と な る.通 常m=1～3の 値

を と るた め,.R0=ds/30～ds/10程 度 とな る こ とが わ

か る.本 研 究 で はm=2.5を 採 用 し,R0=ds/12と

し た.こ の とき 無 次 元 粒 径dsは 式(62)よ り以 下 の 式

で 表 され る.

(64)

通常の混合距離モデルでは,原 点近傍 における特異

性のために流速が急激に減少 し負に発散 してしまう.そ

のため,実 際の流速分布を適切 に表す ことは出来ない.

そこでy=0を 粒子の最上点 よりds/6だ け下(体 積平

均を とった場合の河床面)に 取 ることとする(図-3参

照).こ れによ り特異性を有す る層の厚 さは河床近傍

の ごく狭 い領域 に限 られ,そ の他の領域で は実際の流

速分布を再現で きると考え られ る.
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7.2浮 遊砂輸送の基本解

流れの基本解同様,浮 遊砂濃度分布の基本解を求め

る.平 坦床等流状態のとき式(21)は 次のように単純化

される.

(65)

こ こ で υT0は 次 の 式 で 表 さ れ る.

(66)

境界条件は次の二つである.

(67)

(68)

ここでCbは 底面近傍 における浮遊砂濃度である.平 坦

床等流状態では,河 床変動は生 じないため,浮 遊砂の

巻き上げ量 と堆積量は等 しい.し たがってCbは 次のよ

うに表 される.

(69)

(70)

境界条件の もとで,式(65)を 積分すると,平 坦床等流

状態の浮遊砂濃度分布 として次の ようなRouse分 布が

得 られ る.

(71)

8.線 形 安 定 解 析

8.1摂 動展開

先 に求めた平坦床等流状態 におけ る河床Zに 対 し,

Z=AZ1の 摂動を与える.そ れに合わせて各パ ラメー

タを次のように摂動展開す る.

(72)

ここでAは 摂動の振幅を表すパ ラメータであ り,線 形

安定解析のスキームで は無限小であ ると考 える.ま た

Z1お よびB1はR1と 等 しい ことに注意す る.

任意の摂動は,様 々な波数を持った正弦関数 あるい

は余弦関数の足 し合わせ で表され る.そ こで単一波数

に注 目し,摂 動を次のような指数関数で表 し,normal

mode analysisを 行 う.

(73)

ここで αおよび Ωは摂動の波数および複素角周波数で

ある.式(72)は 次の ように書 き直 される.

(74)

8.2流 れの摂動解

式(74)を 流れの支配方程式(16)お よび(14)に 代入

し,4の オーダーで整理すると,O(A)に おいて次式が

得 られ る.

(75)

(76)

ここで £φお よび1Pφ(φ=ψ,D,R)は 線形演算子であ

るが,具 体的な形 については省略す る.境 界条件(30)-

(34)(式(32)は 常に成立す るため不要)か らは次式が

得 られ る.

(77)

(78)

(79)

(80)

また式(76)お よび(78)か ら次式が得 られる.

(81)

ψ1をChebyshev多 項式展開を用いて次のように表す.

(82)

ここでTnはn次 のChebyshev多 項式,ζ は[-1,1]で

定義されるChebyshev多 項式の独立変数であ る.ま た

計算精度をあげるために次の変数変換を用いている.

(83)

これ ら を 支 配 方 程 式(75)に 代 入 した 後,次 のGauss-

Labatte点 に お い て 式 を 評 価 す る.

(84)

それ らを境界条件(77)-(80)お よび(81)と 合わせ ると

次の線形代数方程式系が得 られ る.

(85)

こ こで

(86)

(87)

(88)

上式中の はηをζに変数変換 した線形演算子を表して

いる.
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上式を解けば次のような解が得られる.

(89)

上 式 よ りa0,a1,…,aNが 求 ま り,式(82)よ り次 式 が

得 られ る.

(90)

(91)

8.3浮 遊砂輸送の摂動解

流れの摂動解同様,式(74)を 移流拡散方程式(21)に

代入す ると,O(A)に おいて次式が得 られる.

(92)

上式 は式(90)お よび(91)よ り以下のようにな る.

(93)

境界条件より次式が得られる.

(94)

(95)

こ こでCφ,Sφ,β φ(φ=ψ,D,R,C)は 線 形 演 算 子 で あ

る.

C1に つ い て も次 の よ うにChebyshev多 項 式 で 展 開

す る.

(96)

Gauss-Labatte点 で評価 し,境 界条件 と合わせ る次 の

ような式が得 られ る.

(97)

こ こで

(98)

(99)

(100)

上 式 を解 け ばb0,b1,…,bNは 次 の よ う に得 られ る.

b=K-1NR1(101)

した が っ て 式(96)よ り次 式 が 得 られ る.

C1(η)=C*1(η)R1(102)

(a)浮 遊砂項な し

(b)浮 遊砂項 あ り

図-4式(103)よ り得 られ る増 幅 率 Ωiの 中 率 曲 線 図.Rp=

10,-C-1r=20,---C-1r=22.×:C-1r=

20で のdune,〇:(C-1r=22で のdune,●:C-1r=

20で のantidune,◇:C-1r=22で のantidune.

8.4線 形安定解析

Exner方 程式(53)に 式(90)お よび(91),(102)を 代

入す ると,最 終的に複素角周波数 Ωは次 のような関数

形で求 まる.

Ω=f(α,Fr,Cr,Rp)(103)

ここで求め られた Ωの虚部 Ωiが,摂 動の増幅率 に相

当す る.
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9.結 果 お よ び 考 察

図-4,5,6に,α-Fr平 面上に描いた増幅率 Ωiの

中立曲線(Ωi=0)を 示す.Froude数 が小さい領域 と

大 きい領域 に摂動の増幅率が正 となる領域,す なわち

河床が不安定 とな る領域が現れてい る.前 者がduneに

後者がantiduneに 対応 している.

9.1既 存のモデル との比較

図-4(a)は 泉1)に よる掃流砂のみ を考慮 した既存の

モデル を用 いた場合 の中率 曲線であ り,図-4(b)は 式

(103)よ り求めた,浮 遊 砂 を考慮 した本モデルを用い

た場合の中率曲線である.い ずれもC-1r=20お よび

22を それぞれ実線および破線で示 している.ま た同時

にGuy,Simon and Richardson4)が 行 った実験 デー タ

もプロッ トしてある.こ こで,× および ○はそれぞれ

C-1r=20お よび22で のduneで あ り,● お よび ◇は

それぞれC-1r=20お よび22で のantiduneを 示 して

いる.

式(64)よ りC-1rの 増加 は無次元粒径dsの 減少を意味

する.× および●はC-1r=20,○ および ◇はC-1r=22

に対応 しているため,〇 お よび ◇が より粒径が小 さく浮

遊砂が活発な場合 に対応 している.す なわちGuyら に

よる実験結果では,粒 径が小 さくなるに したがいdune

およびantiduneが 発生するFroude数 の値 は減少 して

いることがわかる.し か し浮遊砂 を考慮 していない図-

4(a)で はC-1rが 増加 し粒径が減少すると,dune発 生領

域 は拡大 し,dune発 生の臨界Froude数 は増加 してい

る.ま たantidune発 生領域 もFroude数 の高い方向に

移動 してお り,実 験結果 と大き く異な ることがわかる.

活発 な浮遊砂 を考慮 した場合,duneの 発生領域 は小

さくな り臨界Froude数 は減少 していることが図-4(b)

よりわかる.一 方antiduneの 発生領域 はFroude数 の

値が低 い領域に拡大 している.以 上のことか ら,浮 遊

砂項の導入 によって実験結果が良好に表 され るように

なった.

9.2抵 抗係数Crに よる比較

図-5(a)お よび(b),(c)は それぞれRp=5お よび

10,20の 場合の図である.太 線,実 線,破 線,点 線はそ

れぞれC-1r=18,20,22,24を 示 している.

粒子Reynolds数Rpが 小 さい とき,C-1rの 増加 にし

たがいdune発 生領域 はFroude数 の小 さい領域 に移動

し,臨 界Froude数 も減少する.し か しRpが 大 きくな

るとC-1rが 増加 して も,dune発 生領域は波数の大きい

領域に移動するものの,臨 界Froude数 はほ とん ど変化

しないことがわか る.一 方antiduneの 場合,Rpが 小

さい ときの発生領域に大きな変化は見 られないが,Rp

が大 き くなるとC-1rの 増加 にしたがい臨界Froude数

が大 き くなる様子がわかる.

(a)Rp=5

(b)Rp=10

(c)Rp=20

図-5式(103)よ り得 られ る増 幅 率 Ωiの 中率 曲線 図.太

線 実線 破線,点 線 はそれ ぞれ(C-1r=18,20,22,24.
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(a)C-1r=20

(b)C-1r=22

図-6式(103)よ り得 られ る増 幅率 Ωiの 中率 曲線 図.実

線 破線 点線 はそれ ぞ れRp=5,10,20.

9.3粒 子Reynolds数Rpに よる比較

図-6(a)お よび(b)は それぞれC-1r=20お よび22

とした ときの図である.実 線,破 線 点線 はそれぞれ

Rp=5,10,20を 示 している.な お式(23)よ り,Rp=

5,10,20は それぞれ粒径ds=0.1,0.2,0.3mmに 対応

している.

Rpが 大 きくなるにしたがい,浮 遊砂の影響は小さ く

な り掃流砂のみを考慮 した既存のモデル とほぼ同様の

結果 が得 られ るこ とがわかる.こ れは河床材料の粒径

が大 き くなると,流 砂の輸送形態はほぼ掃流砂 のみ と

なるためである.ま たRpが 減少すると,dune発 生領

域は縮小 し,antidune発 生領域 は拡大 していることが

わかる.こ の ことより活発な浮遊砂はduneの 形成 を抑

制 し,antiduneの 形成 を促進 していると考 えられ る.

10.結 論

活発な浮遊砂が河床波の形成条件 にどのような影響

を与 えるかを理論的に解明するため,浮 遊砂の影響を

考慮 した線形安定解析を行 った.解 析の結果,得 られ

た成果は次の通 りである.

●浮遊砂が活発 に生 じるようになると,duneの 形成

を抑制 し,antiduneの 形成 を促進す る.

●C-1r=20～22付 近では,実 験結果を良好 に説明

できる.

●Rpが 大き くな るに したがい,掃 流砂のみを考慮 し

た既存のモデルに近づ く.
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