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In this paper, we develop a model to describe the anisotropic hyperelastic behavior of rubber
sheet reinforced by a textile fabrics of fiber. The isotropic part is modeled by the Mooney-
Rivlin model, and the anisotropic behavior is also modeled by using an invariant of the right
Cauchy-Green deformation tensor. In addition, we propose a simple reliability varification test
for shear behavior. A couple of numerical results shows a practical efficiency, but the results of
the validation using the proposed reliability test reveal limitations of the proposed model.
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1.緒 言

大都市圏で は廃棄物の最終処分場用地の確保が困難

であ り,ケ ーソン式護岸形式の海面埋立処分場の建設

が進 められてい る.隣 接す るケーソン間の遮水工 とし

ては,施 工性の良さ ・変形追随性 の両面 からゴム製止

水板構造が期待 されている.図-1に は,著 者 らが試作

中の止水板の概観 を示す.緊 急時には,耐 圧部中央付

近で ゴム破 断が先行 して起 こることを想定 し,後 に中

央部の ドーム状の緩み部が展開 し遮水性 を確保す ると

いったフェイルセーフの概念を取 り入れた遮水構造で

ある.こ の特徴 は,地 震時な どにおいてケー ソン間に

目地寸法 のずれが生 じた場合,ア スファル トマスチッ

クの 自己充填性 とゴム製止水板の形状変化 によりケー

ソンの運動に追従することにある.止 水板 に使用す る

ゴムは,平 織 り構造の織布 により強化 したものを予定

してお り,緩 み部の展開後の特性 までを評価す るには,

繊維破 断点 までの大変形特性 まで を精緻にモデル化す

ることが求め られ る.

ゴムをはじめ,生 体軟組織な どを含 むソフ トマター

の材料 モデル化では,超 弾性体の枠組 み1)2)3)が一定の

成功を収め,土 木の分野でも活用されはじめている4)5).

また近年で は,繊 維 を含 む複合材のモデル化 も盛んで

あ り,異 方性超弾性モデル6)へ と発展 してい る.こ こ

で,一 般的に複合材のマクロ的な特性評価法 としては,

均質化法 な どを用いた数値解析 的アプローチ と材料試

験 か ら材料パ ラメータを同定す る実験的 アプローチに

大別 され る.前 者は構成材料の力学特性 と空間的な幾

何学特性 を事前 に把握 さえ していれば,数 値的に材料

(a)海面処分場概観(b)止 水板の上面図

図-1緩 み部を持つ止水板構造

構成 モデルが構築で きることが特徴であ り,主 に材料

設計に役立て られ る.後 者 は,マ クロ的な材料モデル

を仮定 した上で,モ デル内のパ ラメータを実験結果 と

のキャリブレーシ ョンによ り同定するものであり,先 の

異方性超弾性モデル もこの一例 である.特 に後者のモ

デルは,構 造解析 における構成 モデル として使いやす

く実践的である.た だ し,多 数の同定すべきパ ラメー タ

を含む複雑 な構成モデルにおいては,限 定 した単純 な

材料試験のみか らパ ラメータを同定す ることは困難で

あ り,あ らゆ る応力パスに対 しても同定 したパ ラメー

タが有効であるのかを十分 に検証すべ きである.

本研究で対象 とす る織布強化 ゴムは,製 造 プロセス

上か らロットにより特性が大 きく変動す る.こ れは,ゴ

ム自身の材料特性の変動に加 え,織 布を構成す る繊維

の初期 テンシ ョンが製造 プロセスによ り変化 すること

に起因す るもの と考 えられ る.そ こで本研究で は,異

方性超弾性モデルを仮定 した実験 的アプローチにより,

各ロットごとのマクロ材料モデリングす る方針にし,そ
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の一連の手順 を確立す る.ま た,数 値解析結果 と実験

の比較 によ り精度確認を行 う.特 に構成モデルの特性

上,物 理的な意味の希薄な材料パ ラメータを多 く含む

ため,材 料パ ラメータ同定のために有効な材料試験法

を提示す ると伴 に,そ の手順 の確立 を目指す.た だ し

本研究では,静 的な単調載荷時の力学モデ リングのみ

を対象 とす る.

2.改 良 型 異 方 性 超 弾 性 体 モ デ ル

ここでは,Reeseら6)に よ り提案 された異方性超弾性

モデルを概説 した後,構 成モデルの解釈 と改良案を提

示す る.

2.1異 方性を含んだ超弾性モデル

ゴム材料 は特有な非線形弾性挙動 を示 し,し ば しば

Ogdenモ デルあるいはMooney-Rivlinモ デルな どの超

弾性体 としてモデル化 され る.本 研究では,右Cauchy-

Green変 形テ ンソルCの 不変量の関数 として表現する

構成モデルの一つであ る拡張Mooney-Rivlinモ デルを

基礎 とした異方性モデルを採用 した.

(1)

ここで,cijはMooney-Rivlin定 数であ り,I1(=C:

I),I2(=C:C)はCの 不変量であ る.異 方性超弾性

モデルでは,織 布に蓄 えられ る歪みエネルギ密度関数

Waniを 同様 に0の 不変量 により記述 し,全 体 の歪み

エネルギ密度関数は次式 により与 えられるもの とする.

(2)

Reeseら は次式によ り異方性 に関与す る歪みエネルギ

密度関数WORGaniを 与 えた.

(3)

Ki

,riは 材料定数であ り,先 のゴムに対応 したパラメー

タを含める と全部で19個 ものパラメー タを同定 しな く

てはならない.こ こで,I4～I7は,図-2に 示すように

平織 り構造 を定義する2方 向の単位 テンソルn1,n2よ

り定義される構造テンソル 、Mi(=ni○ni)を 用いて順

式により評価 され るテ ンソル不変量である.

(4)

上記のように歪みエネルギー密度関数がテンソル0

の不変量によ り表記 され るため,あ とは通常の超弾性

体の構成則における手順 に従 い0で 偏微分す ることで

第2Piola-Kirchhoff応 力　 が定義され,再 度

偏微分す ることで接線係数テ ンソル　 が評

図-2平 織り織布の繊維方向

価 され る.上 記のモデルを用 いた際の応力お よび接線

係数テ ンソルの具体的な中身は付録 にて整理 して記述

する.

2.2異 方性歪みエネルギ密度関数の改良

異方性 を考慮するために追加 された歪みエネルギ密

度関数 は構造テ ンソルを用 いて表記 しているが,無 変

形時にゼ ロとな る制約 が有 る程度で,標 準的な超弾性

体モデル と同様 にモデルの拡張が可能である.こ れま

での過去の事例や著者 らの経験か ら判断す ると,Reese

らのモデルの5項 目以降の項 は数値解析結果 に及ぼす

影響が小 さいため6),4項 目までに限定 して使用するこ

とにし,他 に追加すべ き項 を検討 した.

ここで再度,4項 目までの物理 的な意味を確認す る.

以下では,説 明の簡略化のため,n1=(1,0,0),n2=

(0,1,0)に 限定 して話 を進 める.こ の とき,14か ら16

までの項は順の ように右Cauchy-Green変 形 テンソル

の成分 と対応付 けられ る.

(5)

I4,I6は 各繊維方向への剛性 に関与す る成分,I5,I7は

主にせん断変形 に関与する成分であることがわかる.た

だし,I5,I7は 各糸方向への単純引張変形時においても

C2ii喋 は残るため,一 軸引張 り試験 において もCiiの2乗

に比例することに注意 しな くてはならない.以 下では,

式(3)の 第2,4項 がせん断変形にのみ関与す る項 とし

て限定 して利用す ることで,材 料パ ラメータの同定 を

容易にす るモデルへ と改良す る.

拡張Mooney-Rivlinモ デル(1)を 参考 に,同 定パ ラ

メータである指数定数 をすべて低順の整数値 に固定 し,

次式に よりひず みエネルギ密度関数WMODaniを 与 える

もの とす る.

(6)

はじめの6項 のパ ラメータは各繊維糸方向への一軸引

張 り試験 より同定 し,せ ん断変形 に関す る残 りのパ ラ

メータは別の試験結果か ら決定するとい う方針である.
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図- 3繊 維に作用する応力～ひずみ関係

以下にはその要点を説明す る.

各繊維軸方 向への一軸引張 り試験 では,せ ん断 に

関するパ ラメー タの影響 は小 さい もの と考 え,ks=

Ks1,Ks2=0.0と 仮定 し,応 力～ ひずみ関係 をカー ブ

フィッ トすることで,各 繊維軸方向に対応する6つ のパ

ラメータ(K11,K21,K31,K21,K22,K32)を 同定す る.そ

の後,Ks1,Ks2の 値は別途実施するせん断特性試験か ら

同定する.

2.3繊 維圧縮時の取扱 い

図-3に は,繊 維の応力～ひずみ関係の模式図を示す.

繊維は引張 りには耐力 を示 し,圧 縮 時にはす ぐに座屈

してしまい抵抗力が働かない.こ のため,繊 維方向に

圧縮変形が作用 した際 には,異 方性 ひずみエネルギ密

度関数を強制的にゼロ とすることで剛性が消滅するこ

とを表現す る.こ こで,繊 維方向への変形 はI4,I6に

より評価 できるため,式(6)内 の各係数を順のよ うに

修正すれ ばよい.

(7)

ここで,Iiは 次式 にて与え られ るバイナ リ関数 として

定義す る.

(8)

本研究 では,上 記の構成モデルを商用FEMソ フ ト

ウェアMSC.Marcの ユーザ定義関数Hypela2を 用いて

実装 し,有 限変形有限要素解析を実施 した.

3.簡 易 検 証 用 実 験

すべての材料パ ラメータ同定 には,前 述の ように各

繊維方向への一軸試験 に加 え,せ ん断試験 に対応す る

実験が必要不可欠である.本 研究で対象 とす る織布強

化ゴムは,織 布を2枚 のゴムシー トで挟んだ後,ホ ット

プレス加工 により薄片状シー トとして一体化 されるた

め,薄 片の まま簡易的 に試験することが望ましい.こ

図-4重 錘式引張り試験

図-5検 証用変数の設定

こでは,シ ー ト状の ゴム試験片か ら容易 にせん断特性

を把握可能な試験法を提示 し,変 形状態 を表す形状 に

対す る再現性か ら計算誤差 を評価 し,構 成式の有効性

を検証す る.

3.1円 孔板の重錘式引張 り試験の利用

円孔板 には孔周辺 に応力が集中 しやす く,変 形時に

は円の形状変化 が顕著 とな る.特 に,繊 維の配置方向

によってはせん断変形が生 じ,円 の形状が大 きく歪 む.

この特性を活か し,主 に円の形状変化を誤差 と定める

ことでせん断 に関与す る材料パ ラメータの同定 を試 み

る.こ こで,図-4に 示す重錘式の引張 り試験 を採用 し

たのは,水 平方向への変形の拘束がないため,異 方性の

影響による形状変化がよ り増幅 され るためである.一

方,水 平方向変位 を拘束 したまま,鉛 直方向へ強制変

位 を与 えることで一軸 引張 り試験 を行 うと,孔 周辺 に

のみ過剰な変形 が集中することによ り面外方向に捲れ

上が る現象1)(幾 何学的非線形 に伴 う分岐現象)が 生

じて しまうため,材 料試験 としては不適切 となる.

3.2形 状変化による誤差指標

試験 の結果,図-5に 示す ように板下端が右へ移動 し,

孔の形状 も右に回転 した楕 円状になるもの とす る.こ

の とき,2方 向の軸長 と軸の回転角度を画像計測 し,こ

の実測値(l1exp,l2exp)と 対応 す る計算値(l1sim,l2sim)
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Step0.:ゴ ム特性 パラ メー タの同定C10,C01,C11,C20,C30

Step1.:各 繊維軸 方向の剛 性パ ラメー タ同定K1i,K2i,K3i

Step2.=異 方 性モ デルの検証用 試験

図- 6パ ラメータ同定手順 まとめ

との差を誤差指標 として定める.

3.3パ ラメータ同定手順 のまとめ

最後 に,こ れまでに説明 したすべての材料パ ラメー

タの同定手順 をま とめる.図-6に は一連のフローの概

念図を示す.以 下 にはその補足説明 を加 える.

Step0.:ゴ ム特性パ ラメー タの同定

(C10,C01,C11,C20,C30)

Step1.:各 繊維軸方向の剛性に対応するパ ラメー

タの同定(K1i,K2i,K3i)

Step2.:円 孔板の重錘式引張 り試験 による検証

(必要であれば,せ ん断パ ラメータKsを 調整)

以上の手順に従 えば,全 部で12個 のパ ラメータが比

較的容易 に同定できる.上 記手順の妥当性,お よび提

案す る構成モデルの精度は順節の適用例 にて検証す る.

4.適 用 例

適用例 として,6,6-ナ イロン繊維により平織 りされた

織布 によ り強化 した ゴムを用 いた.平 織 り構造の縦糸

は横糸に比べ繊維 を高密度で使用 している.具 体的な

諸量は表-1に まとめて示す.こ こで,表 中の構成糸の

単位dtex(デ シテックス)は,長 さ10,000mで の質量が

1gと なるときの糸の太 さを示す.ホ ッ トプレス加工後

の強化ゴムの平均厚 さは2.5mmで あった.以 下では,

上記の手順で生成 した強化 ゴムシー トか ら各試験 片に

切 り出 し,前 節で示 した手順 により材料物性値 を同定

する.ま た,別 の角度に織布 を配置 した円孔板重錘試

験の数値計算結果によ り,提 案する構成 モデル,お よ

びパ ラメータ同定手順の有効性 を検証す る.

表-1織 布の材料物性値

4.1(Step0)ゴ ム特性パ ラメータの同定

ゴムに関与するパラメータ同定のために,JIS K 6251

に準拠 し,JIS3号 ダンベル試験片 を用い,引 張 り速度

500mm/min,試 験温度23℃ の環境で引張 り試験 を実

施 した。ダンベル試験片寸法および標線間隔を図-7に

示す.

図- 8に は試験結果 より与えられた公称応力～公称ひ

ずみ関係を示す.同 図にはMSC.Marcの カー ブフィッ

ト機能 により同定 したパ ラメー タを用 いた際の計算結

果 を併せて示 している.同 定パラメータを表-2に 示す.

今回使用 したゴムの応力～ひずみ関係においては,高 ひ

ずみ領域(100%以 上)に おいても非線形性が弱 く,高 次

の項は不要である結果 となった.低 ひずみ領域(30%程

度まで)を 除 けば,十 分な精度で再現 されている.

表-2ゴ ム特性パラメータの同定値(単 位:MPa)
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図- 7JIS3号 ダ ンベル試験片

図- 8ゴ ム一軸状態の応力～ひずみ関係図と同定結果

表- 3各 糸 方向パ ラメータ同定値(単 位:MPa)

4.2(Step1)各 繊維軸方向の剛性に対応するパラメー

タを同定

ゴム引布試験 は,JIS K 6404-3に 準拠 し,幅30mm

×長 さ450mm× 厚 さ2.5mmの 短冊状試験 片を用い,

引張 り速度200mm/min,試 験温度23℃ の環境で実施

した。なお,試 験片中央に標線100mmを 設け,標 線間

隔をレーザ変位計 にて計測 し,図-9,10に 示す一軸試

験 の公称応力～公称 ひずみ関係 を得た.な お,短 冊状

試験片 は織布 の縦糸方向n1,横 糸方向n2に 切 り出 し,

各試験片 に対 して3回 の試験 を実施 した.

先 に同定 したゴム特性パ ラメー タを用 い,異 方性パ

ラメータを同定 した.ま た,せ ん断に関与す るもの と

思われるパラメータはks=0.0と して暫定的な値 を用

いてい るため,順 節の円孔試験 により修正値を検討す

る必要が ある.

ここでは,同 定においては各方向について3次 の項

図- 9引 布試験による応力～ひずみ関係と同定結果

(縦糸方向)

図-10引 布試験による応力～ひずみ関係と同定結果

(横糸方向)

までを用 いる場合 と,2順 の項のみによ りカーブフィッ

トを実施 した2ケ ースの結果 を比較 する.表-3に 同定

されたパラメータの一覧を示す.ま た,同 定結果は先に

示 した図-9,10に よる実験結果 と比較 してい る.自 明

ではあるが,3次 までの複数の項があればカーブフィッ

トの精度が格段 に増す.た だ し,2次 の項のみを使用 し

た場合 に比べて格段 に数値不安定性 が顕著 とな り,こ

の ままのパ ラメータを用いて次節 に示す円孔板の計算

が実施不可能であった.特 に,3次 の項の追加が不安

定性 を招いてい る.近 年,異 方性超弾性モデル におい

て は追加する項のそれぞれに凸性 を満足 させ る多凸性

の歪みエネルギ密度関数7)8)が提案 されてい るよ うに,

安易に項を追加 するのではな く,再 度,構 成モデル と

しての安定性 を満足する明確な指標 を確立する必要が

あることを促 す結果 となった.

また,図-9,10に は,異 方性材料パ ラメータは変化

させず,表-2に 示す ゴムに対応す る材料パ ラメータを

2倍,5倍 と増加 した ときの結果 も併せ て示 している.

これは,ホ ッ トプレス加工 において ゴム と織布 を一体
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図-11重 錘式引張 り試験片

化 させ る際 に,繊 維軸方向以外にも等方的な剛性 も増

加するもの と想定 したためであ る.な お,本 モデルの

参考 としたReeseら の論文においても,複 合材におけ

る母材のパ ラメー タを増加 させ るといった修正を施 し

ている.今 回使用 した織布強化 ゴムの繊維方向への引

布試験 においては,母 材であるゴムの物性値を5倍 ま

で変化 させても,大 した差異はみられない.こ れは,ゴ

ム単体 の応力～ ひずみ関係 と織布強化 ゴムの応力～ひ

ずみ関係 の比較か らも容易 に推察 され るように,構 成

式において,ゴ ムの剛性 に比べて繊維の剛性に関す る

寄与率 が2オ ーダーほ ど低 いためである.ゴ ムに関す

る物性値の影響 については,順 節の計算例 を基 に再度

考察 を加 えることにす る.

4.3(Step2)円 孔板の重錘式引張 り試験による検証

図-11に 示す円孔板 を用 い,重 錘式引張 り試験 を実

施 した.本 構成モデルの特徴 は,織 布 を回転 させたい

方向へ単位方向ベク トルn1,n2を 設定すればよい.こ

こでは,前 節に同定 したすべての同一のパ ラメータ(軸

方向パ ラメータ(注:2次 の項のみ),せ ん断方向パ ラ

メー タks=0.0,ゴ ム同定パ ラメータ)を 用い,横 糸

を鉛直方向か ら時計向きに30°,45° 回転 させて配置

した際の試験結果 の再現性 を検証す る.ま た前節 と同

様 に,ゴ ムに関す るパ ラメータについては,同 定 した

値 に加 え,す べてのパ ラメータを単純 に2倍,5倍 と

増加 した際の結果を示す ことで,織 布強化 による等方

性 に関す る剛性の変化 について検討す る.

重錘 は3段 階(335N,630N,927N)に 設定 し,各 段

階において軸長 とその回転角を画像か ら計測 した.試

験片 には画像計測の補助のために,10mm間 隔で白線

を付 している.図-12に は軸長の計測値 と計算値 を比

較 す る.せ ん断方向パ ラメータksに 関す る項 は用 い

ていないものの,実 験 の傾 向は十分 に捉 えられている.

また,ゴ ムに関す るパ ラメータを仮想的に増加 した場

合,前 節 における繊維軸方 向の一軸試験 では影響が少

なか ったが,図-12に 示す円孔板の荷重 と変形量の関

(a)横 糸30°回転

(b)横 糸45°回転

図-12軸 長 変化の比較

係においては,非 常に大きな差が生 じてい る.な お今

回の例では,ゴ ムの同定パ ラメー タを2倍 程度 に増加

す ると,実 験 と比較的良い一致 を示 していた.こ れは,

この異方性構成式が繊維方 向にのみ剛性を増加 させ る

といった特徴 か ら,等 方的な剛性の増化は表現できな

い ことに起因するもので あり,繊 維軸方向のみの材料

試験 による材料物性値の同定では確認で きない事実で

あった.

図-13に は,ゴ ムに関する材料パ ラメータの同定値

を2倍 にした際の変形図(重 錘927N時)を 示す.メ ッ

シュ図 と実験の標線の変形パターンはほぼ全領域で比較

的良好な一致を示 している.ま た同図では,von-Mises

応力分布のコンター図を示 している.両 計算結果 ともそ

れぞれの繊維糸方向に応力集中部が見 られてお り,物 理

的にも妥当な結果が与えられているもの と判断できる.

最後 に,暫 定的に0.0と して設定 していたせ ん断パ
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(a)横 糸30°回転

(b)横糸45°回転

図-13計 算結果 と実験 の比較

ラメータksに 関す る項を追加する と,前 節で も述べた

数値不安定性が顕著 とな り計算不可能であった.今 後,

さらに高精度な材料 モデルを構築す るには,軸 変形だ

けでな くせん断変形 についての再現性 を検証す ること

が不可欠であ り,多 凸性 ひずみエネルギ密度関数 な ど

安定な構成式へ と転換することが賢明であると考 える.

5.結 言

今後 のゴム製止水板の構造強度解析 に向け,織 布

強化 ゴムのマ クロ的な材料特性評価のために実験 的ア

プローチを採用 し,そ の簡易的な検証用試験 を提示 し,

精度検証 を実施 した.異 方性超弾性モデルはこれまで

にも数多 く提案 されているが,数 値解 としては仮想的

な数値実験 に留まってお り,具 体的な検証方法あるい

は物理的意味の希薄な材料パ ラメー タの設定方法が欠

如 してお り,実 用的なハー ドルが高かった.本 研究で

は,パ ラメー タ数の減少のためにも必要な項 を選定 し,

段階的に材料パ ラメータを設定 する方針を とった.本

数値実験 を通 して明白 となった事実 と今後の課題 を以

下に列挙す る.

・提案す る円孔板の重錘試験では,一 つの試験片 よ

り多 くの幾何学的特性 を評価可能であ り,複 雑化

す るパ ラメータ同定 に有効 となる.

・異方性超弾性モデルの材料パ ラメータ同定および

その検証には,軸 方向の一軸試験だけでは不十分

である.

・異方性歪みエネルギ密度関数の項を限定した簡易

的なモデルでも,工 学的には有効な数値解を示す.

・現在,不 変量記述される異方性歪みエネルギ密度

関数の項の設定方法は多様化 しているが,選 定如

何によっては数値不安定性が顕著 となる.多 凸性

型の関数7)8)などより安定 した構成モデルの導入が

望ましい.

・織布強化ゴムにおいては,繊 維方向以外にも等方

的に剛性が増大している可能性があり,等方性に関

する材料パラメータをゴム単体の物性値よりも大

きめに設定すると数値解が改善される傾向にある.

・物理的にも明白なせん断特性項の設定が,解 の精

度向上のためにも必要である.

今後,前 述 した課題を克服し,よ り実践的な異方性超

弾性モデルへと発展することが望まれる.ま た,止 水板

の設計においては,こ れらの静的弾性体の力学モデル

の結果を活かし,動 的な繰 り返し挙動の再現に向けた

粘性 ・繰 り返し損傷モデルへ と発展させる予定である.
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付録I不 変 量形 式 の超 弾性 モデ ル にお ける

応力 と接 線係 数評価 の一 般 的記述

右Cauchy-Green変 形テンソルCの 不変量の関数

として表現する超弾性構成モデルでは,2階 の単位テ

ンソルIとCと その逆テンソル(C-1か ら第2Piola-

Kirchhoff応 力Sが 評価できる.

(I.1)

ここで各定数は使用する歪みエネルギ密度関数により

異なる値を取 り,次 式にて設定される.

(1.2)

ここでI3は ヤ コビアンJの2乗 で与え られるCの3

順不変量である.接 線係数Cも 同様に次のように記述

できる.

(1.3)

ここで,○,◎ はテンソル積であ り,IIは4階 の単位 テ

ンソルである.各 係数 は順 のように与 えられ る.

(I.4)

参考 までに,ひ ず みエネ ルギ密 度関数 として拡張

Mooney-Rivlinモ デル(1)を 用いた際の係数 の一覧を

表-4,表-5に まとめて示す.こ こまでの式の展開の詳

細 は文献9)に 委ねる.

表-4応 力評価に使用する係数一覧

表- 5接 線係数評価に使用する係数一覧

(2008年4月14日 受付)
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