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密度と拘束圧依存性を考慮した砂の構成モデルの検証

An evaluation of a constitutive model with account for density and pressure dependencies
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The elasto plastic model proposed by Li and Dafalias(2000) was used for the simulation of the

behaviors of sand along various loading paths. Li and Dafalias model includes density and pressure

dependencies using the state parameter:ƒµ=e-ec' where ec is the reference void ratio on

ec-log p at the critical state. The model performance along various loadings paths were

examined with an emphasis on the evolution of the state parameter, which includes stain ratio

constant paths and those simulating the behavior of gentle slopes subjected to the inflow of pore fluid.

The conventional stability conditions of the model along various loading paths were evaluated and

discussed by using the state parameter. The effect of initial anisotropy was introduced into Li and

Dafalias model through the modified stress method. The performance of Li and Dafalias model

was found to be satisfactory, though some modifications are necessary for better simulations.
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1.ま えがき

地震時の飽和砂地盤の液状化現象や緩斜面の流動現象

などを一つの構成モデルで表現しようとする試みは数多

くの研究者によりなされているが、いまだ十分なレベルに

は達していない。多くのモデルは、密度依存性としては初

期間隙比にのみ依存する定式化を行い,変形中の間隙比の

変化を考慮することができない。また、繰 り返し載荷によ

り有効拘束圧が減少すると共に,砂の基本的挙動が変化す

るという有効拘束圧の変化の影響を表現できないモデル

を使用している。このことは信頼性の高い液状化解析を行

う上での障害の一つ となっている。

本研究では、砂のような粒状体の挙動を表現する目的で

提案された数多くのモデルのうち、Li & Dafalias(2000)1)が

提案したモデルについて、その基本的な応力 ・ひずみ関 係

と安定性の検証を行う。また,初 期異方性の影響の表現を

試みる。Li&Dafaliasモデルの特徴は、有効拘束圧および

密度依存性を比較的簡単な関係式で表現することにある。

せん断変形が卓越した状態で、せん断応力の変化もダイレ

イタンシーも生じない極限状態(Clitical state)の存在を仮定

し、極限状態での間隙比と有効拘束圧の一意的な関係を利

用して、状態変数Ψ(Been and Jeffries(1985)2)を定義する。

その状態変数Ψに塑性係数,ダ イレイタンシー係数が依

存するという定式化を行うことにより、密度および有効拘

束圧依存性を簡潔に表現している。

Li & Dafaliasモデルにおいては、せん断変形中において

も、ダイレイタンシーや有効拘束圧が変化したときには、

その変化を取り入れて上記係数を更新している。このこと

により、砂のような粒状体が示す様々な挙動の表現を可能

としている。

砂の挙動が密度と有効拘束圧に依存することを表現す

るためのモデルは数多く提案されている。(例 えば 星川

ら(1998)3),Wan and Guo(1999)4))その中で,理 解しやす

く単純な形式で密度および拘束圧依存性を表現している

Li & Dafaliasモデルを検証の対象とした。

本論文では、まずLi & Dafaliasモデルを簡潔に紹介した

後、様々な載荷条件での応力ひずみ挙動を検証する。対象

とした載荷条件は、側圧一定3軸 圧縮試験、側圧一定非排

水3軸 尉験、せん断ひずみ増分と体積ひずみ増分の比を一

定(θ 一定試験と呼ぶ)と する試験である。θ一定の載荷

条件では、膨張経路において非排水条件よりも小さなせん

断応力でピークを示した後,大 きなせん断変形が発生する

ことがわかる。また,せ ん断応力が一定で強制的に膨張を

受ける場合の計算も行っている。飽和した砂の場合には、

ダイレイタンシーと間隙水圧が密接に関係するために、応
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力ひずみ関 係は、硬化、軟化を示 した後、再び硬化するよ

うな特異な挙動を示す。Li&Dafaliasモ デルは、このよう

な特異な挙動が表現できることを示す。さらに、モデルの

安定性を検討するために、4つ の便宜的な安定性の規準を

設け、要素挙動 としての安定性について詳細な検討を行っ

ている。さらに,修 正応力法を用いて初期異方性の導入を

行い,そ の異方的挙動について検討 している。

Li&Dafalias(2000)モ デルは、単調載荷時の3軸 圧縮

条件での挙動をモデルの対象 としている。その後,応 力比
一定載荷経路での塑性変形を考慮 した二重硬化モデルへ

の拡張お よび繰 り返 し載荷挙動への拡張(Li(2002)5)),

異方 性の影響の導入 と主応力軸の回転を含む非比例負荷

経路への拡張(Li and Dafalias(2004)6))がなされている。その

後のモデルの発展も視野に入れながら,Li&Dafaliasモ デ

ノしく2000)の検証を行 うこととする。本論文では,応 力,ひ

ずみ ともに圧縮を正 とする。

2.Li and Dafalias(2000)モ デノΨの簡潔 な紹介

Li and Dafalias(2000)モデル(以 下,LDモ デル と略記す

る)に ついて,必 要最小限の範囲で簡潔に紹介す る。最大

の特徴は状態変数Ψ を導入 して,密 度 ・拘束圧依存性を

表現 していることである。

状態変数 Ψは,限 界状態における間隙比 と有効拘束圧

の問に一意的な関 係を想定 し,あ る拘束圧に対 して現在の

間隙比eと 限界状態の間隙比ecの 差として,次 式でΨが

与えられる。

(1)

ここに,er,λ 。,ξはe一 ρ'面における限界状態線を特徴

づける材料定数である。式(1)よ り間隙比が増加(減少)する

とΨ が増加(減 少)し,有 効拘束圧が増加(減 少)す る

とΨ が増加(減 少)す ることがわかる。図-1に,状 態変

数 Ψ,限 界間隙比と有効拘束圧の関 係を示す。Ψ>0は

相対的にゆるい状態,Ψ<0は 密な状態を示 している。Ψ

の値が大きくなるほど,負 のダイレイタンシーが発生 しや

す く,せ ん断抵抗は小さくなる。3軸 圧縮状態は円柱供試

体に対 して,軸 応力σa,半径方向応力σrが作用している。

応力{σa,σr}よ りも,不 変量表示に近い応力表現{q,p'}

と,それに仕事共役なひずみ増分{dγ,dεν}が用い られる

ことが多い。 これ らの量は次式で定義 される。

(2)

せん断挙動に対しては,降伏条件として応力比一定条件

を用いて,次 式で与える。

(3)

ここに,η は硬化パラメータである。

負荷条件 五は次式で与えられる。

図-1状 態 変 数Ψ とec-(p'/pa)ζ 関 係

(4)

ここに,Kpは 塑性孫数である。ダイレイタンシー係数を

d*=(dεpν/dγp)と 定義 して,塑 性ひずみ増分はよ 式(4)

を参照 して,次 式で定義 される。

(5)

弾性関係は等方弾性とし,体積圧縮弾性係数をK,せ ん断

弾性定数をGと するとdγe=dq/3G,dεeν=dp'/Kで 与

えられる。さらに,全ひずみ増分を弾性ひずみ増分dεeと

塑性ひずみ増分dεpの 和として与えるとき,塑 性負荷状

態のときの全ひずみ増分と応力増分の関係は次式で与え

られる。

(6)

式(6)の逆関係式は,実 際に式(6)の逆行列を求めるか

あるいは,弾 性関係式にひずみ増分の線形和を用いて,次

式が得られる。

(7)

式(7)に式(5)を代入 して,dq,dp'に ついて整 理すること

により,次 式のように求められ る。

(8)

ここに,h(L)=L(L≧0),h(L)=0(L<0)と い う演算

を示す。負荷状態でのみ,弾 塑性マ トリックスとなる。

弾性定数GとKは,密 度および有効拘束圧依存性を考

慮 し,次 式で与えている。
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(9)

ここに,vは ポアッソン比で定数 としている。式(9)におい

て,e,p'は 変数 と考えているので,載 荷中にe,p'の 変

化があれば,G,Kは 変化することになる。弾性挙動がそ

のときどきの状態に依存す るという意味で,亜 弾性体 とし

ての定式化を行っている。亜弾性体としての定式化は,弾

性領域内(も し存在すれば)で の閉じたループの載荷経路

を与えると,エ ネルギーの生成や散逸を生 じ,熱 力学の第

2法 則に反することにな り,理 論的には問題のある定式化

である。 しか し,多 くの数値計算において影響は小さい。

塑性係数Kは 次式で与えられる。

(10)

M,h1,h2,nは 材料定数である。この式 より,Ψ が負(正)

であるとき,塑 性係数Kが0と なる応力比は高 く(低 く)

なることがわかる。すなわち,応 力比 ・ひずみ関 係のピー

ク時の応力比は高く(低 く)な る。

LDモ デルの塑性係数は,標 準的な弾塑性モデルの定式

化で行われ るように,適 合条件の結果として与えられ るの

ではなく,式(10)の 関数形を先に定めている。適合条件式

は,(df=dq-(dηp'+ηdp')=0と な り,こ れ は 式(4)

の変換の際に利用されている。

ダイレイタンシー係数d*は 次式で与えられる。

(11)

d0,mは 材料定数である。この式より,Ψ が負(酌 である

とき,ダ イレイタンシー係数d*が0と なる応力比は低く

(高く)な ることがわかる。すなわち,変 相線 を示す応力

比は低く(高 く)な る。

LDモ デルは,応 力比一定条件で降伏条件を与え,応 力 ・

ダイ レイタンシー関 係式により,塑性体積ひずみ増分を求

める砂の標準的な弾塑性モデル(例 えばVadoulakis and

Su1em(1995)7)に 詳 しい)と,定 式化の順番は異なっていて

も,本 質的には同じモデルである。 しかし,塑 性係数K

とダイ レイタンシー係数d*に 状態変数 Ψ 依存性をもた

せることによって,以 下の章において検討するように,多

様な挙動の表現を可能としている。表-1に,本 研究で用

いたLDモ デルでのパラメータの値を示す。

3.様 々な経路における挙動

LDモ デルに対 して,様 々な載荷経路における応力 ・ひ

ずみ関 係,ダ イ レイタンシー挙動,有 効応力経路,状 態

変数レ とダイ レイタンシー係数 が,応 力比ηの挙動に

ついて数値シミュレーションを行い,LDモ デルの特徴を

表-1Li and Dafaliasモ デ ル のパ ラ メー タ

把握する。対象とした載荷経路は,側 圧一定排水3軸 圧縮

試験経路,側 圧一定非排水3軸 試験経路,ひ ずみ増分比一

定試験経路,せん断応力一定・体積ひずみ増加経路である。

3.1側 圧一定排水3軸圧縮試験経路

この経路では,側 圧σ,は一定である。軸ひずみdεaを

一定速度で与え,軸圧σa,と体積ひずみε
νの変化が結果と

して与えられる。この経路では応力の間にdq=3dp'の

関係が必ず成立することより,式(8)より,

(12)

が得られる。ここに,Eijは 式(8)のij成 分を表現 している。

式(12)を式(8)に代入 し,dq,dε ν,dp'を 次式のように求め

ることができる。

(13)

図-2(a),(b),(c)は,初 期 有 効 拘 束 圧p'0=200kPaの も

とで,初 期 間 隙 比e0を,0.930,0.840,0.790と した とき の,

q-γ 関 係,ε ν-γ 関 係,η-γ 関 係を示 して い る。 き わ

め て ゆ るい 砂,や や密 な砂,密 な砂 の挙 動 を再 現 して い る。

図-2(d)は これ らの載荷経路における{Ψ,d}の 変化

の様 子を示 している。Ψ=0,d*=0の 限界状態にどのよ

うな経路で到達 しているかに特徴が現れている。すなわち,

きわめてゆるい場合には,Ψ>0,d*>0の まま限界状態

に到達 し,や や密な場合には,ψ<0,d*>0か ら,

Ψ<0,d*<0と な り,限界状態に達 する。密な場合にも,

Ψ<0,d*>0か ら,ψ<0,d*<0へ 変化 し,限 界状態

に達 することになる。これ らΨ,d*の 変化が変形挙動に

大きな影響を与えることになる。

3.2側 圧一定非排水3軸 圧縮試験 経路

dεν=0,dγ>0を 載荷条件とす る体積一定経路は,飽

和状態で,間 隙水の体積弾性圧縮係数K wが 土骨格の体積

圧縮係数よりもはるかに大きい場 合には,非 排水経路 と同

等の経路 とみなすことができ,以 下,非 排水経路 と呼ぶ。
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(a)q-γ 関 係

(b)ε ν-γ 関 係

(c)η-γ 関 係

(d)Ψ-d*関 係

図-2側 圧一定3軸 圧縮経路の挙動

(a)q-γ 関 係

(b)q-p'関 係

(c)η-γ 関 係

図-3非 排水経路の挙動

この場合には,制 御変数がどちらもひずみ増分である

ので,式(8)を そのまま利用す ることができる。初期有効拘

束圧をp'0=200kPaで一 定とし,初 期間げき比e0を,

0.930,0.840,0.790と変化させて数値シミュレーションを行

った。図-3(a)はq-γ 関係,図-3(b)は 有効応力経路

q-p'関 係,図-3(c)は η-γ 関 係を示 している。きわめ

てゆるい砂e0=0.930の 場合には,有 効応力が回復するこ

と大きなせ ん断ひずみ を示 してい る。やや ゆ るい砂

e0=0.840と 密な砂e0=0.790の 場合には,9-7関 係は,

ひずみ硬化(dq/dγ)>0の みを示 している。 ただ し,

間隙比 と拘束圧 の組み合わせによっては,ひ ずみ硬化後に,

ひずみ軟化(dq/dγ)<0を 示 し,そ の後,再 度ひずみ硬
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(a)q-γ 関 係 (b)q-p'関 係 (c)η-γ 関 係

(d)d*-γ 関 係 (e)e-p'関 係

図-4ひ ずみ増分比一定経路の挙動

化を示 し,限界状態に向かうとい う複雑な挙動を示す結果

が得 られる。限界状態に到達 する前に,さ らにひずみ軟化

挙動を示すこともある。このような複雑な挙動は,初 期間

隙比のみにパ ラメータが依存す るモデルにおいては再現

することはできない。間隙比を固定し,初 期有効拘束圧を

変化 させた場合にも,図-3と 同様の結果を得ることがで

きる。すなわち,同一 の間隙比に対 して,拘 束圧が小 さけ

れば1密 な砂に類似 した挙動を示 し,拘 束圧が大きくなる

とゆるい砂に類似 した挙動 となる。 この結果については

Liand Dafalias(2000)において紹介されている。

3.3ひ ずみ増分比一定経 路での挙動

ひずみ増分比(θ=dε ν/dγ)を一 定とす る試験結果が

報告されている(Guo and Su,2007)8)。この試験を以下ではθ

一定試験 と略称す る。 この試 験経路で は,応 力増分

{dq,dp'}はdγ により,式(8)を 利用 して,次 式で表現 さ

れ る。

(14)

初 期 間 隙 比e0=0.840,初 期 有 効 拘 束 圧

p'0=200kPaと 設定 し,θ を変化 させたときのq-γ 関

係,有 効応力経路q-p'関 係,η-γ 関 係を,図-4(a),(b),

(c)に,示 している。θ=0が 体積一定試験に相当している。

θが正の値(強 制的に圧縮する経路)か ら負の値(強 制

的に膨張させる経路)へ 変化するに従って,q-γ 関係は

顕著なひずみ軟化挙動を示すようになり,負の値が大きい

場合には,い ったんひずみ軟化に入ると,せん断応力の減

少が続くことがわかる。すなわち,間 隙水の流入が生じ膨

張する場合には(非排水状態では有効応力の回復が見られ

るような初期密度であっても),有 効応力は回復すること

なく大きなせん断ひずみをもたらすようになる。

図-4(d)は,せ ん断ひずみに対して,ダ イレイタンシー係

数d*の 変化を求めたものである。θがある限られた値の

場合には,d*が θに漸近する傾向が見 られ るが,

θ=-0.190の 場合にはそのような傾向は見られない。こ

の現象のメカニズムは現時点では理解できていない。図

4(e)は,θを変化させたときの,e-p!関 係をプロットし

たものである。θ一定という強い制約条件のもとでは,せ

ん断ひずみが大きくなっても,限界状態に近づかないこと

がわかる。しかし,θ の値がある範囲では,限 界状態での

ec-p'関 係と密接な関系をもつことも示唆されている。

3.4せ ん断応力が一定で,強 制的体積変化がある場合

飽和した緩斜面が強い地震動を受けた後に,間隙水の流

入があったとき砂地盤が大きく変位する現象に対して要

素レベルでの再現性を検討する。このとき,せ ん断力一定
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のもとに,間 隙水が流入,す なわち強制的に膨張するとい

う条件:dq=0,dε ν<0に なる。間隙水が流出 し,有 効応

力が回復する場合には除荷であり,大 きな変位が発生する

可能性はない。この場合の式は,次 式で与えられ る。

(15)

初期有効拘束圧p'0=200kPa,初 期せん断応力q0=

15kPaと し,初期間隙比e0=0.750,0.800,0.820と する。

体積ひずみ増分膨 張)に対する挙動を計算 した。

図-5(a)は,有 効拘束圧p'と せん断ひずみ7の 関 系を示

している。ある有効拘束圧まではほとんどせん断ひずみの

発生は見られず,あ る値に達 した後に,急 激にせん断ひず

み増分が大きくなる。図-5(b)は,応 力比 ηとせん断ひず

み7の 関 系を示 している。この図は,通 常の載荷試験 とほ

ぼ同様の挙動を示 している。図-5(b)お よび(c),(d)では図

面が乱れているが,こ れは計算が発散 しているためである。

図-5(c)は,状 態変数 Ψ とダイレイタンシー係数 が の変

化を示 している。最初Ψ<0,d*>0(や や密,負 のダイ

レイタンシー)の 状態か ら出発 し,有 効拘束圧 が減少する

に したがって,Ψ<0,d*<0(や や密,正 のダイ レイタ

ンシー)の 状態 となる。 さらに,す べての間隙比 で

Ψ=0,d*=0の 原点へ向けて変化 している。最 もゆるい

状態であるe0=0.820の 場合には,原 点に到達 し,そ の時

点で計算が収束 しない。より初期密度の高い状態でも,さ

らに間隙水の流入が続けば原 点に到達 し,計算が収束 しな

いことがわかる。図-5(d)は,こ の過程における間隙比 と

有効拘束圧の関 係を示 している。有効応力p'が ある値に

達 したところで大きな間隙比の変化が生 じている。

この計算結果は,飽 和したゆるい砂地盤で間隙水の流入

が生 じる場 合には,流 人す る量が大きければ,人 きな変

位 ・変形が生 じる可能性を示 している。間隙水の流入が生

じるかどうかは境 界値問題 としての解析が必要であり,要

素挙動のみで結論 は導けないが,流 入が生じる場 合には,

変位が発生し,流 入がなくなるかあるいは流出に転 じれば,

対象 とす る要素の運動は停止することになる。飽和砂地盤

が地震後に,移 動,停 止,再 び移動 する現象を再現できる

可能性をLDモ デルは有 していることがわかる。

4砂 のモデルの安定性に対する議論

LDモ デルは,3軸 圧縮条件では単純な数学的構造をも

つ弾塑性モデルである。 ここでは,安 定性の議論を行い,

応力ひずみ関 係・有効応力経路に対 して状態変数 Ψ が大

きな影響を与えるように,安 定性の議論においても大切な

役割を果たすことを示す。

41安 定性の便宜的な条件

増分形式のモデルに対 して,安定性を検討することに

(a)γ-p'関 係

(b)η-γ 関 係

(c)Ψ-d*関 係

(d)e-p'関 係

図-5q=一 定,dε ν<0で の挙 動
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より,そ のモデルの特徴が議論できる。LDモ デルのよう

に弾塑性マ トリックスが非対称となる場合の安定性の条

件を,力 学的に厳密に議論することは容易ではない(飛田,

1998)勢。安定性の条件は,静 止状態にある力学系が小さな

外部条件の変化を受けても,運動エネルギーが増大するこ

となくそのまま静止状態であり続けることができる条件

を意味している。要素挙動を表現する構成モデルを対象と

しての議論は材料安定性と呼ばれるが,こ こでは簡便のた

めに,安 定性と略記する。

(1)せん断応力・せん断ひずみ関係の安定性(Sqと 記す):

(16)
・Sqが正,0,負 を取ることは,せ ん断応力とせん断ひ

ずみの関系がひずみ硬化,ピ ーク,ひ ずみ軟化を示すこと

に相当する。Sqに よるひずみ硬化 ・軟化という定義は砂

のような摩擦性材料には正 しい表現ではない。厳密には,

塑性変形に伴 う降伏条件の運動と関連して定義すべきで

ある。

(2)与えられた経路の2次 の仕事増分による安定性(Spqと

記す)

(17)
・ダイ レイタンシーがある場 合には,SqとSpqの 値は異

なり,ダ イ レイタンシーの正負によって安定性が異なる。

(3)応力比による安定性(Sη と記す):

(18)
・地盤材料は本質的に摩擦材料と考えることができるので

,

砂骨格自身の安定性の議論には適している。

(4)Hillによる安定性の条件(SHと 記す):

(19)

[Eep],上 添 え字T,detは 弾塑性マ トリックス,転 置
行列式を意味 している。

・(1)から(3)の安定性の条件は,与 えられた経路における応

答の安定性であるのに対 して,Hillの 安定性の条件は,あ

らゆる{dγ,dεν}の組み合わせの変化に対する安定性と

なっている。力学的に厳密な安定性の条件は(4)のみであり,

(1)から(3)は,ある与えられた経路に対する便宜的な安定性

の条件 となっている。

Guo and Su(2007)は,Sqを 偏差軟化,S η=0を 破壊状態,

Sη<0を 有効応力比によるひずみ軟化,Spq>0を 物質安

定性と呼んでいる。ここでは,す べての条件を便宜的な安

定性の条件 と考え,Sq,Spq,Sη,SHの 安定性の条件

と呼ぶことにする。

42非 排水経路 二おける安定性の検討例

正確には体積一定経路であるが,非 排水経路 と呼ぶこと

にする。以下,非 排水経路における安定性を検討する。

図-6(a)は,初 期間隙比を0.930,初 期拘束圧を200kPa

(a)q-γ 関 係

(b)q-p'関 係

(c)S-γ 関 係

(d)S-γ 関係

図-6非 排水経路における安定性の検討
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とした ときのq-γ 関 係,図-6(b)は{p',q}座 標系での有

効応力経路を表現している。図-6(c)は せん断ひずみの進

行にともなう4つ の安定性の条件の変化を比較したもの

であり(こ のスケールではHillの 安定性の条件のみが示

される。),図-6(d)は,安 定性の喪失に関する詳細情報

を得るために,そ の一部を拡大したものである。非排水経

路においては,体 積ひずみ増分dενが0で あるため,

Sq=Spq成 立している。最も早く正から負に推移する

のは,(4)のHillの条件:SHで ある。これは,非 排水条件

に限らず,{dγ,dεν}のすべての変化について仕事の2次

増分が正であることを要求するためである。この条件は金

属のような材料モデルには有効な条件ではあっても,砂の

モデルの安定性の議論には適切とはいえない。

SqとSη 比較すると,Sqの 方が早く安定性を喪失し

ていることがわかる。 しかし,Sqせ ん断の進行と共に

再び正となり,有 効応力経路はp',qと もに増大する経路

となり,最終的にある状態(限 界状態)に 達して,p',qと

もに変化 しないでせん断ひずみのみが増加することにな

る。この場合のSqよ る安定性は,初 期状態より,安 定

⇒不安定⇒安定⇒限界状態というきわめて複雑な変化を

示す。本論文では,表-1に 示すパラメータの値を利用し

ているが,異 なるパラメータの組み合わせを用いることに

より,安定⇒不安定⇒安定⇒不安定⇒限界状態となる変化

も計算できる帆 その紹介は割愛する。Sηの安定性の変

化は,Sqそ れと比較すると単調であり,い ったん安定

性を失ったあとは,安定性を回復することなく最終状態に

到達する。

SqとSη うち,どちらが早くその安定性を失うかにつ

いて検討する。式(8)の弾塑性関係に基づいて,dqdγ を求

めると,次 式のようになる。

(20)

Sqの 符 号 は3G+K p-Kηd*>0で あ る こ と か ら,

K
p-Kηd*で 決 定 され る。
一 方

,式(5)よ り,

(21)

p'>0,dγp>0で あるから,Ｓ ηの符号はKpの 符号が決

定することになる。SqとSη どちらが早 く安定性を失 う

かは,式(20)と 式(21)を 比較す ることより,ダ イ レイタン

シー係数d*の 符号が決定することがわかる。すなわち,

d*>0(負 のダイ レイタンシー)で あれば,SqがSη に

先行 して安定性を喪失 し,d*<0(正 のダイ レイタンシ

ー)で あればS
ηがSqに 先行 して安定性を喪失すること

になる。d*>0の 場合には,Kp=0が 与える最大応力

比に到達する前に,せ ん断応力 ・せん断ひずみ関 系は軟化

現象を示すことになる。このことは図-6(b)に示す有効応

力経路に明瞭に示されている。

4.3ひ ずみ増分比(θ)一 定経路の安定性

ひずみ増分比 一定試験経路では,(dε ν/dγ)=θ 一定と

い う条件が与え られることなる。dεν=θdγ を式(8)に代

入 して,Sqの 表現を求めると,次 式が得 られる。9
Sq=[3G{Kp-Kη(d*-θ)}/(3G+Kp-Kηd*)]dγ2(22)

式(22)よ り,θ>0(体 積圧縮 を要求する経路)で は,

Kη(d*-θ)が 小さくなることより,Sqの 安定性が増す

ことにな り,θ<0(体 積膨張を要求する経路)で は,

Kη(d*-θ)が 大きくなり,Sqの 安定性は減少すること

になる。このことは,体 積膨張が起こる場合には,Sq

の安定性が失われやすいこと,すなわちひずみ軟化による大

きな変位(流 動)が 生じやすいことを意味している。

4.4状 態変数Ψ と安定性の関係

LDモ デルにおいては,塑 性係数Kp,ダ イレイタンシ

ー係数d*と もに,応 力比ηと状態変数Ψの関数であり,

状態変数Ψ が安定性に大きな影響を与える。非排水経路

で,初 期間隙比を変えた場合の状態変数Ψ と,ダ イレイ

タンシー係数d*の{Ψ,d*}座 標系における変化を見ると,

ゆるい場合(e0=0.930)に はΨ,が ともに正の第1

象限を原 点方向に移動 し,原 点(Ψ=0,d=0)に 収束す

ることがわかる。やや密な場 合(e0=0.840)に は,Ψ<0,

d*>0の 第2象 限 よ り出発 し,変 形 と と も に

Ψ<0,d*<0の 第3象 限に移動 し,最 終的に原点に収束

する。密な場 合(e0=0.790)に も,Ψ<0,d*>0の 第

2象 限か ら始ま り,Ψ<0,d*<0で ある第3象 限に移動

し,最 終的に原 点に到達することがわかる。

Sqの 安定性は,Kp-Kηd*の 符号と一致 する。Kp,

ダイ レイタンシー係数d*と もにΨ とηの関数であるの

で,{Ψ,η}座 標 系 でSqの 正 負 が判 断 で き る。{Ψ,η}と

Snq-{Kp-Kη(d*-θ)}/Gの 関 係を調 べ る。Snqは,Ψ

とηの関数として次式で表現される。

(23)

{Ψ,η,Snq}を座標系 として3次 元グラフィックを描 くと,

図-8が 得 られる。Snq=0をz方 向座標の下限値とするこ

とにより,不 安定領域を描いている(底 面として表現され

る)。 ひずみ増分比θの影響を見るために,θ(≦0)を 変

化 させて,{Ψ,η}座 標系にSnq=0を 等高線 として描かせ

たのが図-9で ある。θ<0(膨 張経路)で は,不 安定な

領域(図 の右上の枠線と曲線で囲まれた領域)が 増大して

いることがわかる。
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図-10は,初 期間隙比を変化させたときの非排水試験

(θ=0に 相当する)に おける{Ψ,η}の 軌跡を求めたも

のである。条件は先に{Ψ,d*}の 軌跡を求めた図-7と 同

じ3つ の条件である。なお,図 中の右下が りの実線はΨ に

対するKp=0を 与える最大の応力比を式(10)により求め

たものである。ゆるい砂の場合に,安 定領域より(最 大応

力比に達 する前に)不 安定領域に入 り込み,再 び安定領域

に現れることなく,Ψ=0の 最終状態に至る様 子が描かれ

ている。 密な砂では不安定領域に入ることなくKp=0

を与える最大応力比に到達 する。最大応力比に達 した後は

有効拘束圧の増大とともに Ψ が増加 し,Ψ=0の 状態に

至ることになる。

5修 正応力法に基づく初期異方性の導入

初期異方性の影響を導入する方法 には様々な手法があ

る。例えば,異 方的内部変数(フ ァブ リックテンソルやあ

る面の法線ベク トルなど)と 応力との混合不変量などを利

用する方法(Tobita and Yanagisawa(1992)10),Li and

Dafa1ias(2004)6)も ある。ここでは,修 正応力法(飛 田他,

2003)11)を 用いて初期異方性の導入を行 う。修正応力法 は

3次 元問題にも適用できる一般性をもつが,本 論文では3

軸圧縮状態のみに適用する。

5.1フ ァブリックテンソル,修 正応力,修 正応力法

初期異方性を表現する量 として,フ ァブリックテンソル

H ijを用い、 応力主軸 とファブリックテンソルの主軸が一

致 するものとする。構造が強い方向(多 くの接点をもつ方

向あるいは粒子の短軸が卓越する方向)の 主値をHM,弱

い方向の主値 をHmす る。修正応力は,応 力σijとファ

ブリックテンソルHijの 関数 として,テ ンソル関数の表現

定理が許す範囲内で自由に設定できるが,こ こでは,物 性

的な意味を有す る次式を採用する。

(24)

ここでのファブ リックテンソルHijは,粒 子間接触面の分

布 により定義 され るコンタク トテンソルの逆テンソル と

しての物理的意味をもつ10)。

主応力軸と構造の主軸が一致 し,さ らに3軸 状態である

場合には,式(24)は 次式で与えられる。

(25)

下添え字aは 軸方向を表し,rは 半径 方向を表現している。

応力の表現と同様に,修正応力についても相当せん断応力,

有効拘束圧を次式により定める。

(26)

ファブ リックテンソルについても,同 様の定義を与える。

(27)

図-7非 排水経路におけるΨ-d*関 係

図-8非 排水経路における不安定領域

図-9{Ψ,η}座 標系における不安定領域の変化

図-10非 排水経路における{Ψ,η}の軌跡
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式(2),式(25),式(27)を式(26)に代入して整理すると,次 式が

得 られる。

(28)

式(24)のファブ リックテンソルは,コ ンタク トテンソルの

逆テンソル として定義 されているので,接 点の多い強い方

向が小 さな値をもち,弱 い方向が大きな値をもつことにな

る。軸応力(最 大圧縮応力)が 強い方向,弱 い方向と一致

す る と き に は,そ れ ぞ れ{Ha,Hr}={HM,Hm},

{Ha,Hr}={Hm,HM}と 設定 して,計 算を行 うことにな

る。

異方的な応力ひずみ挙動を表現する修正応力法を簡潔

に説明する。

修正応力空間内で,修 正応力増分 ・ひずみ増分関系式は

等方体を仮定する構成モデルにより与えられる。修正応力

増分を{dσ*}と表記し、対応するひずみ増分を{dε}と表

現 し,マ トリックス形式で,次 式で表現され る。

(29)

式(29)に,式(28)の 増分形式(こ こではファブ リックテン

ソルの変化はないと仮定する)を 求め,そ れをマ トリック

ス形式で表現 し,式(29)に 代入 し整理する。

(30)

式30)に示される[Eepaniso]は異方性の晴報を含む強塑性

マ トリックスである。構造的異方性が構成モデルに与える

影響を簡単にマ トリックス演算として表現することが修

正応力法の特徴である。異方的な降伏条件,異 方的な応力

ひずみ関系の定式化の多くは,修正応力法として理解する

ことができる(飛田他,2003)11)

52パ ラメータの更新に対する2つ の考え方

応力増分 とひずみ増分については,式(30)で 計算する

ものとして,構 成モデルの定式化に用いた式(1),(9),(10),

(11)で定義 される状態変数,せ ん断弾性剛性,塑 性係数,

ダイ レイタンシー係数(以 下,パ ラメータと呼ぶ)を どの

ように更新 するかについては,次 の2つ の選択の余地があ

る。

(1)こ れ らの変数の更新については,す べて修正応力を用

いて処理す る。

(2)こ れらの変数の更新については,実 応力を用いて処理

する。

(1)の場 合は,修 正応力空間内での挙動は等方的であ り,

与えられたひずみ増分に対 しては,異 方性の有無によらず,

修正応力増分は同じである。修正応力-ひ ずみ関 系も同一

となる。このことより,まず修正応力-ひ ずみ関系を求め,

それに一括して,[H]-1を 作用させて,異 方的な応力-ひ

ずみ関係を求めることができる。パラメータの更新には異

方性の影響は入らないことになる。この方法の場合には,

限界応力比Mの 値も実応力空間では異なる値となり,物

性的に不合理な結果を与えることがある。

(2)の場合には,各増分ステップでの異方的な挙動の結果

がパラメータの更新に反映されることになり,異方的な挙

動の影響がパラメータ更新に反映されることになる。しか

し,パラメータの更新を実応力空間で行っているので,限

界応力比Mの 値など本質的な物性に関わるパラメータは

異方性の影響を受けないことになる。
パラメータの更新について,(1),(2)どちらの方法が適切

であるかを現時点では厳密に議論できていない。修正応力

法自身が,物 性的な議論に基づく方法というよりも,異方

性の影響を簡便にマ トリックス演算で表現するという便

宜的な方法であるので,(1)と(2)のどちらが適切かというこ

とについても,どちらがより多様な異方性挙動を表現でき

るかという観点から判断されるべきである。

さらに,こ の両者を組み合わせることにより,よ り多様

な挙動の表現も可能となる。すなわち,補 間パラメータ

α(0≦α≦1)を用いて,パ ラメータ更新に用いる応力増

分{dσc}を実応力増分{dσ}と 修正応力増分{dσ*}の 線

形和として,次 式で与えることを考える。

(31)

α=1が 修正応力空間におけるパラメータ更新に相当し,

α=0が 実応力空間におけるパラメータ更新に相当する。

α を相当塑性ひずみ等の関数 とすれば,よ り多様な異方

性挙動を表現す ることができる可能性がある。

5.3異 方性の挙動:計 算例

非排水経路を対象として,初 期間隙比e0=0.840,初 期

有効拘束圧p'0=200kPa,異 方性については,強 い方向

の値をHM=0.80,弱 い方向の値をHm=1.10と した計算

結果を示す。

図-11(a),(b),(c)は,実 応力空間でパラメータを更新した

ときの有効応力経路q-ｐ'関 係,q-γ 関 係,η-γ 関

係を示 している。最も特徴的なことは,η-γ 関 係におい

て,同 じ値に収束していることである。応力ひずみ関 系へ

の異方性の影響はせん断変形が大きくなるに従い消える

よ うになる。

図-12(a),(b),(c)は,修正 応力空間でパラメータを更新 し

たときの有効応力経路q-p'関 係,q-γ 関 係,η-γ 関

係を示 している。最も特徴的なことは,η-7関 係におい

て,異 なる値に収束 し,限 界応力比Mの 値が異なってい

ることである。応力ひずみ関 系への異方性の影響はすべて

の変形過程でほぼ同様に現れている。
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(a)q-p'関 係(α=0)

(b)q-γ 関 係(α=0)

(c)η-γ 関 係(α=0)

図-11パ ラメータ更新

(実応力空間)

(a)q-p'関 係(α=1)

(b)q-γ 関 係(α=1)

(c)η-γ 関 係(α=1)

図-12パ ラメータ更新

(修正応力空間)

(a)q-p'関 係(α=0.999)

(b)q-γ 関 係(α=0.999)

(c)η-7関 係(α=0.999)

図-13パ ラ メー タ更 新

(式(31),α=0.999)

図-13(a),(b),(c)は,式(31)に おいて,α=0.999と した

ときの有効応力経路q-p'関 係,q-γ 関係,η-7関

係を示 している。変形の初期においては,修 正応力空間で

の挙動に類似 し,変 形の後期において,実 応力空間でのパ

ラメータの更新の挙動に類似 している。

以上の計算結果のみで,修 正応力法の適用性や正当性を

議論することはできない。特に,せ ん断初期の挙動には,

弱い方向に載荷されたときのほうが初期の立ち上がりが

急であり,高い応力比を与えるなど実験事実と異なる挙動

が見られており,今後詳細な検討が必要であることを示唆

する計算結果となっている。 しかし,LDモ デルに対し

て,修正応力法 により異方性を示す材料への拡張の可能性

は示唆できたものと考える。
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6.ま とめ

密度 ・有効拘束圧依存性を表現するLi and Dafalias

(2000)モデルに対して,様 々な経路における応力・ひずみ

関系挙動を調べた。特に,こ れらの依存性を表現する上で

中心的な役割を果たしている状態変数(内 部変数)の それ

ぞれの経路での変化について考察した。便宜的な安定性の

観点からの検討も行った。検討したものは3軸 圧縮試験 に

限定されているが,側 圧一定排水3軸 圧縮試験,側圧一定

非排水3軸 圧縮試験以外に,ひ ずみ増分比一定試験,せ ん

断応力一定・強制体積変化経路など特殊な経路についても

検討した。Li and Dafaliasモデルは,こ のような経路での

特徴的な挙動を十分に表現するものであった。本研究で用

いた材料パラメータは,拘 束圧1000kPa程 度の挙動再現

に最も適したものであり,拘 束圧200kPaを 標準とした

本研究での計算結果は,同 じ密度の実験結果と比較すると

ピーク強度 が高く,正のダイレイタンシーが出やすい計算

結果となっている。しかし,このことは大きな問題ではな

く,表-1に 示すパラメータの値を調整することで比較的

簡便に,よ り適切な応答を求めることができる。

本研究では,等 方硬化モデルであるLi and Dafaliasモデ

ルに修正応力法を用いて,初 期異方性の導入を行った。状

態変数,せ ん断弾性剛性,塑 性係数,ダ イレイタンシー孫

数の更新を修正応力空間あるいは実応力空間で行 うこと

により,多 様な挙動を表現する可能性を示した。

本研究で得られた結果を箇条書きに示す。

1.3軸 圧縮経路,体 積一定経路の基本的経路の挙動を再

現するばかりでなく,本 論文で検討 した特殊な載荷条

件であるひずみ増分比一定(θ 一定)経 路における挙

動およびせん断応力一定 ・体積膨張(間 隙水流入時に

相当する)の 基本的挙動を表現できる。

2.様 々な経路における応力・ひずみ関係,有効応力経路,

さらに便宜的な安定性の条件において,密 度 ・有効拘

束圧依存性を表現する状態変数Ψ の変化を詳細に検

討し,状態変数Ψが重要な役割を果たすことを示した。

3.等 方硬化モデルであるLi and Dafalias(2000)モデルに初

期異方性の影響を取り込むために,修正応力法を用い

た。その際,状 態変数 せん断弾性剛性,塑 性係数,

ダイレイタンシー係数の更新を実応力でおこなうか,

修正応力で行うかによって,多様な挙動を再現する可

能性が示唆された。

ここで検討したモデルは,3軸 圧縮試験に限定したもの

であるが,状態変数を利用するこの基本的モデルはさらに

拡張されている。砂のような粒状体の弾塑性モデルとして

備えるべき基本的特性はほとんど含まれていると考える

ことができる。砂の弾塑性モデルとしてきわめて有望なモ

デルであると判断でき,定式化の物性的背景および様々な

経路における挙動の妥当性について,検証作業を進めてい

きたいと考えている。
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