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This paper presents a new time-domain Boundary Element Method (BEM) using the Opera-
tional Quadrature Method (OQM) and the Fast Multipole Method (FMM) in 2-D elastody-
namics. In general, the use of direct time-domain BEM sometimes causes the instability of
time-stepping solutions and needs much computational time and memory. To overcome these
difficulties, in this paper, the Operational Quadrature Method developed by Lubich is applied
to establish the stability behavior of the time-stepping scheme. Moreover, the Fast Multipole
Method is adapted to improve the computational efficiency for large size problems. The for-
mulation and numerical implementation of the new boundary element method, and the basic
formulas for the fast multipole method such as the multipole expansion, the local expansion, and
the translation relations of them in the fast multipole algorithm are presented. The accuracy,
the computational efficiency and the applicability are checked by solving elastic wave scattering
problems by cavities.
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1.は じめ に

境界要素法は,無 限領域 を容易 に扱 える唯一の数値解

析手法であることから,無 限および半無限媒体中の波動

問題 に対 して幅広 く利用 されて きた1).通 常,境 界要素

法の時間領域解法では,時 ・空間について離散化 を行い,

各時刻の解 をそれ以前の境界データから求める時間ス

テップ境界要素法が用いられている.し か しながら,そ

のような従来の時間領域境界要素解析では,時 間増分が

小さい場合に解が数値的に不安定 になること,大 規模問

題 に対 して計算時間 ・記憶容量が膨大 となることが知

られている2).

その ような中,近 年,演 算子積分 法(Operational

QuadratureMethod)3)4)と 呼ばれ る繰込 み積 を精度

よ く安定 に計算で きる方法 を時間領域境界要素法 に適

用 した,新 たな時間領域境界要素法の開発に関する研究

が行われている.例 えば,二 次元 スカ ラー波動問題に

対す るAbreu5)ら,異 方性問題に対 してはZhang6)が,

三次元スカラー波動問題 な どに対 して著者 らの適用例

7)もある.演 算子積分法 を用 いた時間領域境界要素法

は,解 の安定性 を向上 させ るだけでな く,従来の時間領

域境界要素法に比べ定式化 も容易になるが,大 規模 問

題に対す る計算効率を改善するもので はない.そ のた

め,著 者 らは,演 算子積分法のみならず,さ らに高速

多重極法(Fast Multipole Method)8)9)を も用 いること

で計算の高速化 ・効率化を図 る研究を行って きた10)11).

時間領域境界要素法の高速化 に関する研究は,PWTD

アルゴリズムを用 いた高橋 ら12)による例があるものの,

演算子積分法 をベース とした境界要素法における高速

多重極法の適用 は著者 らの研究以外 に例 はない.

本研究では前論文10)11)等 での面外波動問題 に対する

報告をもとに,二 次元時間領域動弾性問題 に演算子積

分法 と高速多重極法を適用 した新たな時間領域境界要

素法 について述べ る.以 下では,ま ず演算子積分法の基

本的な考え方について述べた後,演 算子積分法 に基づい

た時間領域境界要素法の定式化 について述べる.次 に,

この型の境界要素法に高速多重極法を適用 する方法 に

つ吟て説明する.最 後に,数 値解析例 を示 し,本 手法

の有効性 について検討する.

2.演 算 子 積 分 法(Operational Quadra―

ture Method)

はじめに,演 算子積分法につ いて述べ る.Lubichは,

繰込み積分fの*9(の を,時間依存の関数であるf(t-T)

の ラプラス変換 を用 いて離散化近似する手法 を提案 し

た(詳 しい条件や証明 については文献3)4)を参照).一 般
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図-1入 射波による外部散乱問題

的に,繰 込み積分は次の ように表 され る.

(1)

式(1)で*は 時間に関する繰込み積 を表す.Lubichの

演算子積分法 によれ ば,式(1)で 表 され る繰込み積分は,

時間tを 時間増分 △tを 用 いてNス テ ップに分割すれ

ば,次 の ように近似 され る.

(2)

ただ し,ωj(△t)は 重み関数であ り,時 間依存関数fの

ラプラス変換

(3)

を用いて次の ように表 され る.

(4)

ここで,fの ラプラス変換Fの 存在を保証するために

は,引 数の実部が正の ときに正則でなければならない.

また,式(4)の δ(初 は線形マルチステ ップ法(差 分法)

にお ける生成多項式の商であ り,引 数 麹 は半径 π<1

の円周上の等分点Lを 考え,Zl=Re2πil/Lに よって表

され る.そ して,Rは 目標 とする精度 によって決定 され

るパラメー タである.以下では演算子積分法を二次元時

間領域動弾性境界要素法 に適用することを考える.

3.二 次 元 時 間領 域 動 弾 性 境 界 要 素 法

以 下の定式化 で は,三 次元 直交 直線 座標 系x=

(ω1,x2,x3)に 対 し,変 位 は(x1,x2)方 向成分のみを考

え,全 ての物理量は 鞠 に依存 しないもの とした面内波

動問題 を考える.以 上の規約 の下,図1で 表 され るよ

うな等方弾性体 の無限領域D内 における散乱体Dに

よる弾 性波動の散乱問題を考 える.入 射波uiniが 存在

し,散 乱体Dの 境界表面3に よりそれは反射 ・散乱さ

れ るとする.こ の とき,入 射波uiniが 散乱体Dに 到達

するまで静かな過去を持つ とす る.す なわち,初 期条件

ui(x,t=0)=0及 び ∂ui(x,t=0)/∂t=0を 考慮 し,

物体力を無視すれば,変 位ui,対 応する表面力tiが 満

たす支配方程式及 び境界条件 は,そ れぞれ次のように

表され る.

(5)

(6)

ただ し,ρは密度,λ,μ はラメ定数 を表 し,(･)は 時間に

関する微分を表す.ま た,ui、及びtiは 与 えられた境界

条件で ある.こ の間題の解 は,次 の時間領域境界積分

方程式を解 くこ とにより求まる.

(7)

ただし,式(7)に おいて,Cijは 境界表面Sに 依存する

自由項である.通 常の時間領域境界要素法では,境界積

分方程式(7)に,境 界上に適切な近似関数を導入し,時

間 ・空間に関して離散化することで,境界未知量に関す

る代数方程式を得ることにより解が求まる.し かしな

がら,先に述べたように,通常の時間領域境界要素法で

は,時 間増分が小さい場合の解の安定性に関する問題

や大規模問題への対応方法について改善の余地がある.

以下では,まず式(7)に 演算子積分法を用いる方法につ

いて解説する.

4.演 算子積 分法 を用 いた二次 元動 弾性 時 間

領 域境界 要素 法

式(7)の 時間領域境界積分方程式を,M個 の一定要

素で離散化 し,数値的に解 くことを考える.滑 らかな境

界Sに 対してx∈D→x∈Sを 考慮すれば,時間増

分△tに 対 して,次の第 ηステップにおける離散化され

た時間領域境界積分方程式を得ることができる.
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(8)

ただ し,式(8)に おいて,.Amij,Bmijは影響関数である.影

響関数Amij,Bmijは 式(2)の 離散化近似 とその重み表現

式(4)を 用 いた演算子積分法によ り,それぞれ次のよう

に得 ることができる.

(9)

(10)

ただ し,slはsl=δ(zl)/(△t)で 定義 され る.式(9),

(10)は 離散 フー リエ変換 の形で表 されていることか ら,

それ らの和には高速 フー リエ変換 を利用す ることによ

り計算を高速化することができる.ま た,影 響関数の積

分核 は演算子積分法 を用 いた ことでラプラス変換域で

の基本解 となっていることに注意する.ラ プラス変換域

における基本解Uij(x,y,s)及 び二重層核Sij(x,y,s)

は次のように求めることができる.

(11)

(12)

ただ しr=|x-y|で あ り,Kη は η次の第二種修正

ベ ッセル関数,作 用素1)Tnyjkは 点yに 作用す るもの と

す る.ま た,式(11)中 のSL,STは それぞれ表記を簡

単にす るために,縦 波,横 波の波速CL,CTで 除 した値

SL=δ(z)/(CL△t),ST=δ(の/(CT△t)と した.そ のた

め,以 降の定式化において も,同様の表記を用 いたこと

に注意する.こ れ よ り,式(8)を 書き直せ ば,

(13)

となる.よ って,第 ηステップ以前 の境界値uai,taiが 全

て求まつていれば,式(13)の 右辺は既知 とな り,第 ηス

テップにおける境界値を決定することができる.つ まり,

n=1か らはじめて,順 番に境界未知量 を決定すること

ができる.し か しながら,解 くべ き問題 の規模が大 きい

場合には,式(13)を 逐次的に解 いてい く上での計算時

間 ・記憶容量を抑 える工夫が必要である.以 下では,式

(13)に 高速多重極法 を適用 し計算を効率 的に行 うこと

を考える.

5.高 速 多 重 極 法 の適 用

式(13)の 右辺の計算を高速多重極法を用 いて解 くこ

とを考える.高 速多重極法のアルゴリズムは文献9)に 詳

しい.そ のため,高 速多重極法 の詳 しい説明について

は本論文では省略す る.高 速多重極法を境界要素法 に

適用す るには基本解の多重極展開が必要 である.本 手

法ではラプラス変換域での二次元動弾性問題の基本解

(11)及 び対応す る二重層核(12)を 利用する.こ こで は,

それ らのポテンシ ャル表現 を用 いて,二 次元動弾性場

を縦波,横 波 のそれぞれの成分 に関す る多重極展開で

表現す ることにより,高速多重極法を適用す る.

5.1二 次元動弾性問題 における多重極展開

まず,二 次元動弾性問題 におけるラプラス変換域での

基本解(11)を 次のようなポテンシャル表現に変形する.

(14)

ただ し,ΦUお よび ΨUは それぞれ縦波,横 波成分 に関

す る変位 ポテンシ ャルであ り,

(15)

(16)

で表 される.

さて,図2の ように観測点x,源 点yに 対 して,点yの

近 くに多重極点y0を とり,点y0か ら見たx,y極 座
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図-2多 重極展開

標 成 分 を そ れ ぞ れ(γ,θ),(ρ,φ)と す れ ば,式(15),(16)

にGraf13)の 加 法 定 理 を用 い て 展 開 す る と,

(17)

(18)

と多重極展開できる.こ こで,式(17),(18)に おいて,

MUn,NUnは それぞれ点y0に 関する縦波,横 波 に関す る

多重極 モーメ ントであ り,

(19)

(20)

で定義される.こ こでIη は η次の第一種修正ベ ッセル

関数であ る.二 重層核 に関 しても同様 に考 えれば,y0

に関する縦波,横 波に関する多重極モーメントMSn,Nsn

をそれぞれ求めることがで きる.

さて,式(17),(18)の 多重極展開は,面 外波動場 にお

ける多重極展開 と同様の形10)を している.よ って,高 速

多重極法 を構成す る上で必要 な各種移動公式(M2M,

M2L,L2L)も 面外波動場における移動公式 と同様の形

式で表すこ とが可能である.

5.2多 重極係数,局 所展開係数の移動公式

縦波,横 波 に関する多重極モーメントが存在すること

か ら,それぞれの成分に関 して各種移動公式を用いて計

算す ることを考 える.多 重極展開(17),(18)に 対応 し,

観測点xの 近傍点x0ま わ りの局所展開を次のように

定義す る.

(21)

(22)

ここで γ,θはそれぞれ点x0を 基準 としたxの 極座標

成分(r,θ)で ある.ま たLn,Hnは それぞれMn,Nη に

対応 した縦波,横 波に関する局所展開係数である.

多重極 点の移動 による多重極係数の変換式(M2M),

多重極係数か ら局所展開係数への変換(M2L),局 所展

開点の移動による局所展開係数の変換式(L2L)はGraf

の加法定理をそれぞれの移動点に対 して適用 すれば導

くことが出来 る.それ らの結果 をまとめると,縦波,横 波

に関する多重極係数M九,Nη に対す るM2Mは,

(23)

(24)

で あ り,M2Lは,

(25)

(26)

で あ り,そ してL2Lは,

(27)

(28)

で与 えられ る.た だ し,M'n,N'n,お よびL'n,H'nは それ

ぞれ多重極展 開点,局 所展開点の移動に より得 られ る

新 しい多重極係数,局 所展開係数 を表す.ま た,座 標値

(ρ,φ)は,新 しい展開点から古い展開点を見た相対座標

の極座標成分である.

5.3多 重極展開のスケー リング

修正ベ ッセル関数 は引数|z|が 大 きい とき,

(29)

である.したがってセルのサイズが大 きい場合にはM2M

やL2Lの 変換 において展開係数や,修 正ベツセル関数

の値が相当に大 き く(小 さ く)な り,数値計算で扱え る
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図-3M2Mの 場合 の ス ケー リング

範囲をこえて しまう可能性がある.し たがって,多 重極

展開や各種移動公式 に適切なスケー リングを施 してや

ることが安定なアルゴリズムのために必須 となる.

そのため,第 一種,第 二種修正ベッセル関数In,Knに

対 して次のようなスケー リングを施す.

(30)

これよ り,セルCξ(ξ はセルの対角長の半分の長 さを表

す)に おけるスケー リングされた多重極展開係数,お よ

び局所展開係数 もそれぞれ次の ように表すこととする.

(31)

(32)

ここでMξ η,Nξ,nお よびLξ,η,Hξ,ηはそれぞれスケー

リングされた多重極係数,局 所展開係数を表す.こ の

とき,演 算子積分法 の成立条件か ら　 (β=

LorT)で あることに注意す る.こ れ よ り,スケー リン

グされた多重極展開は,式(17),(18)に 対応 して,

(33)

(34)

で あ り,ま た ス ケ ー リ ン グ さ れ た 局 所 展 開 は,式(21),

(22)に 対 応 して,

(35)

(36)

で表 され る.M2Mは,セ ルCξ から親セルC2ξ に対 し

て図3の ように考 えて,

(37)

(38)

となる.M2Lの 場合は同一 レベル(セ ルの大 きさが等

しい もの)同 士の変換であ る.セ ルCξ か ら遠方セル

Cξへのスケー リングされたM2Lは,

(39)

(40)

とな り,セ ルC2ξ か ら子 セ ルCξ へ の ス ケ ー リ ン グ さ れ

たL2Lは,

(41)

(42)

で表 され る.以 上で,高 速多重極 アル ゴリズムを実行

す る準備 は整 った.

5.4時 間ステップ解析 と高速多重極法の適用

今,式(13)に お ける各 ス テップ毎 の行 列 ベ ク ト

ル積 の計算 に高速 多重極 法 を適用 す る こ とを考 え

る.例 えば,式(13)の 右辺 第二項 の行列 ベ ク トル積

ΣMA=1An-kij(x)taj(κ△t)の 計算部分 に関する遅延ポテ

ンシャルを具体 的に書 き下す と,

(43)

と書 ける.式(43)に おける右辺の[]内 は境界上の積

分の項であるか ら,この部分の計算が高速多重極法によ

り高速化 され る.ま た,そ の[]内 の計算に対 し,FFT
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図-4半 径 αの空洞による入射波の散乱解析モデル

表-1CLΔt/α を変化 させ た場合 のA,C点 にお け るCLt/α=

8.0で のu1/u0の 相 対誤 差

を 適 用 す れ ば　 ,(m=

0,…,L-1)が 計 算 され る.い ま,式(43)に お い て,各

ス テ ッ プ 毎 の 遅 延 ポ テ ン シ ャ ル の 計 算 を 行 列 の 形 で 表

せ ば,uRA,η={uRAi(xα,η △t)}(α=1,…,M)と し

て,

(44)

となる.高 速多重極法を用いるので,実 際には,例 えば式

(44)の 右辺の計算を行 うためにAmの 係数は保存 しな

い.つ ま り,計算 には,第 ηステップまでの遅延 ポテ ン

シャルの部分和(例 えば式(44)右 辺各行の和)を 格納す

る配列一列のみを用意 し,第kス テ ップ目のtkが 得 ら

れた直後 に高速多重極法 とFFTに よりAmtkを 計算

し,そ の用意 した配列へ加算 していけばよい.各 ステッ

プ毎に得 られた部分和 は二度 と必要 としないので,記 憶

してお く必要 もない.従 来の時間領域境界要素法で は

通常,Amの 係数を保存 してお く必要が あるこ とか ら,

高速多重極法 を用い ることによ り大幅に記憶容量を削

減することが可能である.

6.数 値 解 析 例

以下,ボ アソン比0.25の 等方弾性体に対 して、境界

要素を一定要素で離散化す ることによ り解析 を行 った.

図-5A,B,C点 にお け るu1/U0変 位 の時 間 変 化(Paoと

Mowの 解 との精 度 比較、

図-6演 算子積分法を適用 した場合(OQBEM)と さらに高

速多重極法を適用 した場合(FM-OQBEM)の 要素数

と計算時間の関係

この場合,縦 波 と横波の速度比 はCL/CT=　 となる.

6.1演 算子積分法を用 いた場合 の精度確認

まず,図4で 表されるような半径 αの1つ の空洞 によ

る入射波の散乱解析 を行い,演 算子積分法を適用 した場

合の精度 を確認す る.こ こでは,入 射波 として,次 の平

面波 を用 いた.

(45)

ここに,Uoは 振幅,Hは ステップ関数である.時 間増

分 はCLΔt/α=0.125と した.ま た,演 算子積分法 にお

けるパラメータをL=128,R～0.905798と した(演

算子積分法におけるパ ラメータの詳 しい設定方法 は参

考文献7)10)等 を参照).総 ステ ップ数NはN=128と

し,全 要素数 は64で あ る.N=Lと した理由は,式

(9)や(10)の 影響関数の計算や,式(44)の 時間ステッ
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プ解析における計算 を,FFTを 用いて容易にかっ高速

に計算す るためであ る.図5は 図4のA,B,C点 にお

ける変位u1/u0の 時刻歴 を示 している.比 較 のために,

PaoとMow14)に よる周波数領域での解析解をFFTに

よって逆 フー リエ変換 して得 られた時間領域の解 を実

線で示 している.両 者 は概ねよ く一致 してい る.ま た、

表1はCLΔt/α を変化 させ た場合のA,C点 における

cLt/α=8.0で のPao≧Mowの 解 と比較 したu1/u0の

相対誤差 を示 している.CL△t/α が小さい場合でも計算

は安定である.

6.2演 算子積分法および高速 多重極法を用 いた場合

の計算効率の確認

次に,同 様の条件で要素数のみを変化 させた場合の計

算時間を,演 算子積分法のみ用いた場合(OQBEM)と,

さらに高速多重極法を用 いた場合(FM-OQBEM)の 二

通 りで解析 し,計 算効率 の検証 を行 った.た だ し,式

(17)や 式(18)な どにおける多重極展開や局所展開によ

る無限和 を有限項数p=±10と して打ち切 った.図6

に要素数 と計算時間の関係 を両対数グラフで表 した も

のを示す.な おOpenMPな どの並列化は行っていない.

図6の 直線 は図6の プロッ トした値か ら推定 したもの

である.OQBEMで は,必 要記憶容量 はO(M2N)で

ある.よ って記憶容量の制限か ら,要 素数が512程 度

までしか計算 を実行で きなかった.ま たOQBEMで は

第Nス テ ップまでの全計算量 はO(M2LN)で あるが,

FM-OQBEMの 全計算量はおよそO(MLN)程 度で あ

る.図6よ り,OQBEMの 場合、計算時間はほぼ要素

数の2乗 に比例 してお り,FM-OQBEMの 場合 は,計

算時間はほぼ要素数に比例 してい ることがわか る.よ っ

て,要 素数が少ない場合はOQBEMの 方が速いが,要

素数が数千程度ではFM-OQBEMの 方が速 くな る.

なお,こ こで行った計算例は,要 素数に対する計算時

間 を計測す るために行 った もので、実用的な計算を想

定 したものではない ことを注意 してお く.実 用 的には,

要素サイズに応 じて時間増分 を決めることになるので,

要素数が増加すれば時間増分が小さ くなって,同 じ問

題 を解 く場合 は全体 の計算時間は増加 する.し か しな

がら,そ のよ うな場合 でも高速多重極法 を適用 した場

合 は計算量を低減で きることは上の検証結果 よ り明 ら

かである.

6.3多 数の空洞 による散乱解析

最後 に,図7に 示すように正方配置された8×8の 空

洞群による散乱解析 を行った.空 洞の半径を αとし,x1,

x2方 向に対す る空洞 の中心間隔はそれぞれ3α として

いる.各 空洞における要素数 は64で あ り,全要素数 は

4096で ある.入 射波はCLt/α=0で 図7に おける左一

列の空洞の前面に到達す るとして,次 の式

図-7半 径 αの8x8空 洞群による散乱解析モデル

ただし

(46)

を用 いた.演 算子積分法 にお けるパ ラメータは,L=

256,R～0.951734,cLΔt/α=0.125,総 ステップ数MV

はN=256と した.ま た,多 重極展開の項数はP=±10

とした.通 常,周 波数領域の高速多重極法では多重極展

開の項数Pを レベルによって変化 させ る必要がある1).

しか しながら,時 間領域 を扱 う本手法の場合 は,演 算子

積分法 と対象 とするラプラス変換域での基本解の特性

によ り,周 波数領 域の場合 と同様 の展開項数 と精度の

関係 を利用す るこ とはで きない.そ のため,こ こでは

試験的に多重極展開の項数を各 レベルで一定 としてい

る.な お,こ の問題は演算子積分法のみ用いた場合では

記憶容量の制 限か ら解 くことがで きなかった.そ のた

め,高 速多重極法 を用 いることで記憶容量 を抑 え,計

算 を効率的に行 っている.ま た,ス ケーリングを用 い

ない場合、修正ペ ッセル関数 の値が数値計算で扱える

範 囲を超 えたために安定に解析することができなかっ

た.よ って,ス ケー リングを導入 した計算 を行っている.

図8に 空洞群周辺の時刻CLt/α=2.5,CLt/α=12.5,

CLt/α=22.5に おけるu1/U0の 波動場を示 した.な お

計算にはOpenMPを 利用 した8つ のスレッド(Intel(R)

Xeon(R)E5310,1.60GHzを 利用)に よる並列化 も行っ

ている.全 計算時間はおよそ49時 間12分 であった.

7.お わ り に

演算子積分法を用いた二次元時間領域動弾性境界要

素法の定式化,お よび高速多重極法 を適用する方法 に

っいて述べた.演 算子積分法による時間領域境界要素

法の定式化は従来の時間領域境界要素法 に比べ極 めて
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(a)

(b)

(c)

図-88×8空 洞 群 周 辺 のu1/u0変 位 場 の 時 間 変 化(a)cLt/a=

2.5(b)cLt/a=12.5(c)CLt/a=22.5の 場 合

簡便であ り,各 ステップ毎の計算は周波数領域の境界要

素法 と同様の手順で実行できる.ま た,時 間領域基本解

を直接 に必要 とせず、基本解のラプラス変換が閉じた

形で与 えられ る問題 では容易 に適用で きる.そ のため,

弾性波動問題 のような時間領域基本解 を解析的に閉

じた形で求めることがで きなかった問題 にも,今後大い

に発展で きる11).一 方,高 速多重極法 の適用 も比較的

容易である.領 域 の大 きな問題 を解 く場合には,ア ル

ゴ リズムの中にスケー リングを導入す る必要 はあるも

のの,ス ケー リングを しない場合 と同形式で多重極係

数や局所展開係数の移動公式を表す ことがで きる.多

重極展開の展開項数 と計算精度 に関する詳細 は今後の

課題であ るが,展 開項数は比較的小さ くすることがで

き,計 算精度 も維持す ることができる.

最後に,大 規模波動問題に も適用 し,本 手法 の適用

性について示 した.今 後は三次元動弾性問題 へ と拡張

す る予定である.
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