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三次元PDS-FEMを 用いた平行亀裂の進展経路の評価

Estimate of growing crack path using PDS-FEM Monte-Carlo simulation
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In this paper, fracture analysis that uses PDS-FEM is extended to the three-dimensional setting.
Monte-Carlo simulation is carried out for a plate with two parallel cracks which are located in an
anti-symmetric mannter. The probability density function of the crack path is calculated in order
to evaluate the statistical and spatial distribution of the crack path, and it is shown that the
crack path of an idearly homogenous plate is unstable so that small local heterogeneity produces
large variaibility in the crack path. The simulation results are compared with experimental data,
and some discussions are made for the PDS-FEM fracture analysis.
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1.は じめ に

脆性破壊現象の数値シ ミュレーシ ョンは固体計算力

学の重要課題である1).こ のシ ミュレーションは破壊実

験 に対応す るため,破 壊 にいたる限界の荷重の他,亀

裂進展経路のばらつきも評価することが望ましい.進

展経路のば らつきは材料の局所的不均一性に起因する.

したがって,多 数の供試体 を使 う実験 と同様,数 値シ

ミュレーシ ョンで も,局 所的不均一性の分布が異 なる

多数のモデル を解析す るモ ンテカルロシミュレーシ ョ

ンを行 うこ とが必要である.

亀裂進展の数値解析 は勿論,モ ンテカルロシミュレー

ションは計算 コス トが高い2),3),4),5),6).一方,亀 裂先端

の特異性 を持つ応力場 を計算す るには,計 算精度が高

くなければな らない7),8).す なわち,二 律背反するコス

トと精度のバ ランスを取った数値解析手法が脆性破壊

現象の数値 シ ミュレーションに必要である.ま た,局

所的不均一性のモデル化 も必要である.弾 性係数 を例

にする と,モ デル化 には不均一性の度合いや空間分布

が必要 とな るが,こ れを計測することは容易ではない.

破壊パ ラメー タであ る強度やエネルギー解放率の局所

的不均一性の計測はさらに難 しい.

一方 ,数 理的には,理 想 的均一体の亀裂進展経路が

不安定性であることに起因 して,亀 裂進展経路がばら

つ くと考え られる.理 想的均一体の進展経路が安定で

あれば,少 々の乱れがあっても経路 は変 らない.し か

し不安定であれば若干 の乱れによって経路が大 き く変

わることになる.し たが って,厳 密にモデル化 をせず

とも,進 展経路の安定性 が計算で きる程度に局所的不

均一性 をモデル化すれば進展経路のばらつきの評価は

で きる.ま た,数 値解析手法 も,こ のようなモデル を

解析で きれ ば十分であ り,時 として滑 らかでな くなる

亀裂曲面の進展過程 を精緻に計算する必要 も無い.

上記 を背景に,著 者のグループは,粒 子離散化手法

(Particle Discretization Scheme,PDS)を 組 み込んだ

有限要素法,PDS-FEM,を 開発 してい る9),10).PDS

はボロノイ分割 とデ ラネー分割 の特性関数を基底関数

とす る離散化手法であ り,不 連続性 を持つ関数の離散

化に適 している.PDS-FEMは 線形要素のFEMと 同

精度を持つ.局 所的不均一 性のモデルはボロノイ分割

の境界 とな り,そ の境界 が進展経路の候補である.し

たがってボロノイ分割のメ ッシ ュサイズのみがモデル

化に必要なパ ラメータである.PDS-FEMの モデルは,

理想的均一体に亀裂進展経路の候補 という若干の乱れ

を組み入れたモデル と考 えることができる.進 展過程

の精緻 な解析 はできないものの,効 率的なモンテカル

ロシ ミュレーシ ョンが可能 となる.

本論文は,PDS-FEMを3次 元に拡張 し,亀 裂進展

のモ ンテカルロシ ミュレーシ ョンを行い,ば らつきを

含めた亀裂進展経路の評価 を試みる.本 論文 の構成 は

以下の通 りであ る.第2章 において3次 元PDS-FEM

の定式化を示す.二 つの平行亀裂 を持つ板材 に対 し脆

性破壊の数値シ ミュレーシ ョンを行い,第3章 に進展

経路のシミュレーシ ョンの結果を示す.第4章 は,数

値 シミュレーシ ョンの結果 と別途行われた実験結果 を

比較する.第5章 に結論を整理す る.
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2.三 次 元PDS-FEMの 定 式化

3次 元領域Dの 共役なボロノイ分割 とデ ラネー分割

を{Φ α}と{Ψ β}と す る.関 数fと その微係数f,iは,

PDSに よって次の ように離散化 され る9).

(1)

こ こで φα と ψβ は Φα と Ψβの特 性 関 数 で あ り,fα と

gβiは

(2)

ここでカ ンマの後 の下添 え字 は微係数 であ る(φα,i=

∂φα/∂xi).式(1)のfdは 至 るところに不連続性 を持

つため,変 位 の不連続性 である亀裂を簡単 に表す こと

ができる.一 方,fdの 微係数は有界ではないが,{ψ β}

を使ったgdiは 有界であ り,fの 微係数の離散化 となっ

ている.

PDSの 基本的なアイディアは単純である.不 連続ガ

ラーキン法の ように暗に このアイデ ィアを使ってい る

数値解析の方法 もある.し か し,PDSで は関数 と微係

数の離散化 を厳密に区別 しているため,従 来の方法に

はない大 きなメ リッ トが生 じる.そ れ は,領 域分割の

最適化 がで きることであ る.ボ ロノイ分割 とデラネー

分割が最適な領域分割の組であることが示される(正

確 にはデラネー多角形の重心を使って作 られ る準ボロ

ノイ分割が最適である).

PDSは 関数の離散化の方法であるため,FEMに 支障

な く組み込む ことがで きる.著 者のグループは これを

FEM-β と称 していたが,本 論文ではPDS-FEMと 呼

ぶ.ま た,PDSを 使 った新 しい種類のFEMの 要素が作

られた と考えることもで きる.な お,通 常のFEMの 要

素分割 はPDS.FEMで はデ ラネー分割 に対応 する.亀

裂はボロノイ分割の境界を進展す るため,通 常のFEM

の要素が亀裂によって切断 され ることにな る.

変位境界条件が与 えられた線形弾性体の3次 元境界

値問題に対 し,PDS-FEMは 次の汎関数 を用いて離散

化する9).

(3)

ここでui,∈ij,σijは 変位,歪,応 力で あ り,cijklと

biは 弾性テンソル と物体力である.2次 元問題 と同様,

離散化か ら導かれるPDS-FEMの マ トリクス方程式 は

図-1板 材 の解 析 モ デル.

同 じ要素分割を使 った線形要素のFEMの マ トリクス

方程式 と一致す る.

式(3)のIを 解 くPDS-FEMに おいて,亀 裂進展は

1の 中のCijklを 変 えることとして表現され る.簡 単な

例 としてデラネー四面体 Ψβが均一(Cijkl=Coijkl)で あ

る場合 を考 える.亀 裂がボロノイ多面体の境界 ∂Φαを

進展す ると,

for x along∂ Φα ∩ Ψβ,

otherwise.
(4)

すなわち,Ψ βか ら亀裂進展に対応する ∂Φαが除かれ,

厚さが無限 に小 さい空隙 として亀裂がモデル化 された

ことを意味する.式(4)のCijklを 式(3)のIに 代入す

るだけで,PDS-FEMは 亀裂進展の数値計算を行 うこ

とがで きる.

3.亀 裂 進 展 の 数 値 シ ミ ュ レー シ ョン

3.1解 析モデル及 び問題設定

図1に 示す板材 を解析対象 とす る.板 材 の寸法 は

24.5×140×5[mm]で あ り,亀 裂長8[mm]の 二つの初期

亀裂が,食 い違い間隔5[mm]で 反対称の位置に置かれ

てい る.面 外にx軸 を取 り,面 内の水平 と鉛直方向に

y軸 とz軸 を とる.材 料 は等方線形弾性体であ り,破

壊基準 として引張強度 を使 う.材 料特性 を表1に 整理

する.引 張強度は均一であるが,亀 裂 はボロノイ多面

体の境界のみにそって進展す るが,こ れは,他 に比べ

てこの部分 の引張強度が若干小 さい というように解釈

できる.一 様引張実験 を模擬 した境界条件 を与える.

材料強度に基づ く破壊基準に従い,ボ ロノイ多面体の
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表-1材 料特 性.

図-2試 行回数とLの 標準偏差の関係.

境界面上の直応力が材料強度 を超 えた ときに この境界

面に亀裂が進展す ることとする.亀 裂進展の結果,剛 性

マ トリクスが変化するため,一 様引張変位を0.05[mm]

づつ10ス テ ップに分けた増分型の非線形解析を行 う.

メッシュサイズは2.00,1.25,0.75[mm]の3種 類 を

使 う.若 干の修正 は必要であるが,平 均のメ ッシュサ

イズが設定 された値 となるよう適当な数のボロノイ母

点をモデル内にランダムに発生 させ て,モ ンテカルロ

シ ミュレーシ ョンのモデル を作成 する.モ ンテカルロ

シ ミュレーシ ョンの試行回数は亀裂進展経路の位置の

標準偏差か ら計算する.亀 裂進展経路の位置は次の よ

うに定義す る.

(5)

ここでy(x,t)はt載 荷ステ ップでのxで の進展経路の

y座 標であ り,〈()〉は平均 を表す.試 行回数 とLの 標準

偏差の関係を図2に 示す.1000回 ほ どのモンテカルロ

シミュレーションで標準偏差が収束す ることがわか る.

3.2亀 裂進展経路のば らつき

PDS-FEMで 計算 された亀裂進展経路 の一例 を図3

に示す.初 期亀裂が反対称の位置に置かれてい るため,

理想的均一体モデルであれば二つの亀裂は反対称の進

展経路 をた どる.し か し図ではこの反対称性 は崩れて

いる.進 展の詳細は次のようで ある.

1.最 初 に左の亀裂が進展 を開始する.右 の亀裂は進

展 しない.

2.厚 さ方向の進展は一様でな く滑 らかで もない.水

平方 向では,最 初右の亀裂に向か うが,途 中で水

平に向きを変え停止する.

3.次 に右の亀裂が進展する.左 の亀裂の先端 を向き,

急勾配で進展する.

他のモデルで も同様 に非対称性は崩れている.ど ち ら

か一方のみが進展す る場合の他,徐 々に二つ亀裂が進

展す る場合 もあ る.

亀裂進展経路のパター ンは次の3つ に分類で きる.

1.一 つの亀裂が経路P1を た どって進展す る.終 了

後,他 の亀裂が経路P2を た どって進展す る.

2.一 つの亀裂が最初 はP1を た どり,途 中か らほぼ

水平 に進展する.こ の経路をP1'と す る.進 展終

了後,他 の亀裂が経路P2を た どって進展す る.

3.ほ ぼ同時に二つの亀裂が進展す る.一 方 はP1な

いしP1',他 方はP2を た どる.

なお,経 路P1は,2次 元平面歪状態の理想的均一体モ

デルで計算 された経路である11)(図5参 照).

厚さ方向にも亀裂進展経路がば らつ く.図3に 示 し

た例で も,厚 さ方向の進展は滑 らかではない.し か し,

1,000個 の不均一体モデルではモデルを縦に割るような

亀裂進展 はな く,面 内に比べて厚 さ方向のば らつきは

小 さい.

3.3亀 裂進展経路の確率密度関数

亀裂進展経路の確率密度関数を求める.長 さdsの 正

方形を断面 とする厚さ5mmの 直方体 を格子 とし,格 子

(n,m)を{(x,y)｜nds<x<(n+1)ds,mds<y<

(m+1)ds,0<zく0.5}と して,こ の格子を通 る亀裂

進展経路の確率を次のように定義す る.

(6)

ここでN(n,m,t)はt載 荷ステ ップでの格子(n,m)内

にある進展経路のボロノイ母点の数で ある.計 算 され

た確率密度関数の例 を図4に 示す.最 初 に左 と右の亀

裂か ら微小な進展が起 こるように見えるが(t=2),こ

れは亀裂進展が同時に起 こることではな く,2つ の亀裂

が同 じ確率で進展す ることを意味 している.互 いに遠

ざか るように亀裂 は進展す るが,そ の ばらつ きは徐々

に広がってい く(t=4,6).そ して一つの亀裂がある程

度進展す ると,残 された亀裂進展が始 まる.進 展の方

向は他方に向か う方 向である(t=8,10).

確率密度の値が他 よりも大 きい領域 は,比 較的高い

確率で発生する進展経路である.前 節の経路P1,P1',

P2は 図4の 次 の領域 に対応 している.

P1緩 勾配で右の亀裂先端後方に向か う領域

P1'上 記の領域か ら枝分 かれ した水平の領域

P2急 勾配で右の亀裂先端 に向か う領域
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t=0 t=2

t=4 t=6

t=8 t=10

図-3亀 裂伸 展 経略 の 一例.

t=0 t=2

t=4 t=6

t=8 t=10

図-4亀 裂伸展経路の確率密度関数.

図-5亀 裂進 展 経路 のパ ター ン.

したがって確率密度関数の分布から,「2つ の亀裂が経

路P1を たどって進展す る」とい う理想的均一体の進展

経路 は数理的な意味で安定ではない ことがわかる.局

所的材料不均一 性の結果,一 つの亀裂はP1な い しP1'

を通 るものの,他 方の亀裂がP2を 通 るこ とになる場

合が多いのである.

亀裂進展経路は亀裂先端の軌跡である.数 理的には,

時間 とともに移動する亀裂先端の位置 という空間の3

次元ベ ク トル関数を2次 に投影 したものが亀裂進展経

路 とな る.亀 裂進展経路の安定 ・不安定 に比べ,進 展

そのものはもっ と複雑な安定 ・不安定を持つ ことにな

る.こ れは進展が時間 とともに変化す るからである.進

展のばらつ きを解析す るにはモンテカルロシミュレー

ションによる進展の分析が必要であ る.
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図-6メ ッシュサイズを変えた亀裂伸展経路の確率密度関数.

図-7メ ッシュサイズを変えた亀裂伸展経路の標準偏差.

3.4メ ッシュサイズの影響

PDS-FEMで はボロノイ多面体の境界面が亀裂進展

経路の候補 となる.こ のため,メ ッシュサイズが大 き

い と一度の計算ステ ップで進展す る亀裂の増分が大 き

くなる.す なわち,メ ッシュサイズが亀裂増分 のサイ

ズを決め る.こ れは局所的材料不均一性の空間スケー

ルに対応 する.な お,メ ッシュサイズが0と な る極限

は不均一性がない理想的均一体モデル とな る.

メッシュサイズを変えたモデル を使 って亀裂進展経

路の確率密度関数 を計算 し,メ ッシュサイズが確率密

度関数 に与 える影響を調べ る.簡 単のためt=5で の

確率密度関数を図6に 示す.y=-3.25,-0.25,3.75

の3つ の面での確率密度関数である.亀 裂進展経路が

数理的に安定である場合,メ ッシュサイズが0の 極 限

で確率密度関数 はデルタ関数に収束する.し か し,こ

のような傾向は図6に は見 られない.前 節で説明 した

ように,理 想的均一体モデルの亀裂進展経路が数理的

な意味で不安定であることを示 してい る.

メッシュサイズの影響をより定量的に調べ るため,確

率密度関数か ら亀裂進展経路の位置の標準偏差 を計算

し,メ ッシュサイズに対 してプロットした.結 果を図-7

に示す.確 率密度関数 と同様,メ ッシュサイズが小さ く

なるにつれて標準偏差は小 さくなるものの,0に 収束す

ることはない.す なわち,理 想的均-体 モデルの亀裂

進展経路が不安定であることが確認 され る.ま た,亀

裂先端 に近 い面(y=-3.25)か ら離れ るにつれて徐々

に標準偏差が大 き くなる傾 向が見 られ る.こ れは,亀

裂が進展す るにつれて,亀 裂進展経路のば らつ きであ

る標準偏差が大 き くなることを意味 している.こ れは

直感的に納得で きる当然の結果である.
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図-8画 像解析によって得られた亀裂伸展経路.

図-9伸 展経路の平均 と標準偏差.

表-2供 試体の材料物性値.

4.実 験 と数値 シ ミュ レー シ ョンの比 較

4.1実 験の概要と結果

本章では,別 途行われた板材の破壊実験の結果を基

準 として,前 章のPDS-FEMを 使ったシミュレーショ

ンの妥当性や有効性を議論する.破 壊実験は江藤等12)

によって開発された超高速ビデオカメラと沖中ら13)が

開発した画像 トリガーを使い,亀 裂の進展開始から停

止までを撮影する.実 験供試体はエポキシ樹脂で作成

し,光 弾性による干渉縞を撮影 し,亀 裂進展に伴う応

力分布の変化を調べる.供 試体の寸法 と初期亀裂は前

章の解析モデルと同一である.供 試体の材料物性値は

表2に 整理する.

撮影された画像をデジタイザーで解析し,主 経路と

なる亀裂の進展経路を決定した.5つ の供試体の亀裂

進展経路 を図8に 示す.ま た計測された亀裂進展経路

の平均値 と,平 均値 に標準偏差 を足 した経路の図9に

示す.亀 裂進展経路 は,初 期亀裂の先端付近では比較

的ば らつきが小 さいが,先 端 から離れ るとばらつ きが

増加す る.ま た,図9か ら,ば らつ きの増加の仕方 も
一定で はな く,進 展す るにつれて大 き くなることがわ

か る.実 験 に使われた供試体の数が5個 と少ないため,

定量的な分析には限界があるが,進 展 につれて経路の

ばらつ きが増加す る傾向は確認できる.

4.2数 値シミュレーションとの比較

実験 と数値シ ミュレーシ ョンによって得 られた亀裂

進展経路の位置の平均 を図10に 示す.数 値シ ミュレー

シ ョンの進展経路は,計 算に使われた4つ のメッシュサ

イズでの進展経路である.ど のメ ッシュサイズで計算

された進展経路の平均 も,実 験で得 られた進展経路の

平均 とは一致はしない.亀 裂が進展す るにつれて,数

値シ ミュレーシ ョンで得 られた平均の進展経路 は実験

の平均の進展経路か ら離れてしまう.こ の原因 として,

供試体の数が5つ であ り実験 の平均に誤差があること

は考 えられ るが,PDS-FEMで 仮定 された材料強度に
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図-10亀 裂伸展経路の平均値の比較.

図-11亀 裂伸展経路の標準偏差の比較.

基づ く破壊基準が適 当でない ことも大 きな原因であ る

と考え られ る.

次 に亀裂進展経路の標準偏差 を比較 した.結 果 を図

11に 示す.こ の図か ら,完 全な一致では勿論ないもの

の,メ ッシュサイズが0.75[mmlの 数値シ ミュレーショ

ン結果が実験 に最 も近い ことが分かる.初 期亀裂の先

端か ら離れた ところでは0.75[mm]の 標準偏差 も実験

の標準偏差か ら大 きく離れてお り,繰 り返 しであるが,

完全な一致ではない.直 感的な議論であ るが,エ ポキ

シ材料の材料不均一性 の空間スケール として1[mm]以

下の値が得 られ ることは納得がい く.

亀裂進展経路の平均では見出せなか った ものの,標

準偏差 では相応 に実験結果 と一致す るメ ッシュサイズ

を見つけることができた.こ の一致は限定的であ り,直

ちにPDS-FEMの 数値 シ ミュレーシ ョンの妥当性 を裏

付けるものでは決 してない.し か し,精 度 は高 くない

ものの,亀 裂進展経路のば らつきをPDS-FEMの 数値

シ ミュレーシ ョンによって評価で きることは十分示唆

している.ま た,PDS-FEMで は局所的材料不均一 性

の唯一のパ ラメー タであ るメッシュサイズを実験 との

比較か ら同定で きることも示唆された.

5.お わ り に

PDS-FEMを3次 元に拡張 し,平 行亀裂 を持つ板材

に対 し,引 張破壊のモ ンテカルロシ ミュレーシ ョンを

行った.亀 裂伸展経路の確 率密度関数が計算 され るた

め,進 展経路 のばらつきを定量的に評価 することがで

きる.実 験 との比較では,PDS-FEMの 数値 シミュレー

シ ョンの妥当性 は確認できなかった.し か し,精 度に
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限界が あるものの,PDS-FEMを 使った亀裂伸展経路

の評価が可能であることは示唆 された.
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