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波動方程式に対するガラーキン法に基づく数値計算手法の特性評価

On Properties of Numerical Procesures Based on Galerkin Method for Wave Equation
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In this paper, properties of several numerical procedures based on the Galerkin method for wave
equation is evaluated. Numerical properties are characterised by numerical dispersion, which
is calculated by combining errors drived from both spatial and temporal discretization. The

present approach enables us to understand the function of each discretization in the overall
accuracy of the schemes and indicates the guideline for the design of numerical procedures.
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1.序

理工学の様々な分野において,波 動方程式によって

記述される物理現象が数多 く現れる.特 に,地 震波動

の伝播問題や構造物の衝撃解析においては,波 動伝播

現象としての性質を正確に評価できる数値計算手法が

望まれる.こ のような数値計算手法を設計するために

は,波 動方程式に対する数値計算手法の基本的な特性

を把握することは重要である.

波動方程式の数値計算手法は,空 間方向と時間積分

の離散化により構成される.空 間方向に関しては,有

限要素法における補間誤差評価などの基本的な特性の

把握は行われている.一 方,時 間方向の離散化に関し

ては,離 散化手法である数値時間積分法の評価が1質

点系振動の観点から行われることがほとんどであった.

このようなことから,波 動方程式に対する各種の数値

計算手法の特性については,個 別の手法に対する経験

的な知見は得られているものの,空 間方向と時間方向

の離散化の組み合わせによって決定される各種の手法

に対 して体系的に理解されることは少なかった.特 に

パルス成分を含む波動や衝撃問題などにおいては,低

周波から高周波までの広帯域の波動に対して,周 波数

成分による位相ずれが少ないすなわち数値的な分散性

の少ない手法が望まれる.こ れは,パ ルス成分を含む

波動や衝撃問題では,こ の数値分散性により,含 まれ

る成分毎に位相のずれが生じ,結 果的に波形の変化を

引き起こすためのである.し たがって,数 値計算手法

を数値分散性の観点から評価することが重要 となる.

差分法に基づく数値解析手法などにおいては,近 似

方程式が漸化式として表される場合に,近 似解を漸化

式から解析的に構成 し,数 値特性の評価を行うことが

可能である1).こ れに対して筆者 らは,1次 元波動方

程式に対する数値計算手法の数値特性を,進 行波を構

成 する初期条件 を設定 して得 られ る数値解 によって評

価 する手法を提案 し,従 来 はあま り示 されることのな

かった高次要素 を含 む各種の有限要素法 とい くつかの

時間積分 を組み合 わせ た手法の評価を行って きた2),3).

そこで,本 研究では,波 動方程式の解が厳密解,近 似

解 とも空間変数 と時間変数 に関 して変数分離形 として

表現できることを利用 し,空 間離散化 を特徴づける固有

値問題の誤差 と時間積分によって生じる数値的な角振

動数を用いて,波 動方程式の離散化で現れ る数値分散性

を計算 し,数 値特性を評価する手法を提案する.本 研究

は,こ のような数値特性の評価手法により,経 験 的に精

度が高いことが知 られているFDTD(Finite Difference

Time Domain,時 間領域差分)法4)な どの数値計算手法

の数値特性の発現メカニズムを理解する とともに,高

精度な手法の設計指針を得 るものである.

2.1次 元 波動 方程 式

本研究では,無 限領域]-∞,+∞[に おける1次 元

線形波動方程式

(1)

を考える.い ま,位 相速度 は1と しているが,以 後の

議論において一般性 を失 うことはない.

この方程式の解を変数分離形 として

(2)

と表す と,u(x)は 固有値問題

(3)

の解 とな り,一 般解 は

(4)
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となる.こ の とき,波 動方程式の解は,

(5)

と表され,sinωx,cosωx表 され るモー ドの定在波が

時間方向にeiωtと して振動す る解の重ね合わせ となっ

ていることが分 かる.

また,こ の解 は加法定理か ら

(6)

と書 き換えることが可能である.こ れは,三 角関数で表

され るモー ドに関 して進行波eiω(x-t)と 後退波eiω(x+t)

が含 まれることを表 している.

次節以降では,上 述の考 え方を近似方程式に適用 す

ることによ り,数 値計算手法の特性評価 を行 う.

3.空 間 離 散 化

3.1ガ ラーキン近似

波動方程式(1)に 対 して,空 間方向に弱定式化 を行

うと次式が得 られる.

(7)

ここで,ω は仮想変位であ り,領 域 内にコンパ ク トな

台を持つ関数 と仮定する.

弱定式化 された波動方程式(7)に おいて,未 知関数

u(x,t)に対 して,空 間方向に基底関数 φk(x)を 導入 し,

ガラーキン(Galerkin)法 に基づ く離散化 を行 うと.次

の半離散化方程式が得 られ る.

(8)

ここで,U(t)は 基底関数の係数である未知パ ラメータ

ベク トルであ り時刻 に関す るベク トル値 関数 となって

いる.ま た,M,Kは それぞれ質量行列,剛 性行列で

ある.た だ し,式(7)の ように無限領域の問題 を考 え

ていることから,U(t),M,Kは 無限次元のベク トル,

行列 となっている.

3.2モ ー ド解析

未知パラメー タベク トルU(t)に 対 して,次 の変数分

離形を考 える.

(9)

これ を半離散化方程式(8)に 代入す ると,モ ー ドベ ク

トルUに 関する次の固有値問題が得 られ る.

(10)

このとき,固 有値(ωh)2を 対角項 とする行列 Ω と対応

す る固有ベク トル を並べた行列Pに ついて次の関係式

が得 られる.

(11)

いま,Pを 行列Mに 対 して正規化するすなわちPTMP

が単位行列になるように各ベク トルの大 きさを定める.

この とき,以 下の剛性行列Kの 対角化が可能 とな る.

(12)

半離散化方程式(8)は,各 固有モー ドに対す るモー ド

座標 αkを 用いて,モ ー ド毎の方程式

(13)

となる.

一方 ,要 素幅hと す る一様分割 された1次 要素によ

る有限要素近似 において,無 限区間の固有値問題は,節

点kに おける近似解をukと 表す と,漸 化式 として以下

の ように表 され る.

(14)

この とき,近 似解 を

(15)

とお く と,

(16)

の とき,こ の近似解 は,離 散化された固有値問題(14)

を満足することが分か る.こ の近似解は,ま た厳密解

の固有モー ドに節点で一致するものである5).し たがっ

て,空 間方向の位相角 ω と近似解 における角振動数 ωh

の関係は

(17)

として与え られ る.式(5)よ り,厳 密解の角振動数 ω

は空間方 向の位相角 と一致す る.し たがって,こ の角

振動数 ωhと 厳密解 の角振動数 ω を直接比較すること

で計算手法の数値特性 を評価す ることができる.

また,質 量行列 を対角化 した場合,近 似 方程式 は2

次精度中心差分法に基づ くもの と一致 し,以 下の よう

に表 され る.

(18)

このときの固有値の近似解は

(19)

となる.

以上の結果 を図-1に 示す.一 方,ガ ラーキン法 に基

づ く固有値の近似解は,Min-Max原 理 より厳密解 より

大き くなることが事前誤差評価 として知 られてい る5).

上述のように,1次 要素による有限要素近似や差分

法な どでは無 限区間の固有値問題 を漸化式 として表 し

て,近 似固有値を解析的に求めることがで きるが,2次

要素な どを用 いる場合は,後 述す るように近似固有値

を求め るこ とは容易ではない.こ のような場合 は,有
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図-1固 有値の精度(2次 精度中心差分法,1次 有限要素法)

限区間 に対 して,両 端 に周期境界条件 を課 し,得 られ

た有限次元 の固有値問題 を数値的に解 く事 により,同

様な固有値の近似解 を求めることが可能である.

4.時 間 積 分 と分 散 性

4.1時 間積分手法

波動方程式 の解析 において,し ば しば用 い られ る

FDTD法 や衝撃解析 においては一般 的である動的陽

解法 において時間積分 には中心差分法が用 い られ る.

また,有 限要素法 に基づ く振動解析の分野では,New-

mark法 が広 く用い られている.本 研究では,時 間積分

手法 として中心差分法 とNewmark法 を考える.

時刻tnに おける節点変位ベ クトルをU(tn),速 度ベ

クトル　 の時間方向 に離散化 した近似

ベク トルをそれぞれUn,Vnと す る.中 心差分法では,

時刻　 における速度　 を導入 し,

以下のように離散化を行 う.

(20)

(21)

しか しなが ら,こ の中心差分法では速度が定義 され る

時刻が,変 位 を定義す る時刻 とずれてい るため,次 項

に述べ る数値的な角振動数の評価が困難である.そ こ

で,本 研究では中心差分法 と等価なVerlet法 を考 える.

Verlet法 では,速 度を

(22)

とお く.こ れを中心差分法 による離散化方程式(20)(21)

に適用する と次の近似方程式が得 られ る.

(23)

(24)

(25)

また,質 量行列Mを 集中化質量行列 血 に置 き換え

ると,M-1は 対角行列 とな り陽解法 としての近似方程

式が得 られ る.こ の手法 は,衝 撃解析において しば し

ば用い られる動的陽解法に対応 する.

一方
,時 間積分 としてNewmark法 を半離散化方程

式(8)に 適用す ると以下の近似方程式が得 られ る.

(26)

(27)

こ こ で,β,γ は 数 値 特 性 を定 め る パ ラ メ ー タ で あ り,

β=1/4,γ=1/2の とき,平 均 加 速 度 法,β=1/6,

γ=1/2の とき,線 形 加 速 度 法 とな る.

4.2時 間積分の数値特性

上述の時間積分手法を,変 位un,速 度 νnを独立変

数 とする1質 点系に適用すると,時 間積分手法は一般

形 として

(28)

と表 され る6).こ の とき,時 間積分 を表す行列Aの 固

有値 をλ1,λ2と すると,行 列Aは 非対称行列であるこ

とか ら以下の ように λ1,λ2は 複素数 として表 される.

λ1=λ(cosθ+isinθ),λ2=λ(cosθ-isinθ)(29)

この とき,θ は時間刻み △t当 た りの位相の変化 を表

す ことか ら,時 間積分 における見かけ上の角振動数で

ある数値角振動数ω は

(30)

と表される.

このようにして得られた数値角振動数ω を方程式の

角振動数ωで正規化した相対角振動数ω/ωと時間刻み

△tを時間刻み当た りの位相の変化として表 した位相角

ω△tに対する関係 として表したものを図-2に 示す.陽

解法である中心差分法は、見かけ上角振動数が大きく

なる結果を与え,陰 解法である平均加速度法 と線形加

速度法は見かけ上角振動数が小さくなる結果を与える

ものであることが分かる.ま た,条 件付き安定な解法

である中心差分法 と線形加速度法は無条件安定である

平均加速度法に比べ,数 値角振動数に関して精度が高

くなっていることが分かる.

4.3位 相 速 度 の 評 価

上 述 か ら,xk=kh,tj=j△tに お け る近 似 解u(k,j)

は,

(31)
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図-2時 間積分の精度(中 心差分法、平均加速度法、線形加
速度法)

と表されることが分かる.こ こで,ωhは,空 間離散化

による近似固有値 ωhに 対 して,時 間積分手法を適用 し

得 られた数値角振動数である.し たがって,ωhは 空間

離散化 と時間積分の両者の特性か ら定まるもの となる.

本研究で考 える1次 元波動方程式 は,式(5)の よう

にモー ドに依存せず位相速度が一定である.一 方,式

(31)か ら得 られる位相速度

(32)

は,モ ー ドに依存する位相速度で あ り,近 似によって

本来はない分散性が数値的に現れたもの と考え られる.

5.各 種 手 法 の 数 値 特 性

本節で は,1次 有限要素法に基づ く手法 と高次の基

底関数を用いた手法 について,ク ー ラン数C=△t/h

毎 に得 られ る数値分散性の曲線によ り考察す る.

5.11次 有限要素法

図-3に 空間方向離散化 を集中質量行列を用 いた1次

有限要素法 とし,時 間積分 に中心差分法を用いた手法

の数値分散性を示す.こ の手法では,空 間離散化か ら

定まる近似固有値 は,図1の ように厳密解 よ り小 さ く

な るの に対 して,時 間積分 による数値角振動数 は図2

のように厳密解 よ り大 き くなる.し たが って,空 間離

散化 と時間積分の誤差 は,位 相速度に関 しては誤差を

相殺 し合 うもの とな り,精 度が高い もの となってい る.

一方
,図-4に 空間方向離散化を整合質量行列 を用い

た1次 有限要素法 とし,時 間積分 に中心差分法を用い

た手法の数値分散性 を示す.こ の場合 は,空 間離散化

か ら定 まる近似固有値 と時間積分 による数値角振動数

は図1と 図2の ようにともに厳密解 よ り大 きくな る方

向にあ り,結 果 として誤差が拡大 している.

さらに,図-5に 空間方向離散化 を整合質量行列を用

いた1次 有限要素法 とし,時 間積分 に平均加速度法 を

図-3数 値分散性(1次 有限要素法,集 中質量行列,中 心差
分時間積分法)

図-4数 値分散性(1次 有限要素法,整 合質量行列,中 心差
分時間積分法)

図-5数 値分散性(1次 有限要素法,整 合質量行列,平 均加
速度法)

用いた手法の数値分散性を示す.こ の手法では,固 有

値の誤差 と時間積分の誤差が相殺し合うものとなるが,

集中質量行列を用いた1次 有限要素法 と中心差分法に

よる時間積分を組み合わせたものと比べて必ずしも精

度が高いとはいえない.こ の手法は,無 条件安定であ

るため,低 次モードによる振動現象の解析においては

有効であるが,衝 撃を含むような波動現象にはあまり

適さないと考える.
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5.2高 次の基底による離散化

時間刻みが小 さ くなった ときは,空 間離散化 におけ

る固有値の精度がその上 限 となる.し たがって,波 動

方程式の数値解法を高精度化す るためには,空 間離散

化 を高精度化す るこ とが必要 となる.

楕円型方程式等の静的問題で は,有 限要素近似の補

間関数を1次 か ら高次関数へ と変更することにより,補

間誤差が改善され,精 度 が高 くな ることが知 られてい

る.そ こで,本 研究ではまず2次 要素の適用 を考 える.

2次 要素で は,頂 点節点 と中点節点に関 して,図-6

のように近似基底が異な ることか ら,離 散化方程式が

頂点節点 と中点節点に関す るもの として2種 類現れ る.

この とき,離 散化方程式か ら固有値 を計算す ることは

困難であることか ら,周 期境界条件 を課 した領域 に対

する数値計算 によって固有値 を求める.図-7に 数値計

算によって得 られた固有値 の精度 を示す.低 次 モー ド

の精度は1次 有限要素法 に比べて高 いが,位 相角 π/2

において,固 有値が急激に変化 し,そ れ以降の高次モー

ドの精度 は高 くない.位 相角 π/2に お ける固有値の変

化は,位 相角 π/2に 対する固有モー ドとして,図-8の

ように頂点節点のモー ドと中点節点のモー ドの2種 類

が存在することか ら生 じる現象である.ま た,時 間積分

に平均加速度法 を用 いた場合の伝播速度の精度 を図-9

に示す.こ の結果は,前 項で評価 した1次 有限要素 あ

るいは2次 精度中心差分法の結果 と比べて,精 度が向

上 した とは言 えず,有 限要素法 を用いた波動方程式の

数値解法 として,2次 要素は精度を向上 させ るもので

ない ことが分かる.

このような問題 に対 して,近 年ではスプライン関数

を近似基底 に用いた手法が注 目されている7).ま た,音

響問題 においては格子点 において微分値 を定義 し高精

度化を行 うコンパ ク ト差分法8)が しば しば用い られて

いる.本 研究では,こ の ような観点か ら2次 のス プラ

インガラーキン法 と3次 エル ミー ト関数 を近似基底 に

用いた有限要素法 を考 える.

図-10に 数値計算に よって得 られた固有値の精度 を

示す.2次 のス プライ ンガラーキン法 と3次 エル ミー

ト有限要素法 は,1次 有限要素法,2次 精度 中心差分

法 と比較 して高精度であ り,2次 有限要素法の ような

固有値の急激な変化な ども見 られないことが分か る.

これ らの手法に対 して,ガ ラーキン法 による空間離

散化 との組み合わせ を考 え,平 均加速度法 と線形加速

度法を時間積分 として適用す る.

図-11に 空間方向離散化 を2次 ス プライ ンガラーキ

ン法 を用い,時 間積分に平均加速度法を用いた手法 の

数値分散性 を示す.時 間刻みを小 さ くとる場合(ク ー

ラン数が小 さい場合)に は,固 有値の精度が高い こと

か ら,数 値分散性 は小さ くなるが,時 間刻みが大 きい

場合 は,平 均加速度法の特性によ り,数 値分散性は比

較的大 きな もの となってい る.

図-62次 有限要素の近似基底

図-7固 有値の精度(2次 有限要素法)

図-82次 有 限要 素法 にお け る固有 モ ー ド

図-9数 値分散性(2次 有限要素法,平 均加速度法)
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図-10固 有値 の精度(2次 ス プライ ンガ ラー キ ン法,3次 エ

ル ミー ト有 限要 素 法)

図-11数 値分 散性(2次 ス プライ ンガ ラーキ ン法,平 均加 速

度法)

さらに,2次 ス プラインガラーキン法に線形加速度

法 を組 み合わせ た手法の結果を図-13に 示す.こ の手

法 は全般に高精度な もの となってい る.

6.結 び

本研究では,1次 元波動方程式について,数 値分散

性の観点か らガ ラーキン法 に基づ く数値計算手法の特

性 を評価 した.集 中質量行列を用いた1次 有限要素法

を空間離散化 に用 い,時 間積分 に中心差分法を適用 し

た手法 は,他 の手法 と比べて も精度が高いことが確認

できた.こ の手法は,FDTD法 として知 られる手法 と

同値な手法であ り,ま た衝撃解析において動的陽解法

として広 く用 い られてい ることか ら,経 験 的には波動

方程式に対 して精度が高い ことは分かっていた.本 研

究によ り,空 間離散化 と時間積分の誤差が相殺 し合 う

こ とによ り,総 合的に精度が高 くなっていることが明

らか となった.ま た,よ り高精度な手法の構築 には,空

間離散化 としてスプラインガラーキン法が適 している

が,そ れを生かすためには陰解法で精度の高い線形加

速度法のような手法 と組み合わせ ることが必要である.

図-12数 値分散性(3次 エルミー ト有限要素法,平 均加速
度法)

図-13数 値 分散性(2次 スプ ライ ンガ ラーキ ン法,線 形 加速

度法)
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