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This paper discusses a fast multipole method for three dimensional anisotropic elastodynamics
in time domain. A PWTD (plane wave time domain) approach is presented. The proposed
approach is verified via a simple numerical example. The accuracy of the approach is shown to
be satisfactory for engineering purposes, although its efficiency still needs to be improved.
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1.緒 言

境 界積 分方 程式法(Boundary Integral Equation

Method,BIEM)は,基 本解 の特性 を反映 して,無 限

遠を含むような問題や,特 異性のある問題,ま た,境 界

データのみを利用す るような逆解析 な どに特に有効で

あるという長所がある.一 方,多 くの問題 において離散

化 して得 られ る連立一次方程式の係数が密行列 とな る

ためその数値 求解 に計算時間がかか り,大 容量の計算

機が必要 とな るとい う欠点 もある.そ のため,工 学的応

用は限 られた ものに成 らざるを得なかった.し か しな

が ら,80年 代半 ばに計算量のオーダーを低減する画期

的なアルゴリズムである高速多重極法(Fast Multipole

Method,FMM)が 提案 されたことによりこの問題 は解

決 され,BIEMの 高速化 ・大規模が可能 となった.近

年では電磁気学,弾 性学,破 壊力学な ど様 々な分野へ

の拡張がなされてい る.

本論文で扱 う時間域波動問題の場合,空 間 と時間の

自由度 をNs,Ntと す る と,従 来法 な らば計算 量 は

０(N2sN2t)に な り,大 規模 な問題 を解 くことは不可能

であ る.そ こで,Erginら は3次 元 スカ ラー波動問題

について,基 本解の平面波展開 と時空の階層化 を利用

したPlane Wave Time Domain(PWTD)ア ルゴ リズ

ムを提案 し1),multi-levelア ルゴ リズムを用 いた場合

の計算量が ０(NtNslog2Ns)で あることを示 している.

このPWTDア ル ゴリズ ムを用いて著者 らの グループ

では,こ れまで,等 方性弾性体 を対象 とした時間域 の

動的問題 の高速 アルゴリズムについて研究 を行 ってき

た.高 橋 らはPWTDア ルゴリズムを2次 元,3次 元の

弾性 問題 に拡張す ることに成功 した2).そ の後,大 谷

らは高橋 らの解法における時間方向のアル ゴリズムを

改良 し,並 列化 を行 うことで,よ り大規模な問題 を扱

うことを可能 にした3).近 年では吉川 ら4)によってレー

ザ超音波非破壊評価 に適用 されるな ど,工 学的な応用

もな されている.

一方
,異 方性弾性体 を対象 とした時間域動的問題 に

ついては必ず しも研究が進んでいるとは言えないのが

現状である.実 際,時 間域動的問題 は言 うに及ばず,こ

れ まで異方性弾性体 を対象 としたBIEMに よる解析 自

体,基 本解が陽に書 き下せ る2次 元静弾性問題 以外で

は非常 に限 られてお り,2次 元の時間域動的問題5),3

次元の静的問題6),7),8),あ るいは3次 元周波数域の動

的問題9)な どの例 を挙 げることができる程度である.3

次元時間域の動弾性解析は,従 来型の定式化 について

は著者の知 る限 りTan and Hirose10)の 予備的な研究以

外 に報告 はな く,高 速多重極法 にっいて も定式化が知

られているのみであって3),数 値結果の報告 はなされて

いない.こ のような状況を考慮 し,本 論文ではPWTD

アルゴ リズムの3次 元異方性弾性体の時間域動的問題

への拡張 を取 り扱 う.た だ し,本 論文 はこの分野の最

初の研究である事 を考慮 して,計 算効率の追求は行わ

ず,算 法 が成立す る事 と,そ の精度の確認 を主 目的 と

す る.

以下では,ま ず従来法を用 いた異方性動弾性問題 に

おける層ポテンシャルの算法を示す.次 に,PWTDア

ル ゴリズムを用いて解析解が存在する問題 を解 き,ア

ル ゴリズム全体の精度の検証 を行 う.こ の結果,取 り

上げた問題では工学的に十分 な精度で解析が可能であ

る事が示される.
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2.定 式 化

本節では本論文で取 り扱 う境界積分方程式法の定式

化を記す.

2.13次 元時間域動弾性問題 とその境界積分方程式

3次 元領域D⊂R3に おいて,以 下の初期値境界値

問題 を解 き,変 位ui(x,t)をx=(x1,x2,x3)∈D,t∈

(0,∞)で 求めることを考える.

(1)

初期条件 u(x,0)=u0(x) in D

11(x,0)=v0(x) in D

境界条件 u(x,t)=fi(x, t) on S1

t(x, t)=t(x, t) on S2

ここに,は 境界で与え られた関数,∂iはxiに 関する

空間微分,∂tお よび は時間微分 を表す.U0,v0は

それぞれ初期変位,初 期速度ベ クトルであ り,Cijklは

弾性テ ンソル,δikは クロネ ッカーのデルタである.t

は表面力であ り,以 下のように与え られる.

ti(X,t)=Cijkinj(X)uk,i(x,t)

ここに,nは 境界 ＳにおけるDの 補領域を向 く単位法

線ベ ク トルである.

簡単 のため,初 期条件 を零 とす ると,式(1)に 対応

する境界積分方程式は,xが 境界S上 にある場合,次

式で表 され る.

(2)

ここに,v.p.はCauchyの 主値積分を表 し,*は 時間に

関するたたみ込みを表す.r,Tは それぞれ動弾性学の

基本解及び二重層核であ り,次 式 によって表 され る11).

(3)

(4)

ここに,δ(),H()は 各々デルタ関数 ヘビサイ ド関数

を表 し,Skは 単位球面,た はSk上 の外向き単位法線

ベ クトルで あ り,平 面波の伝播方向を表す.vp(k)は,

(5)

と定義 した行列Cijのp番 目の固有ベ ク トルであ り,物

理的には平面波の振動方向を意味 している.ま た,Cp

はCijの 固有値c2pの 平方根であ り,物 理的には平面波

の速度 を意味 してい る.

2.2従 来法による境界積分方程 式法の離散化

本節では,式(2)を 従来法(多 重極法ではない従来の

解法)を 用いて離散化 して解 くことを考 える.境 界Sを

Ns個 の三角形SI(I=1,2,…,Ns)で 分割 し,各SI

の重心に境界選点xIを 設 ける.時 間についてはNt個

の区間(tα-1,tα)で 分割す る.各 区間の長 さは △tで 一

定 とし,時 間選点は区間終端 に設 ける.選 点における

境界密度,す なわち変位u(xI,tα)及 び表面力t(xI,tα)

をそれぞれuαI及 びtαIと記す.

境界密度の基底関数 として区分一定の もの を,時 間

基底 として区分線形の ものを用 いる.時 間基底 は次の

ように表 され る.

(6)

これ よ り,u(x,t),t(x,t)は 以 下 の よ うに内挿 され る.

ここで

(7)

(8)

として影響係数 を定義する.す ると,式(2)は 次のよ

うに離散化され る.

(9)

ここに,現 在時刻tαの境界要素Sjに おける境界密度の

未知成分 をpαJ,境 界条件によって与えられ る成分をqαj

と表 し,そ の係数(W(1)IJ,U(1)IJの いずれか)を それぞれ

A(1)IJ,B(1)IJと書いた.以 上のように,式(2)は,離 散化

を経て式(9)の ような3Ns元 の連立一次方程式に帰着

する.現 時刻未知ベク トルpαJを 求めるためには,現 時

刻で既知なベ クトルuβJ及 びtβJ(β=1,...,α-1)を す

べて用いて右辺の行列 とベ ク トルの積を計算 し,左 辺

の行列A(1)IJの逆行列 を計算すればよい.こ れを α=1

か らNtま で繰 り返すことによってすべての未知量が求

め られ る.
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2.3基 本解の平面波展開

本節で は,基 本解 の平面波展開を用いた式(2)の 解

法 について記す.基 本解(3)の 平面波展開は次式で与

え られる3).

(10)

ここに,Γ'(x,t)=Γ(x,-t)は 反 因果律 を満たす基本

解である.式(10)を 用 いて式(2)の 層ポテンシャルの

算法を構成 する.

いま,と もに半径がRで ある二つの球形領域Ss,So

を考え,各 々の中心 をs,0と する.中 心間距離|O-s|

をRcと しRc>2Rを 満たす もの とす る(図2.1参 照).

また,Ssに 含 まれる領域Sの 部分 を Ｓ とす る.そ こ

で,式(10)を 用いて選点(x,t)(x∈So,t∈(0,∞))に

おいてS×(0,t]に 分布 した密度t,uに よる層 ポテ ン

シャルを評価す ることを目標 とする.

Source sphere Ss Observer sphere So

図-1ソ ー スを含 む球 と評価点を含む球

密度u及 びtを,各 々有限の時間区間帯(Tz1,Tz2]に

のみ台 を持つ関数uz,な らびにtzに 区分 けす る.式

(10)の 平面波速度の最大値をCmaxと す る.す ると,

(11)

が成立すれ ば,選 点(x,t(x∈So,t>Tz2))に 対 して

S×(Tz1,Tz2]上 の既知の密度tzな らびにuzに よるポ

テンシャルは次のように計算で きる.

(12)

こ こ に,Ozp(s,t,k)(p=1,2,3)はoutgoing rayで あ

り,次 式で定義 される.

(13)

なお,式(11)はS×(Tz1,Tz2]上 の境界密度tz,uzに

よる影響が,時 刻Tz2以 前 に選点X(x∈So)に 到達 し

ないための条件 である.S×(Tz1,Tz2]上 の密度による

影響が時刻tα<Tz2に 到達するような選点においては,

影響が到達 した時刻tα の時点で(tα,Tz2]に おける密度tz

,uzが 未知であるので,式(12)を 用 いた算法 は成立

しない.

式(12)は 次のようにも計算 され る.

(14)

こ こ に,Izp(o,t,k)(p=1,2,3)はincoming rayで あ

り,次 式 で 定 義 さ れ る.

(15)

またoutgoing rayな ら び にincoming rayは 次 式 に よ

り原 点 を移動 で き る.

(16)

(17)

式(11)で 表 され る遠方場 に対 し,台 が(Tz1,Tz2]で

s内 の要素y上 に分布す る境界密度uz,tzに よる層

ポテンシャルを表すのがoutgoing rayで あり,通 常の

多重極法における多重極モーメン トに相当する.一 方,

outgoing rayが 計算 された時点 より未来の時刻に,S。

内で観測 される層ポテンシャルを表すのがincoming ray

であ り,通 常の多重極法 にお ける局所展開係数 に相 当

する.

以上よ り,本 来求めるべ きS×(0,t]上 の密度u及 び

tに よる層ポテンシャルは,x∈So,t>Tz2に 対 しては

式(12),あ るいは式(14)をzま で重ね合わせ ることに

―111―



より次の ように求め られ る.

(18)

3.従 来 法 に よ る 層 ポ テ ン シ ャ ル の評 価

本節では従来法 による式(2)の 層 ポテ ンシャル を計

算する手法 を示す.こ れ まで,3次 元異方性弾性体 を

対象 とした時間域動的問題 のBIEMの 研究 はTan and

Hirose１0)の 予備的な結果が知 られてい る.本 論文では

Tan and Hiroseよ り低次 の(区 分線形)時 間基底 を用

いて,Wangら5)の 結果 を直接的に3次 元 に拡張する.

3.1基 本解 と二重層核の分解

基本解 となめらかな関数 ψ(t)とのたたみ込みを考 え

る.t＜0の とき ψ(t)=0で あるとす ると次式を得る.

(19)

(20)

(21)

ГSij(x-y)は3次 元静弾 性問題の基本解である.こ の

ように,基 本解を時間依存性がない部分 と時間依存性

がある部分 に分解 して考 える.

以上を用いて式(7)で 表される影響係数Ua-β+1IJは

次式に変換 され る.

(22)

同様に して(8)で 表 され るWa-β+1IJは

(23)

の形 とな る.こ こに,TS,TRは 適 当 な関数 で あ る.

3.2影 響係数の計算

(1)時 間依存性のな い項

式(22)の 右辺第一項の積分については,Wangら7)

の方法を用いる事によ り次のように計算 され る.

(24)

こ こ に,

(25)

Aij(s)及 びD(s)は それぞれ式(5)で 定義 したGij(s)

の余因子行列及 び行列式であ り,ηβ(β=1,2,3)は η

に関する6次 方程式

の解の うち,虚 部が正のもの(重 複 を含めて3つ ある事

が示 され る)で ある.ま た,(e1,e2,n)は,e1が 境界

要素SJの 任意の辺に平行 に,nがSJに 垂直になるよ

うにとった基底ベ ク トル(図2参 照)で あ る.

同様の計算により式(23)の 右辺第二項の積分 は次式

とな る.

(26)

ここに,　 で あ る.式

(24),(26)に お ける[]で 囲 まれた境界要 素上 の積分

は簡単に解析 的に積分す ることが出来 る.ψ に関する

積分は解析的に行 うことが出来 ないので数値積分 を用

いて評価する.

図-2正 規 直交基底(e1,e2,n)
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(2)時 間依存性のある項

式(22),(23)の 右辺第二項の計算 について考 える.

(27)

(28)

まず,式(27)は,時 間基底(式(6))を ヘ ビサイ ド関数

を用いて書き直 し計算す ると,次 式のようになる.

(29)

ここに,S1Wは,次 のように定義される:L1及 びL2を

各々xか らCp(tα-tβ-1),Cp(ta-tβ)の 距離にあ り,

かつkと 直交する直線 であ とする と(図3参 照),S1W

は直線L1及 びL2と 境界要素の辺で囲まれた五角形,

台形,あ るいは三角形の面積である.ま た,S2Wは,S1W

におけ るβ を1だ け増や して,上 述 したS1Wに 相当す

る面積 を求めた ものである.

同様 に,式(28)は 次式 となる.

(30)

ここに,l1及 びl2は 上述 したL1,L2の 辺長であ り,l3

はl1及 びl2と 同様 に,xか らCp(tα-tβ+1)の 距離 に

あ り,か つkと 直交する直線の長 さで ある.

式(29),(30)に おける単位球面上の積分 は解析的に

積分す ることはで きないので数値 的に行 う.本 論文で

はθ,φに関する積分 ともに数値積分 を用いて評価 した.

なお,本 節で示 した影響係数の計算法に現れる各項

は,wave frontの 前方において もゼロにはならず,足 し

てゼロになる性質 を有 している.こ のため,wave front

の前方の評価点で は始めか ら影響係数の評価 を行なわ

ない様 にしてお くな ど何 らかの処理 を行わない と計算

量が大幅に増えることになる.し か し,異 方性弾性波

動問題では一般 にwave frontの 形状が複雑 にな ること

が知 られている12).そ のため厳密にwave frontの 処理

をす るのは困難で あるので,本 論文では平面波の速度

の最大値Cmaxを 求め,そ の値 を用いて仮想的なwave

frontの 前方で は影響係数の評価 を行なわない ように

した.

また,本 論文では,簡 単のため,影 響係数の直接計

算 に関わ る数値積分公式 として台形公式を採用 したが,

この選択 に関 しては計算効率上必ず しも最善 とは言 え

ないので,今 後更 に検討 を行 なう必要があるもの と考

え られる.

図-3積 分 範囲(一 重層 ポテンシャル)

4.高 速 解 法 の ア ル ゴ リズ ム

前節で導いた従来法による積分 と,2.3で 導いた平面

波展 開の双方 を利用す ると,式(2)の 層ポテンシ ャル

を計算する手法 を構成する事ができる.す なわち,あ
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る境界選点について,近 傍の要素か らの寄与 は従来法

で評価 し,遠 方の要素か らの寄与は平面波展開によっ

て評価 する.そ の手順 は本質的に等方性の場合2),3)と

同じであ り,異 方性弾性体では波の速度が方 向によっ

て異なるために,速 度に依存す るパ ラメータの取 り方

が等方性の場合 とわずかに異なるのみである.こ こで

は等方性の場合 との相違点 を簡単 に指摘するに留める.

4.1セ ルと時間区間

過 去の影 響の うち,遠 方の境界要素か らの影響 は

PWTDア ルゴリズムを用 いてひとまとめにして評価す

る.こ の際,空 間次元を階層的に立方体に分割 し,そ れ

らをPWTDア ル ゴリズムを適用 するための単位 とす

る.こ れ らの立方体 をセル と呼ぶ.各 々のセルにおいて

は,空 間方向だけでな く,過 去のM個 の時間ステップ

をひとまとめにして取 り扱 う.そ の際,階 層毎に,時 間

軸をM△t毎 に分割 し,区 間

　を第z時 間区間 と呼ぶ.PWTDア ルゴ リズ

ムを適用 して過去の影響 をひ とま とめで評価す る際は,

第z時 間区間に属 するuや`の 離散値の影響 を考慮

すればよい.uやtを 区間　 に台を持つ

補間関数 によって時間方向に補間する場合,最 下層の

(もっ とも細かい)セ ル(レ ベルlmax)に おいて,Mを

(31)

と選び,上 位のセル(レ ベルl)で は

(32)

と選ぶ事 によって,時 空方 向のセルの階層性を確保 し

ている.

4.2た のサンプリング と単位球面上の積分

式(14)でkに ついて単位球面上で積分する必要が生

じる.こ の積分方法,並 びに たのサンプリング点の取

り方について述べ る.

outgoing rayは 式(13)に よって生成されるが,変 位

や表面力が時間方向に ωmaxで 帯域制限されている場

合 には,時 間ステ ップの長 さ △tを,Nyquist周 波数

ωf=π/△tが ωf=X1ωmaxと なるように決める.こ

こに,X1はover sampling ratioで あ り,1よ り大きな

値である.こ の時,outgoing rayは 空間的には次数

(33)

の球面調和関数で近似的に表現できると考 えられる.こ

こに　 であ り,Lは セルの辺長である.ま た

Cminは 平面波速度の最小値 とする.ま た,X2は 定数で

あ り,定 数X'2=X2/X1をexcess bandwidth factorと

呼ぶ.こ のKを 用いて,例 えば式(14)右 辺の単位球面

上の積分は極座標(θ,φ)を 用 いるとθ方向にはK+1

点のGauss公 式,φ 方向には2K+1点 の台形公式 を

用い る.

5.数 値 計 算 例

5.1単 位球の内部問題

適当な無次元化を行なった座標系において,(1,1,1)

を中心 とする単位球の内部問題 を考 える.図4の よう

に,境 界を500個 の三角形要素で分割 した(1500DOF).

弾性 テンソルは

図-4境 界 要素(1500DOF)

(34)

を用 い,密 度は ρ=1と した.境 界条件は次の ように

与 えた.ま ず入射波の伝播方向dを 定め,

(35)

の固有値及び固有ベク トルを求め振動方 向v及 び伝播

速度cを 定 める.こ こでは,d=(0,0,1)と し,ν=

(0,0,1),c=0.94と なるものを選んだ.そ して得 られ

た値を用いて次式で与 えられ る変位場に対応する表面

応力を要素すべてに与 える.

(36)

Aは 波長で,2と した.ま たCOSは 次の ように定義 し

た関数であ る.

(37)

この とき この問題 の解 は式(36)と な る.時 間選点 数Nt

は100,△tは0.02と した.ま た,X1=3.0,Pt=3と
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図-5u3(t=25△t)

図-6u3(t=50△t)

した.X'2は およそ0.2と したため,K(2)=32と なっ

た.ま た,直 接計算部分 における単位球面上の積分は天

頂角方向は100点,方 位角方向は200点の 台形公式 を

用いた.計 算 には京都大学学術情報メディアセンター

のHPC2500を 用 い,32ス レッ ドを用 いた簡易 な並列

化を行なった.

以上の条件で計算を行った結果を,図5～ 図8に 示

す.数 値解,及 び式(36)に より計算された解析解 につ

いて,横 軸に各要素のx3,縦 軸をu3と してプロットし

た ものである.得 られた数値解はほぼ解析解に一致 し

ている.ま た,Ntス テ ップまでの全要素において数値

解 と解析解の 最大誤差を求め,解 析解の最大値2に 対

する比率Eを 計算 した.最 大誤差Eは4%と なり,精

度は得 られてい ると判断 した.要 した実行CPU時 間

の最大値 は55時 間10分 で あった.

6,結 言

本論文 ではPWTDア ル ゴリズムを3次 元時間域異

方性動弾性問題に拡張 し,高 速多重極境界積分方程式

法による数値解析 コー ドを開発 した.ま た,解 析解が

存在す る問題 に提案する手法を適用 して,精 度の検証

図-7u3(t=75△t)

図-8u3(t=100△t)

を行った.誤 差の最大値は4%で あ り,工 学的には十分

実用 に足 る精度が得 られていることを確認 した.

本論文で取 り上げた例題は,空 間 自由度が1500,

時間の自由度が100程 度の小規模 なものであるが,現

状ではかな りの計算 コス トがかかっている.こ れには

2つ の原因がある.一 つは,扱 った問題規模が小 さい

ため,直 接計算の計算時間が支配的であ り,直 接計算

部分において,層 ポテンシャルを計算する際に,単 位

球面上の積分 を精度 よく行 うために数値積分の積分点

数 を多 くとらなければならない事の影響 を強 く受 けた

ためである.そ こで,よ り計算量が少な く,か つ精度

の よい積分手法の研究を行 う必要があるであろう.も

う一つの原因 としてはoutgoing rayか らincoming ray

への変換(い わゆるM2L)の 計算 にコス トがかかって

いる事が挙 げられる.実 際,M2Lに は(15)を 用 いる

が,こ れに含 まれる微分を処理す るために数値計算を

Fourier域 で行なってお り,そ の際球ベッセル関数の評

価が必要 になる2).異 方性弾性体の場合,平 面波の速

度は伝播方向によって変化するため,1つ の方向を定め

るたびに球ベ ッセル関数の 評価回数が増大す る.本 論

文ではこの計算を記憶量の観点からon the flyで 再計

算 したが,計 算時間 との兼ね合いか らprecomputeす
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る方法 も考 える必要性があると思われ る.

また,本 論文で行なった数値計算 は基礎 的な問題や

内部問題 のみに留ま り,無 限遠 を含 むような問題,あ

るいは特異性 のある問題 といった境界積分方程式法の

利点 を生かす ことので きる問題の解析 は計算効率の改

善 と併せて今後の課題 となった.し か し,問 題の複雑

さを考えると,算 法 そのものの成立 と精度の確認がで

きた事は,一 定の成果である と考 えている.
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