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This paper presents dynamic responses of rectangular Mindlin plates under the action of 

impulse uniform load or concentrated load using the BF-spline Ritz method and modal 

analysis method. The BF-spline Ritz method is used for space domain and the mode 

superposition method is used for time domain. To demonstrate the accuracy of the present 

method, several examples are solved, and results are compared with those obtained by 

analytical methods. Excellent accuracy is obtained by the present method. The effects of width 

to thickness ratio, dwell time and impulse function on dynamic responses and dynamic 

amplitude factors of rectangular Mindlin plates are investigated.. 
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1.ま えがき

物体の衝突や突風のような衝撃的な荷重を受ける平板

のたわみや断面力の応答を把握することは,平板の動的設

計の重要な課題である.

種々のステップ荷重を受ける薄板の動的応答解析は,有

限要素法などの数値解析法を用いて変位場の離散化を行

い,運 動方程式をNewmarkの β法などの時刻歴数値積分

法1)-3)を適用して解析されているが.時 間積分に計算時間

がかかり,ま た各固有モー ドの影響が直接評価できない.
一方

,線形な弾性平板の応答解析に限定されるが,modal

analysis法4),5)は,固有値解析から求めた固有モー ドの直交

性を利用し,一自由度系の運動方程式に変換した各モー ド

の応答値の重ね合わせより,解 析的な応答値が得られる.

任意の境界条件を有する厚板の動的応答問題では,面外

せん断変形や回転慣性の影響が無視できなくなるので,こ

れらの影響を考慮したせん断変形理論を適用する必要が

ある6).ステップ時間△tに依存するNewmarkの β法など

の時刻歴数値積分法を用いた厚板の動的応答解析が多く

見られるが,板 の単純な境界条件を除くと,各振動モー ド

の影響を考慮できるmodal analysis法を用いた解析例は少

ないように思われる.

最近,著 者らは,k-1次 の任意のB-spline関数が幾何学

的境界条件を自動的に満足するように,境 界関数 と

B-spline関数を組み合わせた区分的許容関数をRitz法 の変

位関数に仮定 したBF-spline Ritz法 を定式化 し,任 意の境

界条件を有するMindhn板 の自由振動解析7),8)および曲げ解

析9)へ適用して,精 度の高い解析結果を得ているが,

Mindlin板 の動的応答解析への本手法の適用が課題 として

残されていた.

本論文では,BF-sphne Ritz法 とmodal analysis法を用い

て,ス テ ップ荷重を受ける等方 性Mindlin板 の動的応答解

析を行い,本 手法の解の収束性や解析精度について検討 を

行い,本 手法の有用性及び解の妥当件について明らかに し

ている.ま た,衝 撃応答に与えるステ ップ荷重の載荷時間

τ1や幅厚比b/hな どの影響についても明らかに している.

図-1長 方形Mindlin板 と座標 系

―57―



2.BF-splineRitz法 とmodal analysis法 の定式化

境界関数 を導入 したB-spline関数を許容関数に仮定 した

Ritz法 を定式化する.図-1に 示すように,定 式化には次式

の無次元座標系(ξ,η)と無次元たわみw(ζ,η)を用いる.

(1)

ここで,a,b,hは それぞれ長方形板の長 さ,幅 と厚さ

であり,W(ξ,η)は 面外振幅たわみである.

2.1BF-splineRitz法 による固有方程式の定式化

k-1次 の区分的多項式で定義 されるB-spline関 数は,

与えられた境界条件を満足 しない任 意の関数である10).こ

こでは,領 域[0,1]で 幾何学的境 界条件を自動的に満足さ

せるための境界関数 とB-spline関 数を組み合わせた許容

関数を定義する.

表-1に 示すFx(ξ),Fy(ξ),Fw(ξ)は,そ れぞれη軸に平行

な境界辺(ξ=0,ξ=1)で 与えられる幾何学的境界条件を満

たす境界関数であ り,ま たGx(η),Gy(η),Gw(η)は,そ れぞ

れ ξ軸に平行な境界辺(η=0,η=1)で 与えられる境界関数

である.た だし,表 中のS,C,Fは,そ れぞれ単純支持,固

定および自由の境 界条件を示す.

Mindlin板 理論で仮定 される独立 した3つ の振幅変位関

数(た わみwと2つ の回転角φx,φy)は,表-1に 示す境界

関数 とB-spline関 数を組み合わせて,そ れぞれ次式で仮定

す る.

(2)

た だ し,Nm,k(ξ),Nn,k(η)は,k-1次 の 正規 化 され た

B-splineで あ り,Amn,Bmn,Cmnは そ れ ぞ れ未 定係 数 で あ る.

ix=k-2+mx，iy=k-2+my,k-1はB-spline関 数 の 次 数,

mxとmyは それ ぞれ ξ方 向 とη方 向 に設 け た 区分 点 の 数 で

あ る.

表-1種 々の幾何学的境界条件 に対応 した境 界関数

調和振動を仮定すれば,等 方 性な長方形Mindlin板 のひ

ずみエネルギーUは,次 式で与えられる11).

ただし,

(3)

(4)

(5)

である.[K]mnrsは 剛性マ トリックス,Dは 板の曲げ剛 性で

ある.ま た,κ とγはそれぞれせん断修正係数 とポアソン

比である.

このMindlin板 の運動エネルギーTは,調 和振動を仮定

すると,次 式で与えられる.

(6)
ここで,[M]mnrsは 質量 マトリックスであ り,ま た,ρ は

密度,ω は円振動数(rad/sec)である.

長方形Mindlin板 の全ポテンシャルエネルギーΠは,式

(3)および式(6)を用いて,次 式で与えられる.

(7)
ここで,UとTは それぞれ,ひ ずみエネルギーと運動エ

ネルギーである.

したがって,Ritz法 を適用 して,Π を未定係数ベク ト

ルで極値化すれば,次 の固有方程式が得 られる.

(8)
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式(8)に示す剛性マ トリックス[K]mnrsお よび質量マ トリ

ックス[M]mnrsは,そ れぞれ式(9)と式(10)で示すサブマ ト

リックスで表 される.

(9)

(10)

これ らのサブマ トリックス7)は,Gaussの 数値積分公式に

より求めている.

したがって,式(8)の 固有方程式をHouseholder-QR法 を

用いて解けば,固 有値お よび正規化 された固有ベク トルが

求められる.

2.2 Modal analysis法 の定式化

ここでは,ス テ ップ荷重を受けるMindlin板 の動的応答

をmodal analysis法を用いて定式化する12).

ステ ップ荷重を受けるMindlin板 の運動方程式は,減 衰

の影響を無視すると,次 式で与えられる.

(11)

ここで,[M]と[K]は,そ れぞれ式(9)と 式(10)で 示 した剛

性マ トリックスと質量マ トリックスである.{x}は 一般化

変位ベク トルであり,ま た外力ベク トル{f(t)}は,面外荷重

の動的影響を考慮すると,次 式で与えられる.

(12)
ここで,F(t)は ステップ関数であ り,qとPは,そ れぞれ

等分布荷重強度 と集中荷重の大きさである.ま た,ξ0と η0

は,集 中荷重の載荷位置を示す.

変位ベク トル{x(t)}は,1次 からr次 の正規化された固

有ベク トル成分から成 るモーダルマ トリックス[X]と一般

化座標ベク トル{q(t)}に分離 して,次 式のように表 される.

(13)

式(13)を式(11)に代入すれば,

(14)

になる.

式(14)の両辺に[X]の 転置マ トリックスを掛けると,次

式になる.

(15)
ここで,次 式の関係式が成 り立つ.

(16)

したがって,式(16)の 関係式を式(15)に代入すれば モー

ダルマ トリックスの直交性により,次式の一 自由度系の運

動方程式が得 られる.

(17)

ただし,rは 採用する固有モー ドの個数である.

したがって,初 期値として,変 位qi(0)と 速度q i(0)を

用いれば,式(17)の 解は,

(18)
で求められる.なお,次 式のたたみ込み積分Idに含まれる

荷重関数Qi(τ)が一般的な関数である場合には,数 値積分

法を用いなければならない.

(19)

しかしながら.下 記に示すステ ップ荷重を対象にすると.

厳密に積分できる.

(a)長 方形ステップ荷重(長 方形パルス)のId

0か ら'1間のみに作用するステップ荷重(長方形パルス)

Fo(=qま たはP)を 仮定す ると,

(20)

右は,そ れぞれ次式で与えられる.

(21)

(b)正 弦波ステップ荷重(sinパ ルス)のId

0か らt1間のみに作用するsinパ ルスF(t)を 次式で仮定

すると,
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(22)
Idは,そ れぞれ次式で与えられ る.

(23)

したがって,式(17)の 解を式(13)及び式(2)に代入すれば,

1次 からr次 までの動たわみが求められるので,重 ね合わ

せの原理より,動 たわみが求められる.同 様にして,動 的

な曲げモーメン トとせん断力も容易に定式化できる.

3.数 値計算例および考察

ここでは,BF-spline Ritz法 とmodal analysis法を用いた

等分布ステ ップ荷重および集 中ステップ荷重を受ける正

方形Mindlin板 の動的応答解析について検討する.

計算例では,平 板の境界条件を周辺単純支持(SS-SS)

と周辺固定(CC-CC)に 仮定 し,またポアソン比vは0.3,

せん断修正係数Kは5/6と する.ま た,応 答時間は,次 式

の無次元時間 τで表す.

(24)

なお,固 有値解析には,BF-spline Ritz法の収束性および

解析精度を考慮 して7),spline次 数k-1は4次,x,y方 向に

設ける区分 点の数mx,myは,そ れぞれ21と 仮定す る.

(1)本 手法の収東性と精度比較

本解析手法の収束性と解析精度を検討するために,対 称

な等分布ステ ップ荷重qを 受ける周辺単純 支持 された正

方形薄板(SS-SS,a/b=1)の 中央点での動たわみW(τ)および

曲げモーメン トMx(τ)の応答曲線に与える採用モー ド数r

の影響が図-2に 示 してある.比 較のために,薄 板理論に

基づ くNavier法 とmodal analysis法を用いて定式化 した級

数解が示 してある,た だ し,無 次元載荷時間τ1は0.25,ス

テップ時間△τは0.01,b/hは1000に 仮定 し,採 用モー ド

数rは1,11,21に 変化 させている.ま た級数解は21の

採用モー ド数を用いた.こ れより,動 たわみ曲線に与える

rの 影響は,1次 振動モー ドが支配的であり,採 用モー ド

数を高めても応答曲線に与える変化が顕著に見られない.
一方

,曲 げモーメン トの応答曲線は,1次 振動モー ドに大

きく依存するが,局 所変形を伴 う他の高次の振動モー ドの

a)動 た わ みw(τ)

b)動 曲げモーメ ン トMx(τ)

図-2応 答 曲線 に 与 え る採 用 モ ー ド数r

の 影 響;b/h=1000,τ1=0.25

a)動 たわみw(τ)

b)動 曲げモー メン トMx(τ)

図-3等 分布ステップ荷重を受ける周辺固定板の

精度比較:b/k=10,τ1=0.25

影響が現れる.級 数解 と比較 して,よ く一致 した結果が得

られている.
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図-4板 中 央 点 に 集 中 ス テ ップ 荷 重 を 受 け る

正 方 形 板 の 精 度 比 較;b/h=10,τ1=0.25

表-2等 分 布 ス テ ップ荷 重 を 受 け る正 方 形 板 の

動 た わ みw(τ)の 精 度 比 較:τ1=0.5,SS-SS

図-3は,等 分布ステップ荷 重を受ける周辺単純支持 さ

れた正方形Mindlin板(SS-SS,a/b=1)の 中央点での動た

わみW(τ)および曲げモーメン トMx(τ)の応答曲線の精度比

較を示 している.比 較のために,Mindlin板 理論に基づ く

Navier法 とmodal analysis法1)を用いて求めた級数解が示

してある.た だし,b/h=10,τ1=0.5,採 用モー ド数7は21

と仮定 している.ま た,同 様にして,図-4に は,板 中央

(ξo=ηo=0.5)に集中ステップ荷重Pを 受ける周辺単純支持 さ

れた正方形Mindlin板(SS-SS,a/b=1)の 中央点での動た

わみ 曲線w(τ)の 精 度 比較 が示 してあ る.た だ し,

b/h=10,τ1=0.25,採用モー ド数rは21に 仮定 している.

図-3お よび図-4に 示 した精度比較より,本 手法で求

めた応答 曲線が,Mindlin板 理論に基づ くNavier法 とmodal

analysis法を用いて求めた級数解とよく一致 している.

また,表-2は,等 分布ステップ荷重を受ける周辺単純

支持 された正方形板中央点の動たわみの応答値の精度比

較を示 している.ただ しb/hは10と1000に 仮定 し,τ1=0.5,

採用モー ド数rは21で ある.こ れより,本 手法で求めた

値は,級 数解 とよく一致 した結果を示 している.

次に,偏 心す る集中ステ ップ荷重を受ける周辺固定正方

形板(a/b=1,b/h=10)の 載荷点(ξ=025,η=0.75)で のたわ

み応答曲線w(τ)と曲げモーメン トの応答曲線Mx(τ)

a)動 たわみw(τ)

b)動 曲げモー メン トMx(τ)

図-5偏 心する集中ステップ荷重を受ける固定板の

応答曲線に与える区分点の数の影響:r=6,b/h=10,

CC-CC,τ1=0.25,ξ0=0.25,η0=0.75,ξ=0.25,η=0.75

性に与える区分点の数mx×myの 影響が,図-5に 示され

て い る.こ こで,集 中ス テ ップ荷 重 は偏 心位 置

(ζ0=0.25,η0=0.75)に作用させ,無 次元載荷時間τ1は025に

仮定 している.ま た採用モー ドの項数は6に 仮定 し,区 分

点の数は5×5と21×21に 変化させている.こ れより,た

わみおよび曲げモーメン トの応答曲線に与 える区分点の

数の影響はさほど顕著にみられない.

図-6に は,図-5で 述べた偏心する集 中ステップ荷重

(ξ0=0.25,η0=0.75)を受ける周辺固定正方形板(a/b=1,b/h=10)

の載荷点でのたわみ応答曲線W(τ)と曲げモー メン トの応

答曲線Mx(τ)の収束性に与える採用モー ドの項数7の 影響

が示 してある.こ こでモー ドの採用項数は21か ら51ま で

変化させ,ま た区分点の数は21×21と 仮定 している.この

図より,偏 心ステ ップ荷重を受けると,等 分布載荷の場合

と異なり,高 次のモー ドが卓越 して くるが,モ ー ドの採用

項数を51程 度に採れば,ほ ぼ収束値が得られている.

したがって,以 後の計算例では,対 称荷重ではモー ドの

採用項数を21に 仮定 し,偏 心荷 重では51を 採用する.
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(2)ス テップ荷重を受ける厚板の動的特性

図-7に は,等 分布ステ ップ荷重を受ける周辺固定され

た正方形板(CC-CC,a/b=1)の 中央点での1次 モー ド,6

次モー ドおよび11次 モー ド別に求めた動たわみ曲線が示

してある.こ れ らのモー ドは,そ れぞれ図に示すように板

中央点の動たわみに関係す る対称モー ドである.た だ し,

b/h=10と τ1=0.5に仮定 している.

この図より,1次 モー ドから求めた応答曲線は,他 の高

次モー ドから求めた応答値 と比較して,非 常に大きな値を

示 している.

次に,等 分布ステップ荷重を受ける平板の動たわみの最

大応答値に対するモー ド別に求めた応答値の影響 を調べ

るために,採 用モー ド数rを11に 仮定して,特 定の時刻

τで求めた最大応答値 に対す る各モー ドの応答値の影響

率が,図-8に 示 してある.た だし,b/h=10と τ1=0.5に

仮定し,境 界条件は,そ れぞれ周辺固定(CC-CC)と 周辺

単純支持(SS-SS)と している.

これより,最大動たわみに与える1次 モー ドの影響率は,

95%以 上を示 し,高 次モー ドの影響が非常に小 さくなって

いる.ま た,周 辺固定板の1次 モー ドの影響率は,単 純 支

持板の値 と比較 して,若 干大きく現れている.

同様に して,図-9に は,集 中ステ ップ荷重を受ける

周辺固定板の載荷点での動たわみの最大応答値に対す る

モー ド別に求めた応答値の影響率に与える集中ステ ップ

荷重の載荷位置(ξ0,η0)の 影響が示 してある.た だ し,

b/h=10と τ1=0.5に仮定 している.こ の図より,集 中ステ

ップ荷重を中央点に載荷 した場合は,1次 のモー ドの影響

率が約90%を 示 し,他 のモー ドと比べ卓越 している.
一方

,偏 心する集中ステ ップ荷重を受ける場 合には,2

次モー ドが約40%,4次 モー ドが約30%を 示 し,対 称載荷

した場合と比べて,比 較的高次のモー ドの影響を受け易い

ことがわかる.

図-10に は,等 分布ステ ップ荷重を受ける周辺固定さ

れた正方形板(CC-CC,a/b-1)の 中央点でのたわみ と曲げ

モーメン トの動的応答 曲線に与える幅厚比b/hの 影響が示

してある.た だ し,r=21,τ1=0.5に仮定 している.

これより,動たわみ曲線に与える幅厚比の影響は顕著に

見られ,b/hが 小さくなると,横せん断変形の影響により,

応答値が大きく現れる.一 方,曲 げモーメン トの最大応答

値に与えるb/hの 影響は,動 たわみの値 と比較 して,さ ほ

ど大きく見られない.

図-11に は,等 分布ステ ップ荷重を受ける周辺固定さ

れた正方形板の中央点での動たわみ及び曲げモーメン ト

応答 の動的増幅率DAF(動 的最大応答値/静的最大値)に

与えるステ ップ荷重の載荷時間τ1と幅厚比b/hの 影響が示

してある.こ こで,b/hは100020,10と 仮定 し,τ1は0.1

から1ま で変化 させている.こ れ らの図より,周 辺固定さ

れた正方形板では,動 たわみの増幅率DAEwの 値は,τ1の

値の増大 とともに大きな値を示すが,τ1の値が0.1を 越え

a)動 たわみw(τ)

b)動 曲げモー メン トMx(τ)

図-6偏 心 された集中ステップ荷重を受ける固定板の

応答曲線に与える級数項rの 影響:τ1=0.25

mx=my=21,b/h=10,ξ0=0.25,η0=0.75,ξ=0.25,η=0.75

ると一定の値を示 し,ま た,b/hの 値が大きいほど,DAF,,

が大きな値を示 している.

一方 ,曲 げモーメン トのDAFMxは,τ1の 値が0.4を 境に

して,異 なった性状を示す.τ1の値が0.4よ り小 さくなる

と,DAFMxに 与えるb/hの 影響は,0.1を 越えると板厚が

薄いほど,大 きな値を示す.τ1の値が0.4を 越えると,板

厚の大きさに関わらずほぼ一定にな り,板 厚が厚いほど

DAFMxの 値が増大する傾向を示 している.

図-12に は,等 分布ステップ荷重を受ける周辺固定 さ

れた正方形板の中央点での動たわみw(τ)お よび曲げモー

メン ト応答Mx(τ)お よび固定辺中央点でのせん断力応答

Sxの の動的増幅率(DAF)に 与えるステップ荷重の載荷時

間 τ1の影響が示 してある.こ こで,b/hは10と 仮定 し,τ1

は0.1か ら1ま で変化させている.こ れより,τ1が0.5を

超えると動たわみ及び断面力のDAF値 は,τ1の値に依存

せず,ほ ぼ一定の値を示すが,τ1の値が小さいと,DAF値

も小さくなる.ま た,曲 げモーメン ト応答のDAFMxの 値

は,動 たわみのDAFwや せん断力のDAFSxの 値と比較 して,

大きな値を示し,ま たDAFMx>DAEw>DAFSxの 関係が読

み取れる.
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a)1次 モー ドのた わみの応答曲線及び振動 モー ド

b)6次 モー ドのたわみの応答曲線及び振動モー ド

c)11次 モー ドのたわみの応答 曲線及び振動 モー ド

図-7等 分布 ステ ップ荷重 を受 ける周辺 固定板の各モー ド別の動た わみ 曲線

:b/h=10,τ1=0.5

図-8各 モ ー ドの 応 答 値 の影 響 率 に 与 え る

境 界 条 件 の影 響:b/h=10,τ1=0.5

図-9各 モ ー ドの 応 答 値 の 影 響 率 に 与 え る集 中 ステ ップ荷 重 の

載 荷 位 置 の影 響:b/h=10,τ1=0.5,CC-CC

中央 点載 荷(ξ0=η0=0.5),偏心 載 荷(ξ0=0.25,η0=0.75)

―63―



a)動 た わみw(τ)

b)動 曲げモーメン トMx(τ)

図-10周 辺固定正方形板の中央点での応答曲線

に与える幅厚比b/hの 影響:τ1=0.5

図-13に は,周 辺固定された正方形板(CC-CC,a/b=1)

の中央点での動たわみのDAFwに 与えるパルス形状の影

響がそれぞれ示 してある.こ こで,パ ルス形状 として,

長方形パルスと正弦パルスを仮定し,拗 は10で ある.

この図より,長 方形パルスのDAFwの 値は正弦パルスに

よる結果 より常に大きくなるが,τ1が0.5を 超えると,そ

れぞれ一定な値を示 している.一 方,正 弦パルスを受ける

厚板のDAFwの 値は,τ1が0.5以 内で,最 大値を持つ分布

性状を示す.

4.あ とがき

本論文では,BF-splineRitz法 とmodal analysis法を用い

て,ス テップ荷重を受けるMindlin板 の動的応答解析を行

い,本 手法の解の収束性や解析精度について検討を行い,

a)動 た わ みw(τ)のDAFw

b)曲 げ モ ー メ ン トMx(τ)のDAFMx

図-11等 分布ステップ荷重を受ける周辺固定板の

中央点での動たわみ、動曲げモーメン トのDAF

図-12等 分布ステ ップ荷重を受ける周辺固定板の

DAFに 与えるたわみおよび断面力の影響:b/h=10

本手法の有用性及び解の妥当性について明らかに した.ま

た,周 辺固定板の動的応答 に与えるステ ップ荷重の載荷時

間τ1や幅厚比b/hな どの影響についても明らかにしている.
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本研究で得 られた主な結果を示すと,以下のようになる.

1)BF-spline Ritz法 とmodal analysis法に基づく応答解析

法で求めた解の収束性は,区 分点の数にはさほど依存

しないが,非 対称なステップ荷重を受ける場 合には,

比較的高次のモー ドが誘発されるので,採 用するモー

ドの項数は51程 度にとる必要がある.

2)対 称なステップ荷重を受ける周辺固定板の最大動た

わみに与える1次 モー ドの影響 率は,95%以 上を示 し,

高次モー ドの影響が非常に小 さくなっている.一 方,

偏心す る集中ステップ荷重を受ける周辺固定板の応

答値の影響率は,2次 モー ドが約40%,4次 モー ドが

約30%を 示 し,高次のモー ドの影響が顕著に現れる.

3)動 たわみの増幅率DAFwの 値は,τ1の値の増大ととも

に大きな値を示すが,τ1の値が0.1を 越えると一定の

値を示 し,ま た,b/hの 値が大きいほど,DAFwが 大き

な値を示 している.

4)周 辺固定された正方形板の曲げモーメン トのDAFMx

は,τ1の値が0.4を 越えると,板 厚の大きさに関わら

ず一定になり,板 厚が厚いほどDAFMxの 値が増大す

る傾向を示 している.

5)等 分布ステップ荷重を受ける周辺固定板の曲げモー

メン ト応答 のDAFMxの 値が,動 たわみのDAFwや せん

断力のDAFSxの 値 と比較 して,大 きな値を示 し,ま た

DAFMx>DAFw>DAFSxの 関係が読み取れる.

6)ま た,長 方形パルスの応答値は正弦パルスによる結果

より常に大きくなるが,τ1が0.5を 超えると,そ れぞ

れ一定な値を示 している.一 方,正 弦パルスを受ける

厚板のDAFwの 値は,τ1が0.5以 内で,最 大値を持つ

分布性状を示す.

なお,モ ー ドの重ね合わせに基づく本手法は,線 形かつ

弾性平板の動的応答解析法であるので,適 用の制限を受け

るが,今 後,種 々の非線形な応答問題への適用範囲を広げ

るために,Newmarkの β法に基づ く時刻歴応答解析法の

定式化について検討 して行 きたい.

最後に,貴 重なご意見を頂いた査読者に,謝 意を表 しま

す.
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