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In usual analysis using the granular element method, global stiffness matrix is rarely applied. 

The main reason is that inverse matrix calculation for a large matrix was considered to be 

inefficient. However, from the author’s experience there is an efficiently calculated case in 

which the global stiffness matrix is applied in comparison with a calculation performed 

without applying the global stiffness matrix for the same problem. Therefore, formularization 

of the granular element analysis in which the global stiffness matrix is applied is presented.  

Irregularly shaped elements composed of circles or spheres are used in the formularization. 

Analytical results of reproducing shear tests on stacks of aluminum rods are also presented.  
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1．．．．まえがきまえがきまえがきまえがき 

 

  粒状要素法 1)-3) は，粒子の集合体の準静的挙動を解析す

るために開発されたシミュレーション手法である．同法を

適用した計算においては，各粒子の接触による剛性関係が

把握される．この剛性関係と，各粒子に作用する不釣合い

力に基づいて，各粒子の移動・回転量が算定され，ある一

定の境界条件のもとで各粒子が所定の力の釣合い精度を

満たすまで，繰り返し粒子を動かす計算が行われる．なお，

粒子を一度動かしただけで釣合いの精度が満たされない

原因は，新たな接触点の生成の影響等である． 

各粒子で把握される剛性関係は剛性行列に表される．こ

れらを重ね合わせれば，全体剛性行列を求めることができ

る．ところが，従来の粒状要素法の計算では，全体剛性行

列は用いられない場合が多い．この場合には，着目した粒

子以外を固定して考えた剛性のみが用いられ，算定された

粒子の動きに割引係数をかけた値で粒子が動かされる．こ

のとき，前もって評価されていない隣接粒子の動きがある

ために，粒子が動かされたときに解消する不釣合い力は，

全体剛性行列を用いた場合と比べて小さい．このような計

算法がとられるのは，全体剛性行列が大行列となり，その

逆行列演算が効率的ではないと考えられたためである． 

しかし，著者が849個のアルミ丸棒を積み上げた粒状体

に対するせん断試験を粒状要素法で再現することを試み

た際，全体剛性行列を用いる場合と全体剛性行列を用いな

い場合とを比較したところ，全体剛性行列を用いない場合

に著しく計算効率が悪かった．得られた結果に大きな差は

みられなかったものの，全体剛性行列を用いない場合には，

各粒子の力の釣合い精度が満たされるまでに，非常に多く

の繰り返し計算が必要となった．粒子数，粒子径，粒子間

に設定する剛性の大きさ，割引係数の値といった条件によ

って計算効率に関する結果は変わることが予想され，端的

に示すことはできないが，少なくとも全体剛性行列を用い

ることが常に非効率とはいえないようである． 

従来の粒状要素法の適用において，全体剛性行列は無視

されることが多かったため，これまで具体的な定式化が十

分に明示されていなかった．そこで，本文では，円や球の

接触を扱うことを基本としながらも要素の不規則形状を

も表現可能な要素を使用する場合を想定して，全体剛性行

列を用いた粒状要素解析の定式化を示す．また，全体剛性

行列を用いた解析では，個々の粒子は一度に大きく動くた

め，計算を安定に進めるための工夫が必要となる点に言及

する．さらに，全体剛性行列を用いて円要素による粒状要

素解析を行い，アルミ丸棒積層体の二軸圧縮試験と一面せ

ん断試験を，ほぼ定量的にシミュレートできた例を示す．  

 

2．．．．剛性行列剛性行列剛性行列剛性行列のののの考考考考ええええ方方方方 

 

  2.1  粒子粒子粒子粒子のののの接触接触接触接触とととと接触点接触点接触点接触点のののの剛性剛性剛性剛性 

 

粒子集合体の個々の粒子をモデル化した要素は，独立に

移動・回転ができる．移動・回転する中で隣接要素と接触

したり離れたりする場合もあり得る．接触する要素間には

非常に小さな重なりを設け，その重なりの度合いから接触

力の法線方向成分を算定する．なお，接触力の接線方向成

分は，接触点における隣接要素の相対変位･回転によって

算定する．接触力の算定にHertzの理論を用いれば，材料

の弾性係数を反映させた計算が可能である． 



要素間の接触を容易に判定するために，２次元であれば

円，３次元であれば球を用いて要素形状を表現することが

多い．以下に後述の計算例において用いた円（円柱）の接

触に関するHertz式を示す．各式は文献 4),5)を参照して著者

なりに整理したものである．なお，式中のδは円の重なり

量，p nは接触力の法線方向成分，knは接触剛性の法線方向

成分を表す． kn はp nをδで微分して求めた． 

まず，弾性係数が E1，ν1の直線（平板）と弾性係数が

E２，ν２で直径Dの円（円柱）とが接触する場合の接触力

の法線方向成分 np は以下の式によって算定できる．  
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であり，この場合のKDは次式で与えられる． 

DKD =                   (3) 

また，この場合の剛性は，次のようになる． 
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次に，弾性係数が E，νで直径が D1の円（円柱）と直

径が D2の円（円柱）が接触する場合の接触力の法線方向

成分 np は以下の式によって算定できる． 
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ここに， 
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であり，この場合のKDは次式で与えられる． 
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また，この場合の剛性は，次のようになる． 
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一方，接触平面内の接触力成分p t は接触剛性 k tに接触

点の接線方向の相対変位をかけて算定する．接触剛性の接

線方向成分 k t は，Mindlinの導いた次式で算定できる5)．  
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ここに，φµは摩擦角である．また，α は1から1.5程度の値

である． 

 

  2.2  円円円円のののの接触接触接触接触をををを基本基本基本基本としたとしたとしたとした2次元要素次元要素次元要素次元要素のののの剛性行列剛性行列剛性行列剛性行列 

 

ここでは，要素表面に配置した円の集まりで要素の不規

則形状を表す要素を用いることを想定し，剛性行列の定式

化を示す．このような要素を扱うのは，より一般性のある

定式化が明確になるからである．図－1は，ある要素が他

の要素と点Cで接している状況を示している． Gは要素

の重心を表し，Oは要素表面に配置されて他の要素（図で

は破線で示す円）と点Cで接触する円の中心を表す． 

他の要素と接触している要素においては，それ自体が移

動・回転することにより，その要素に作用している不釣合

い力・不釣合いモーメントが解消され得る．不釣合い力・

不釣合いモーメントに対応した移動・回転量を算定するた

めには要素剛性を用いればよい．要素剛性は，各要素に存

在する全接触点の剛性を重ね合わせて求められる．剛性の

重ね合わせの際は，図－1に示す接触点Cに設けた n,t座

標で定義された接触点の剛性を，要素重心Gに設けたx,y

座標をもとにした要素剛性に変換する． 

いま，着目する要素を要素Nと呼ぶことにする．まず，

要素Nの移動・回転を次式のように表す． 

ΔUN＝(Δux,Δuy,Δω)N
t
                 (10) 

ここで，tは行列の転置を表す．Δux，Δuyはx,y軸で表す

座標でとらえた変位，Δωはx,y軸で表す座標の原点まわ

りの回転である．なお，変位は各軸の正の向きを正とし，

回転は反時計回りを正とする．  

次に，接触する相手側（図－1では破線の円）の要素を

固定したときに，要素 N の移動・回転によって解消され

る要素 N の不釣合い力・不釣合いモーメントの行列を次

のように定義する． 

ΔfNN＝(Δfx,Δfy,Δm)NN
t
                  (11) 

ここに，Δfx,Δfyはそれぞれ x,y 軸で表す座標でとらえた

力，Δmはモーメントである．力は各軸の正の向きを正と

し，モーメントは反時計回りを正とする． 

 

図－1 要素重心Gにおける座標と接触点Cにおける座標 
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すると，上記2行列の間に次の関係が成り立つ． 

ΔfNN＝SNNΔUN                        (12) 

ここで， 

NCC

t

C NCNN TSTS ∑=                      (13) 

は着目要素 N 以外を固定して考えた場合の要素剛性であ

る．この式の中の，  
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は n,t 座標での接触点の剛性を表し，k nは法線方向の接触

剛性，k  tは接線方向の接触剛性である．また， 
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は要素Nの重心におけるx,y座標で表した移動・回転量を

接触点Cにおけるn,t座標の変位に変換する行列である．

式中の記号は図－1 に示す通りである．なお，式(13)の 

∑C
は着目する要素に関するすべての接触点の和を表す． 

また，式(13)に示すようにTNC
tをかけると，n,t座標で定義

された接触点の剛性が，要素重心Gに設けたx,y座標をも

とにした要素剛性へ変換される． 

ところで，Nの不釣合い力・不釣合いモーメントは接触

する相手側（図－1では破線の円）の要素の動きによって

も解消される．いま，接触する相手側要素を M とする．

要素Mの移動・回転によって解消される要素Nの不釣合

い力・不釣合いモーメントを次の行列で定義する．ただし，

このとき要素Nは固定して考える． 

ΔfNM＝(Δfx,Δfy,Δm)NM
t
                  (16) 

ここに，行列の各成分は式(11)と同一である．この行列に

ついては，式(12)と同様の形で以下の関係を導くことがで

きる．  

   ΔfNM＝SNMΔUM                        (17) 

MCC

t
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なお，2次元では 'SC はSCに等しい． 

 ここで，すべての要素を固定せず動かしたときに解消さ

れるNの不釣合い力・不釣合いモーメントを表す行列を, 

ΔFN＝(ΔFx,ΔFy,ΔM)N
t
                (19) 

とする．ここに，ΔFN の成分はΔfNMに準じる．そして，

仮にNと接する要素がM，M’，M’’の3つだとすると， 

ΔFN＝ΔfNN +ΔfNM +ΔfNM’ +ΔfNM’’         (20) 

となることがわかる． 

いま，すべての要素のΔUNおよびΔFNに相当する行列

をつなげてそれぞれ1列に並べた行列をつくると，両者の

関係は，式(12)，(17)，(20)より次のようになる． 
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 上式のSNNやSNM等から構成される行列が全体剛性行列

である．なお，この行列は対称行列である．また，接触し

ていない要素間のSNM (あるいはSMN)に相当する部分はす

べてゼロとなる． 

 

  2.3  球球球球のののの接触接触接触接触をををを基本基本基本基本としたとしたとしたとした3次元要素次元要素次元要素次元要素のののの剛性行列剛性行列剛性行列剛性行列 

 

図－2 は球の接触を基本とした 3 次元の要素について，

図－1と同様に，要素重心Gにおける座標と接触点Cにお

ける座標との幾何学的な関係を示したものである． 

この場合は，前節の式(10)，(11)に対応する行列がそれ

ぞれ式(22)，(23)のようになる． 

ΔUN＝(Δux,Δuy,Δuz,Δωx,Δωy,Δωz)N
t
      (22) 

ここに，Δux,Δuy,Δuzは x,y,z 軸で表す座標でとらえた変

位，Δωx,Δωy,Δωzはそれぞれx,y,z軸で表す座標でとら

えた回転である．なお，変位は各軸の正の向きを正とし，

回転量は各軸の正の向きにみて右回りを正とする． 

ΔfNN＝(Δfx,Δfy,Δfz,Δmx,Δmy,Δmz)NN
t
       (23) 

ここに，Δfx,Δfy,Δfzはそれぞれ x,y,z軸で表す座標でとら

えた力，Δmx,Δmy,Δmzはそれぞれx,y,z軸で表す座標でと

らえたモーメントである．なお，力は各軸の正の向きを正

とし，モーメントは各軸の正の向きにみて右回りを正とす

る． 

式(14)に対応する式は次のようになる． 
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図－2 要素重心Gにおける座標と接触点Cにおける座標 
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また，x,y,z軸の座標で表した移動・回転量をn,tθ,tφ軸の

座標の変位で表すための座標変換を表す 3×6の行列は以

下のようになる．  
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ここに，記号の定義は図－2の通りである． 

 式(18)に相当する式中の 'SC は 3次元の場合に次のよう 

な行列となる．  
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上の行列の成分において k tに負の符号が付くのは，接触

する 2球（図－2の実線の球と破線の球）において，tθの

軸の向きが同一となるためである． 

 

  2.4  全体剛性行列全体剛性行列全体剛性行列全体剛性行列をををを適用適用適用適用するするするする際際際際のののの留意点留意点留意点留意点 

 

式(21)の関係式に示される全体剛性行列の逆行列を求め

れば，不釣合い力を解消するべく各要素に与える移動・回

転量を計算することができる．ところが，接触状況から算

定される全体剛性行列のままでは，逆行列が求まらない場

合がある．これは，粒子が孤立したり，粒子がすべって接

触点の接線方向の剛性がゼロとなったりする場合が存在

するからである． 

解析において，全体剛性行列の逆行列計算を安定させる

ためには，対角成分に接触剛性と比較して十分小さな値を

加えておけばよい．この小さな剛性成分は，各要素の移

動・回転を固定する作用を担う． 

また，全体剛性行列を用いた計算では，各要素の計算の

1ステップにおける移動量が大きくなる．解析中には新た

な接触が生じることがあるので，1ステップ中の移動量が

大きいと，前段階では離れていた要素間に突然大きな重な

りが生じるおそれがある．このとき，急激に大きな接触力

が算定されることになるので不自然である． 

新たな接触点の発生は，剛性からはあらかじめ把握でき

ないので，次のような操作を計算に加えた．すなわち，新

しい接触点ができた場合は，その点における重なり量（接

触力）が十分小さな値になるまで，その計算ステップで求

まった全要素の移動・回転量を同率で線形に引き戻すので

ある．この操作により，不自然に大きな接触力が作用する

ことを避けられるようになった． 

 

3．．．．アルミアルミアルミアルミ丸棒積層体丸棒積層体丸棒積層体丸棒積層体のせんのせんのせんのせん断試験断試験断試験断試験のののの再現再現再現再現 

 

  3.1  二軸圧縮試験二軸圧縮試験二軸圧縮試験二軸圧縮試験 

 

松岡ら 6),7)の行ったアルミ丸棒積層体に対する二軸圧縮

試験を，粒子の配置をできるだけ忠実に再現した上で，全

体剛性行列を用いた粒状要素法で再現することを試みた．

積層体は直径5ｍｍと9ｍｍのアルミ丸棒を重量比3：2で

混合したもので，アルミ丸棒は849個である．粒子配置は

実験の写真をトレースした上で設定した．なお，設定した

粒子配置において，初期に存在した円の重なりは無視して

計算を進めた． 

用いたパラメータは，アルミ丸棒のヤング率 7.1×

10
10
N/m

2，ポアソン比0.34，摩擦角16°，境界の板のヤン

グ率2.1×10
11
N/m

2，ポアソン比0.28，摩擦角10°である．

アルミ丸棒の密度は2700kg/m
3とした．また，式(9)のαは

1とした．実験と同じ条件である等方圧4.9×10
4
N/m

2を作

用させて所定の精度で力の釣合い状態を求めた後，拘束圧

を一定に保ったまま，上板を圧縮させる応力制御の載荷を

行った．なお，力の釣合いの精度は粒子1個の重さ程度と

した． 

図－3が実験結果とシミュレーション結果を比べたもの

である．△印のプロットは実験結果で，■印のプロットが

シミュレーションの結果である．両者は比較的よく一致し

ているといえよう．図－4 と図－5 は，それぞれ初期の等

方圧載荷状態と変形の最終状態の力線グラフ 8)を描いたも

のである．黒い線の長さは接触する2粒子の半径の和，方 
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図－3 実験とシミュレーションの比較（二軸圧縮試験） 

△ 実験結果 

■ シミュレーション 



 

図－4 初期状態の力線グラフ 

 

 

図－5 変形最終状態の力線グラフ 

 

向は接触力の作用方向を示し，線の太さは接触力の大きさ

に比例させて描いている．両図より，鉛直方向の圧縮にと

もなって力線も鉛直方向に集中することがよくわかる． 

 

  3.2  一面一面一面一面せんせんせんせん断試験断試験断試験断試験 

 

アルミ丸棒積層体に対する一面せん断試験の再現を試

みた．実験は松岡ら 6),7)の行ったものである．上載圧4.9×

10
4
N/m

2を作用させて力の釣合い状態を求めた後，上載圧

一定の条件下で下箱を水平方向に動かしてせん断した． 

上載圧σは上板に作用する鉛直方向力の和を下箱底面

の長さで割った値とし，せん断応力τは上板に作用する水

平方向力の和を下箱底面の長さで割った値とした．用いた

パラメータは，境界の板の摩擦角を 16°とした以外は，

二軸圧縮試験のときと同じである．ここで，境界の板の摩

擦角を16°としたのは，参考文献 6)で用いられた値と同じ

値としたものである．なお，ここでは2種類の積層体に対

する試験をシミュレートした．2つを配列 1・配列 2と称

する．どちらもアルミ丸棒の数は約450個で，混合の仕方

は二軸圧縮試験のときと同じである．ただし両者の粒子配

置の詳細は異なっている．二軸圧縮試験のときと同様にし

て粒子配置のデータを入力した． 

せん断応力の増分を設定し，計算ステップごとに一定の

精度のもとで力の釣合い状態を求める解析を進めたとこ

ろ，途中まで実験をよく再現できることを応力比～変位関

係で確認した．しかし，ピーク強度前に応力比が上昇する

段階を上手く再現することができなかった．この原因は，

次節で説明する通り，実験が変位制御で行われており，せ

ん断箱は常に動いているのに対して，解析は動的効果を取

り入れていないためと考えられる． 

 粒状要素解析では通常，力の釣り合い状態が求まるまで

繰り返し計算を行う．しかしながら，せん断箱を動かし続

けている実験を再現する場合に，力の釣合いが求まるまで

計算を繰り返す必要はないと考えた． 

そこで，解析においては，境界条件として下箱のせん断

応力を与える応力制御法を採用した．ここで下箱のせん断

応力は下箱に作用する水平方向力の和を下箱底面の長さ

で割った値である．そして，同一の境界条件のもとでの下

箱の水平移動距離に限界値を設け，この限界値に達した場

合は力が釣合っていないとしてもその境界条件下の繰り

返し計算を打ち切って結果を出力し，次段階の応力境界条

件下の繰り返し計算に移行するものとした． 

力の釣合い状態が得られないうちに繰り返し計算を打

ち切った場合に，次段階の下箱に与える応力境界条件は，

上下の箱で算定されるせん断応力の小さい方の値と前段

階の境界条件であるせん断応力の値との大小関係によっ

て区別した．力が釣合っていないと一般に両者の値は異な

る．前者が大きい場合は，前者の応力に所定の応力増分を

与え，後者が大きい場合は，前段階と同じ応力を与えた．

また，下箱の水平移動距離の限界値は，実験（解析も同じ）

の応力比～変位関係の初期勾配の 1/10 に相当する値とし

た． 

図－6～図－9が得られた結果である．図－6と図－8に

示す応力比～変位関係では，△印のプロットが実験の結果

であり，◆印のプロットがシミュレーションの結果である．

粒子配列の異なる 2 種の粒状体のそれぞれに対するせん

断特性をよく再現できている． 

図－7 と図－9 に示した力線グラフでは，下箱の水平移

動によって，右下から左上につながるように力線グラフが

集中する様子がとらえられている．なお，上板が回転して 
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図－6 実験とシミュレーションの比較（配列1） 

  

 
 

 

 

 

図－7 変形にともなう力線グラフの変化（配列1） 
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図－8 実験とシミュレーションの比較（配列2） 

 
 

 

 

 

 

図－9 変形にともなう力線グラフの変化（配列2） 

△ 実験結果 

◆ シミュレーション 

△ 実験結果 

◆ シミュレーション 

(a)水平変位h=0cm (a)水平変位h=0cm 

(b)水平変位h=0.2cm 

(c)水平変位h=0.8cm (c)水平変位h=0.8cm 

(b)水平変位h=0.1cm 



いるのは，上板にモーメントが作用したためである．上板

も要素の１つとみなしており，モーメントが作用したとき

には，中心点周りの回転を与えている． 

 

3.3  力線力線力線力線グラフグラフグラフグラフのののの不均質不均質不均質不均質なななな集中集中集中集中にににに関関関関するするするする考察考察考察考察 

 

一面せん断試験を行った粒状体の粒子数は 450 個程度

であり，狭い箱の中に比較的少ない粒子が詰まっている状

態である．応力比～変位関係のピークに向かう，h=0.2cm

（配列 1）あるいは h=0.1cm（配列 2）の時点以降での力

線グラフを，図－7 や図－9 でみると，太い線が境界と境

界の間に突っ張り棒のように形成されているのがわかる． 

本来，応力比～変位関係のピークに向かう時点では，力

線グラフが激しく変化して，次々と新しい接触構造ができ

ていくものと考えられる．ところが，粒子数が少なく，一

面せん断という不均質なせん断変形が加わっていること

もあって，太い力線が境界の間に突っ張り棒のように形成

されたものと考えられる． 

この突っ張り棒は，下箱が動き続けている間は力を伝達

しているが，下箱の動きが小さいと消滅すると考えられる．

前節で述べたとおり，当初の計算ではせん断途中から実験

を再現できなくなった．これは，力の釣合いを求める解析

条件下において，力の釣合い状態を求めて繰り返し計算を

行っている間に，突っ張り棒が崩れてしまうような構造変

化があるために，ピーク強度前に応力比が上昇する段階を

上手く再現することができなかったものと考えられる．動

的に押し続ける力が必要なのであろう． 

そこで，この点を確認するために，同一の応力境界条件

のもとで下箱に設定する水平移動距離の限界値を大きく

することによって，緩速載荷に対応する解析を行った結果

を図－10に示す．この場合の限界値は，図－6の結果を得

たシミュレーションで用いた限界値の 10 倍とした．□印

のプロットは緩速載荷に対応する解析の結果であり，◆印

のプロットは図－6 の結果を同じ図に示したものである．

緩速載荷時には途中から応力比が上がりきらないことが

わかる． 

ガラスビーズを用いて，載荷速度を変えた標準型の一面

せん断試験も行ってみた．せん断箱は直径6cm，高さ2cm

の円筒形であり，使用したガラスビーズの直径は 4mmで

ある．載荷は 1.0mm/minと 0.1mm/minの 2種類で 3回ず

つ行った．載荷速度以外の条件はできる限り一致させた．

図－11 がその結果を示す．□印のプロットは載荷速度

0.1mm/minの比較的ゆっくりしたせん断の結果であり，■

印のプロットは載荷速度 1.0mm/min で速めのせん断の結

果である．図－10 のシミュレーション結果と同じ傾向と

なった． 

 さらに，速めの載荷でできる突っ張り棒のような構造が

緩速載荷ではできにくいことを，接触力の大きさ分布から

検討した．図－12は，図－10に示した 2種のシミュレー

ションで得られた接触力の大きさに関する変動係数の推

移を示す．□印のプロットは緩速載荷に対応する解析の結

果であるが，比較的速めの載荷に対応する■印のプロット 
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図－10  速度を変えたシミュレーションの比較 
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図－11  速度を変えたガラスビーズの実験の比較 
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図－12  接触力の大きさの変動係数に関する比較 

 

の変動係数よりも小さくなっている．すなわち，緩速載荷

では接触力の大きさのばらつきが小さくなっており，突っ

張り棒のような力の集中する構造ができにくかったこと

を示していると考えられる． 

 

■ 速め 

□ 緩速 

◆ 速め 

□ 緩速 

■ 速め 

□ 緩速 



4．．．．あとがきあとがきあとがきあとがき 

 

 本文では，全体剛性行列を用いた粒状要素法の具体的な

定式化を明示した．また，円の接触に関するHertz理論を

粒状要素法への適用を念頭において整理し，アルミ丸棒積

層体のせん断試験のシミュレーションに適用した．アルミ

丸棒積層体の二軸圧縮試験を再現する際に用いているパ

ラメータは，弾性係数と摩擦角のみである．パラメータの

設定に頭を悩ませることなく，定量的にも実験をほぼ再現

できることを示した． 

 ただし，力の釣合い状態を繰り返し計算で求める粒状要

素法では，本文で解析対象としたアルミ丸棒積層体の一面

せん断で応力比～変位関係のピーク前の挙動を再現でき

なかった．それでも，境界の動かし方を工夫するだけで，

実験をよく再現できるようになることがわかった． 

 また，アルミ丸棒積層体のせん断試験を再現した結果を

力線グラフで示し，力の伝達経路の変遷を追えることを示

した．一面せん断試験のシミュレーションにおいては，粒

子数が少ないことの影響と考えられるが，応力比～変位関

係のピークの前に，突っ張り棒のような力線グラフが形成

されること，そして，これは下箱をある程度速く動かし続

けないと崩壊する傾向があることがわかった．  

 貴重な実験データをご提供くださった名古屋工業大学

の松岡元教授，大林組の山本修一博士に感謝いたします．

また，卒業研究で実験に尽力してくれた前橋工科大学卒業 

生の小板橋武君，板橋和登君に感謝いたします． 
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