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�� はじめに

固体の大変形解析においては，移動境界問題を効率
的に取り扱う解析手法が必要となる．固体解析におけ
る定式化では，通常，物質点に追従する観測点におい
て変形を表す �������
��解法が用いられるが，大変形
問題を �������
��解法で解析した場合，解析格子が潰
れてその健全性が失われ，解析が破綻することが度々
生じる．�������
��解法で解析不能になるような大変
形を取り扱う場合には，解析格子を任意に制御できる
���
	���� �������
�� ����
��（���）解法が用いら
れることが多い������．��� 解法では，固体の境界面
はその変形に解析格子を追従させるいわば �������
��

解法で解析して，物体内部の解析格子形状の歪みが極
端に大きくならないように適当に修正するものである．
この���解法によって解析格子の健全性の問題は解決
されるものの，物体内部の解析格子を制御するための
手法は複数存在し一意ではない．また破断などの物体
のトポロジーの変化にも ���解法では対応できない．

そこで筆者らは，空間に固定された観測点において
変形を表す ����
��解法による固体の大変形解析手法
に関する研究を精力的に行ってきた ���� ����
��解
法では，固体の物体形状を流体解析における自由表面
問題と同様に移流方程式を解くことによって取り扱う．
そうすることによって解析格子の極端な歪みによる解
析の破綻を回避することが可能となる．しかしながら，
����
��解法では �������
��解法や���解法に比べ
て解析格子を細かくする必要があり，さらには応力や相
当塑性ひずみなどの構成方程式に関連する物質内部諸
量に関しても，移流方程式を解くことにより空間に固
定された解析格子上に投影させなければならない．図!"

は，"次元問題における �������
��解法と����
��解
法の比較として，節点と物質内部諸量の時刻 �に沿っ

た移動を示している．図!"からも分かるように，固体
解析における ����
��解法は質量や速度だけでなくす
べての物質内部諸量を移流させる必要があり，この移
流方程式をいかに高精度かつ安定に解くかが解析上重
要となる．

����
��解法における固体の大変形解析は，当初は
ハイドロコードと呼ばれる扱いでなされてきた����．こ
のハイドロコードでは，もともと差分法が用いられてい
たので解析格子を固定した ����
��解法との相性がい
いのは当然である��．これまでの ����
��解法でのハ
イドロコードにおける移流方程式の解法には，当初は一
次風上差分法，そして最近では高精度で安定な�#�$�

（����	��
% #&�
�� �%����� ��� $�����'�	
�� ����）
法 	�へとその主流が移っている�
�．しかしながら，こ
れらの差分法による移流方程式の解法は規則的な構造
格子を前提としているため，非構造格子や複雑形状を
有する解析領域を取り扱う場合には不向きである．こ
の差分法による移流方程式の解法に対して，非構造格
子や複雑形状を有する解析領域を取り扱う場合には，移
流方程式の解法に有限要素法を適用することが有効で
あると言える．移流方程式を有限要素法で解く手法に
関しては，最近では安定化有限要素法が大きな発展を
遂げており一般的によく用いられているが���，この安
定化有限要素法を固体の大変形解析に適用した例は少
ない．

以上のような背景において，本論文では，����
��

解法による固体の大変形解析での移流方程式の解法に，
�#()（�	����
��!#&�
��*(�	��'!)����
�）法に基
づく安定化有限要素法を適用する．そして本手法の妥
当性及び有効性を検討するため，例題計算を通して本手
法による解析結果と有限要素法に基づく �������
��解
法および�#�$�法を用いた差分法に基づく ����
��

解法との比較を行う．
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解法での支配方程式
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�������
��解法による支配方程式は，物質時間導関

数により次式のように示される．

+� , � -".

ここで，上付き �は物質導関数を表わし，�は任意の関
数，� は外力項である．また，物質時間導関数と空間
時間導関数の関係は，以下の関係で定義される．

+� ,
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�
-0.

ここで，�� はそれぞれ速度ベクトル，位置ベクトル
であり，右辺第 0項は移流項を表わす．式 -".� -0.より
����
��解法による支配方程式は，次式で表わせる．
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�
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ここで，式 -1.に対して，次式のように �&���	�� �&
	

法を用いて 0つに分割する �
�．
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��
, � -2.
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���

�
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式 -2. は外力項を含んだ �������
��ステップ� 式 -4.

は移流項を含んだ ����
��ステップにおける方程式で
ある．式 -2.と �������
��記述での支配方程式 -".と
の違いは，時間導関数の種類であり，����
�� 記述で
は計算要素が固定されていると考えれば，この時間導
関数の種類の差異は無視できる ��．よってこれらの式
は見かけ上は近似的に同一となる．このとき式 -4.に
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図�� 解析フローチャート

おける上付きの �印は，�������
��ステップ後の諸量
を意味し，式 -4.において，�������
��ステップ後の
解を固定された計算要素に投影させる．以上，�&���	��

�&
	法による ����
��解法の解析フローチャートをま
とめると図!0のようになる．

��� ����������ステップ

��� 動的陽解法
式 -2.を離散化して得られる動的な平衡方程式は，次

式で示される．

� +�� / ��
��� , ��

��� -5.

ここで�は，対角化された集中質量行列，���� は内
力ベクトル，���� は外力ベクトルを表わす．また上添
字 �は，現時刻ステップであることを意味する．式 -5.

に対して，中央差分法を適用させると時刻 ���� の位置
ベクトル ��� 及び，時刻 ���

�

� の速度ベクトル ��� �

�

は，次式のように求めることができる．

��� , � / ��� �

� 6� -7.

��� �

� , ��� �

� / +��6� -8.

このとき加速度ベクトル +�� は，式 -5.において，�
が集中質量行列であるため連立 "次方程式を解く必要
がない．

��� 材料構成方程式
材料構成方程式として '�� �
���の降伏関数による

関連流れ則を用いる．この構成方程式は本論文で取り扱
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う金属材料で一般的に用いられるものである．$��%��

応力速度テンソル +�とひずみ速度テンソル +�を関連付
ける４階の弾塑性構成テンソル��� を用いた式 -9.を
適用する．

+� , ��� : +� -9.

ここで，��� をインデックス表示すると以下のように
なる．

���
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�

"� 0�
Æ��Æ�� � 	

9�
���

�

��

0<
�-� � / 1�.
=

-"3.

	 , 3 -弾性. 	 , " -降伏.

ここで，Æ�� はクロネッカーのデルタ，�はせん断弾性
係数，�はポアソン比を表わす．そして�

�

は塑性係数
で��は偏差応力である．また <
は次式で定義される相
当応力である．

<
 ,

�
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0
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式 -9.で示される構成方程式において，ひずみ速度
テンソル +�は客観性のあるストレッチングテンソル�
に，$��%��応力速度テンソル +� は客観応力速度の一
つである >������速度 +�	 に置き換えて新たに以下の
ように定義する．

+�	 , ��� : � -"0.

式 -"0.は，固体が大変形したとしても応力速度，ひず
み速度を両方とも客観性のあるものに置き換えること
によって，微小変形状態における弾塑性理論が成立す
ると考えていることになる．

��� 応力積分法
式 -9.と式 -"0.における $��%��応力速度テンソル

+�と $��%��応力の >������速度 +�	 は，スピンテン
ソル� によって次式のように関係付けられる．

+�	 , +� �� � � / � �� -"1.

式 -"1.の関係を用いて ���!�	�& ��	�	
��と呼ばれる
応力積分法を行う ��．

��� ��
�����ステップ

��� 移流スキーム
式（4）に対して �#()法に基づく安定化有限要素

法 ��� を適用すると，以下の弱形式が得られる．
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ここで，�は界面関数および移流されるその他すべての
諸量であり，左辺第 "項が)����
�項であり，第 0項が

安定化に寄与する �#()項である．また，�は重み関
数，���は要素総数である．なお，ここでは�������
��

ステップ後の諸量を意味する上付きの �印は省いてい
る．そして，安定化パラメータ �
 は式 -"4.のように
定義される ���．
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ここで，6�は微小時間増分量，��は次式で定義され
る要素サイズである．

�� , 0�����

�
����
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��� � �����

�
��

-"5.

ここで，���は要素の節点数であり，��は形状関数で
ある．
式（"2）に対して，0次元 2節点アイソパラメトリッ

ク要素を用いて，空間方向に離散化を行うと次式のよ
うな有限要素方程式が導ける．

-� / �Æ.
��

��
/ -�-�. / �Æ-�..� , � -"7.

ここで���は係数行列であり，下添字 Æは �#()項
に起因する行列を意味する．そして�は全節点での �

である．また時間方向の離散化には．$����!@
%����

法を適用し，連立 "次方程式の解法には �����	!��!

�����	 �
!$)�A��法を用いた．なお自由境界面を
表現するために，流体の自由表面流れの ����
�� 解
法として一般的に用いられている，界面関数を用いた
B��-B���� �� ��
�.法 ��� を適用する．
また式 -"7.を解くと，�#()法でよく知られた界面

関数のオーバーシュート・アンダーシュートが発生す
る．その対策として，本研究ではカットオフすなわち
界面関数が "以上になった場合には "へ，3以下になっ
た場合は 3へと変更する操作を時間ステップごとに施
した．
��� 応力・相当塑性ひずみの更新
式 -"7.において解かれる諸量�は節点上のものであ

る．よってその値を節点で持つ界面関数では式 -"7.を
解くことができるのに対して，応力や相当塑性ひずみ
などの有限要素の積分点で定義される諸量である場合
には，式 -"7.をそのまま解くことはできない（図!1）．
そこで，積分点上の諸量を移流させる場合には，図!2

のようにそれぞれの要素の積分点を節点へと変更する
新たな有限要素を規定する．この新たな有限要素を用
いることによって，積分点上の諸量を節点上の諸量と
して更新することができる．また，応力に関してはス
カラーでなく 0階のテンソルであるが，すべての成分
に移流スキームを施すことで，応力の移流が可能とな
る．なお新たに規定した節点での速度は，線形補間で
求めることができる．

�� 解析結果

��� 棒の衝突解析
これまで述べた本手法の妥当性を検討する．ここでは

固体の大変形解析において，�������
��解法，�#�$�

1



図� 有限要素の節点と積分点

図�� 新たに規定した有限要素と節点

法を用いた差分法による ����
��解法，そして本手法
を比較する．用いる構成方程式は，すべての解析にお
いて先に述べた '�� �
���の降伏関数による関連流れ
則である．
最初は弾塑性材料棒の衝突解析である ���． 解析

モデルは図!4 のようであり，鉛直下向きに初期速度
133�*��%を与える．����
�� 解法においては解析領
域を縦 04 分割 � 横 "4 分割の総要素数 174，総節点
数 2"5に分割した．また応力―ひずみ関係はバイリニ
ア硬化型であり，弾性係数は 0" 8)(�，ポアソン比は
3 08，塑性係数は 3 ")(�，降伏応力は 3 30)(�で密
度は "7"3��*��を仮定する．また解析領域端部の境界
条件に関しては，下端部法線方向および左端部法線方
向の速度はゼロで拘束して，その他においては速度は
自由とした．
図!5は �������
��解法による解析結果である．��!

�����
�� 解法であるので物体の変形に解析格子が追
従しているのが確認できる．図!7は差分法の一種であ
る�#�$�法を用いた ����
��解法，そして図!8は，
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図�� 衝突解析モデル

�#()法による本手法での変形形状である．ここでは
�#�$�法と本手法の解析結果に明らかに違いがあり，
本手法の方が �#�$�法に比べて �������
��解法に
似た変形形状を示している．これは，�#()法では流
線方向のみに安定化の効果が導入されるため，移流現
象をより正確に捉えることができたためと考えられる．
図!"2は，下端部での自由境界面の先端変位を時刻歴で
表示した結果である．この結果からも本手法は極めて
精度の高い変形解析が行われていることが分かる．
そして，３つの手法による相当塑性ひずみ分布を示

したのが図!"4�図!"5�図!"7である．ここでも�#�$�

法の分布が �������
��解法の結果と多少の相違が見ら
れるのに対して，本手法の相当塑性ひずみ分布は ��!

�����
��解法とほぼ同一である．さらに，83μ秒後の
解析領域の左下隅要素における相当塑性ひずみの値を比
較したのが表!"である．この表!"から見ても本手法の
相当塑性ひずみの値が�#�$�法に比べて �������
��

解法に近いことが分かる．

表�� 棒の衝突解析における ��μ秒後の左下隅における相

当塑性ひずみ

�������
��解法 �#�$� 法 本手法
<�� " 454 " 537 " 449

��� 引張延性解析
次の例題は金属材料の引張延性解析である．全体の

金属材料モデルは図!9のようであり，形状および変形
の対称性を考慮して "*2領域のみで解析を行った こ
の "*2領域の����
��解法での要素分割形状は，図!"3

に示す通り縦 13分割×横 "2分割の有限要素分割とし�

材料定数については，ヤング率 � , 033)(�，ポアソ
ン比 � , "�1を用いた．そして塑性域では，文献 ���と
同様に以下のような硬化型の相当応力 
，相当ひずみ
�の関係を仮定した．
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80   (µs)408

図�� ���������� 解法による変形

80   (µs)408

図�� �����法による変形

80   (µs)408

図�� 本手法による変形
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解析領域の境界条件は，図!4のものと同一であり，上
端部の接線方向を固着として鉛直方向に速度 43�*��%

で引張った．
ここでも �������
��解法，�#�$�法，本手法との

比較を行った．図!""� "0� "1に変形状態を，図!"9� 03�

0"に相当塑性ひずみ分布図を示す．この解析において
は�#�$�法と本手法で大差は確認できないが，図!"8

のくびれ量 '*Cの時刻歴から見ても，これら２つの手
法共に �������
��解法に近い結果を示していることが
確認できる．よって本手法はこのような引張延性解析
においても有効である．

図�� 引張延性解析モデル

図��� 要素分割

�� おわりに

本論文では，安定化有限要素法を用いた ����
��解
法による固体の大変形解析手法について述べ，本手法
の有効性を例題計算を通して確認した．得られた知見
を以下に示す．

" これまでの ����
��解法による固体解析の移流ス
キームの主流が差分法であったのに対して，任意
形状への適用に優れた �#()法に基づく安定化有
限要素法を適用した．

0 新たな解析格子を規定して積分点上の諸量を的確
に移流計算するための方法を示した．

1 弾塑性棒の衝突解析と引張延性解析に本手法を適
用して，どちらの解析においても良好な解析結果
を得ることができた．特に弾塑性棒の衝突解析で
は，本手法が既存の�#�$�法による差分法に基
づく方法より明らかに高精度な解を与えることを
確認した．
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図��� �����法による変形
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図�� 本手法による変形

以上のことから ����
��解法での大変形固体解析の
おいても，その移流方程式の解法において有限要素法
の有効性を示せたと言える．今後の課題としては，本手
法を任意形状の解析領域を有する問題への適用や，固
体―流体連成解析へと拡張することなどが挙げられる．

謝辞: 本研究は文部科学省科学研究費補助金（基盤
研究 -$.-0.："4453239）の援助を受けた．
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