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1. はじめに
様々な長尺材料が土木構造部材で使われており，そ

のメンテナンスのために効率的な非破壊検査が求め
られている．超音波非破壊検査の 1つとして，ガイド
波 1)が注目されている．ガイド波は，ウェーブガイド
に沿って伝搬する超音波のことで，バルク波に比べて
減衰が少ないため，長距離伝搬が可能であり広範囲が
検査できる．しかし，周波数や板厚に依存して超音波
の伝搬速度が変化する分散性や，１つの周波数におい
て複数の伝搬モードが発生する重畳性のために，きず
からのエコーの識別が困難となる場合がある．検査の
精度向上のために，事前に伝搬特性を分散曲線を通し
て把握しておく必要がある．平板や中実丸棒のような
単純な断面形状を持つ部材の分散曲線は，解析的に求
めることができるが，鉄道レールなどの複雑な形状を
有する材料においては数値計算に頼らざるを得ない．
著者らは，任意断面を有する長尺材料のガイド波の

分散曲線を半解析的有限要素法 2)(Semi-analytical finite
element method：SAFE)を用いて計算している．しか
し，高周波領域における SAFEの精度は十分であると
は言えなかった．そこで，本研究では，4角形 2次要
素を用いた SAFEのコードを開発し，中実丸棒におい
て，その数値解の精度の検討を行う．また，SAFEで
求めた固有値の伝搬モードの形状を確認するため，鉄
道レールのモード形状の 3次元可視化を行う．

2. 中実丸棒におけるガイド波の伝搬モード
中実丸棒中におけるガイド波の伝搬モードは，ねじ

れモード (Tモード)，曲げモード (Fモード)，縦モー
ド (Lモード)の 3つに分類される (図-1)．Tモードは
円周方向に捻じれながら長手方向 (z 方向) に伝搬す
る．また，Lモードは伝搬軸に対して対称に偏向する．
また，F モードは伝搬軸に対して非対称に偏向する．
中実丸棒における分散曲線は解析的に求めることがで
きる．例えば，Lモードの分散曲線は，Pochhammer
方程式 1)より周波数ステップごとに計算可能である．
ガイド波には分散性があるため，位相速度 cp と群速
度 cg が異なる．ここで，周波数を f，角周波数を ω，
波数を kとすると，次式の関係がある．

cp =
ω

k
=

2πf

k
(1)

また，位相速度と群速度の関係は以下のようになる．

cg = c2p

[
cp − ω

dcp
dω

]−1
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図– 1 中実丸棒におけるガイド波の伝搬モード

3. SAFEの定式化
3次元問題における SAFEの定式化を述べる．ここ

では，3角形要素，4角形 1次要素，4角形 2次要素
を用いて離散化する．4角形 2次要素はセレンディピ
ティー要素を用いる．長尺材料の長手方向 (伝搬方向)
を z 軸とし，断面を x–y とする．任意点 (x, y, z) に
おける変位，ひずみ，応力を，それぞれ u，ε，σと
する．j番目の要素における弾性波動を支配する方程
式は，仮想仕事の原理を用いて次のように書ける．∫

Vj

(∂u∗)T σdV +

∫
Vj

ρ (u∗)T üdV = 0 (3)

ここで，∗は複素共役，ρは密度，{̈}は時間 tに関す
る 2階微分，

∫
Vj

·dV は j番目の要素における体積積

分である．式 (3)には，表面力 0の境界条件を適用し
ている．
このとき，z方向に伝搬する超音波の変位ベクトル

は，複素波数 ξと複素振幅U を用いて，以下のよう
にフェーザ表示できる．

u(x, y, z) = N(x, y)U exp(iξz − iωt) (4)

これを式 (3)に代入して，固有値問題に帰着させる．

[A(ω)− ξB(ω)]Q = 0 (5)

上式の，A，B，Q の具体的な表現は，論文 2) を参
照されたい．式 (5)の一般化固有値問題を数値的に解
くことによってm番目の固有値 ξmを求め，この結果
を次式に代入することで，位相速度 cmp を得る．

cmp =
ω

ξm
(6)
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　 4角形 2次要素を用いた SAFEによって数値的に得
られた直径 1mmのアルミニウム中実丸棒における要
素数 32のときの波数-周波数の分散曲線と，理論式 1)

から導出した Lモード，Tモードの分散曲線を比較し
たものを図-2に示す．SAFEはすべてのモードが同時
に計算されるので，Lモード，Tモード以外も出現し
ている．Lモード，Tモードにおいては，SAFEと解
析解は良好に一致していることが確認できる．

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6 7

f
(M

H
z)

   (1/mm)

T

L

 SAFE

図– 2 中実丸棒における SAFEから求めた数値解と解析解
の分散曲線の比較

4. SAFEによる数値計算
中実丸棒において，要素タイプごとに要素数を増や

した場合の SAFEの精度について検討を行った．ここ
では，5.0MHzのときの SAFEの解と理論式から求め
た解析解と比較し誤差率を求めた．精度の指標となる
誤差率は

誤差率：|ξ − ξc
ξc

| × 100(%) (7)

と定義した．ここで，ξ：SAFEによる数値解の波数，
ξc：解析解の波数である．このとき，要素タイプごと
に周波数 5.0 MHz，波数 10.29(1/mm)付近の誤差率を
比較したものを図-3に示す．図-3より誤差率 1.0%の
ときの要素数を比較すると 3角形要素のときが要素数
148，4角形 1次要素は要素数 32，4角形 2次要素は
要素数 8となっている．4角形 2次要素を用いると少
ない要素数で高精度の解を得られることがわかった．
SAFEに 4角形 2次要素を用いることで SAFEの精度
向上を図ることができた．
図-4は，SAFEで固有値とともに得られる固有ベク

トルを元に，周波数 f=0.7 kHzのときの鉄道レールの
伝搬モードの可視化を行ったものである．モデルの概
形は図-4 (a)の通りであり，材質はアルミニウムであ

る．(b)は位相速度 cp=0.64 km/s，(c)は 0.99 km/sの
ときの伝搬モードである．この伝搬モードは曲げモー
ドに分類でき，(b)は水平方向に，(c)は鉛直方向に偏
向する曲げモードであることがわかる．伝搬モード形
状を可視化することで，検査対象となる部位のみを伝
搬するモード等が識別でき，検査前に伝搬モードの選
択が可能になるものと期待できる．
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図– 3 要素数を変化させた場合の各要素タイプの誤差率の
比較
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図– 4 鉄道レールの伝搬モード形状
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