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１．はじめに 

 計算機の性能と数理解析の発達に伴って、有限要

素法(FEM,RVE)などによる振動や座屈などの構造特

性値は固有値解析によって得ることが一般的である。

しかし、この解析は離散化要素の増加に伴って自由

度の 3 乗に比例し、大きな固有値問題は計算精度と

計算時間に課題があることが知られている 1),2)。さら

に可動なシザーズ構造は多重固有値問題を抱え解析

上困難を伴う。本解析研究では、FEMモデルの自由度

を外部と内部に分け、部分構造化による行列の縮約

が可能となるスーパーエレメント法(SE 法)の計算概

念を新たに開発し、その数値解の不変性と計算時間

や容量を縮約し、解析の優位性が得られた。 

２．本解析手法の計算原理 

 本提案するスーパーエレメント(SE)法の自由度は

内部と SE に接続される外部に分類される。剛性方程

式において、剛性行列を𝐾、変位ベクトルを𝒖、外力

ベクトルを𝒇とする。添字は外部を𝑒、内部を𝑖とそれ

ぞれ表し、その自由度を収集する。𝐾と𝒇は与値とし、

𝒖を求める変位解析を行う。この解析では、内部変位

ベクトル𝒖𝑖を消去して未知数を外部変位ベクトル𝒖𝑒

のみとする過程の縮約表現を用いた。 

外部𝑒と内部𝑖に部分構造化に区分した剛性支配方

程式の縮約表現を次式にて考える。 

[
𝐾𝑒𝑒 𝐾𝑒𝑖

𝐾𝑖𝑒 𝐾𝑖𝑖
] [

𝒖𝑒

𝒖𝑖
] = [

𝒇𝑒

𝒇𝑖
] (1) 

式(1)の 2 段目の方程式 

𝐾𝑖𝑒𝒖𝑒 + 𝐾𝑖𝑖𝒖𝑖 = 𝒇𝑖 (2)

から、𝐾𝑖𝑖が非特異の場合、𝒖𝑖を次式で表現できる。

ここに、𝛤 = 𝐾𝑖𝑖
−1𝐾𝑖𝑒とおくと

𝒖𝑖 = 𝐾𝑖𝑖
−1𝒇𝑖 −  𝛤𝒖𝑒 (3)

と表され、式(1)に置き換えると、縮約表現された

剛性方程式が得られる。 
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𝐾𝑒𝑒̃𝒖𝑒 = 𝒇𝑒̃ (4) 

ここに、𝐾𝑒𝑒̃ = 𝐾𝑒𝑒 − 𝐾𝑒𝑖𝛤,  𝒇𝑒̃ = 𝒇𝑒 − 𝛤𝒇𝑖とし、これ

は部分構造に圧縮された剛性行列と外力ベクトルで

ある。𝒖𝑒 = 𝐾𝑒𝑒̃
−1

𝒇𝑒̃と求まり、この解を式(3)に代入す

ると、最終的に全ての内部変位ベクトル𝒖𝑖が算出さ

れる。 

３．平面シザーズにおける解析比較  

モデルの解析条件をそれぞれ Table.1 と Fig.1 に

示す。この場合は無補強とする。従来の FEM ではモ

デルの節点番号を順に振って一律に変位を求めるの

に対し、SE 法では節点番号を境界部と内部に分け、

求める境界部と内部の変位は式(3), (4)でそれぞれ

𝒖𝑒と𝒖𝑖を導出する。Table.2 に FEM と SE 法で導出

した変位結果を示す。その結果から両者による数値

解が一致し、整合した。 

４．本解析による固有値解析の縮約 

 SE 法によるシザーズ構造の振動問題における一般

化固有値問題を行った。剛性行列を𝐾、質量行列を𝑚、

固有値を𝜆、変位ベクトルを𝒖𝑒 , 𝒖𝑖とすると SE 法に

おける自由振動方程式は、 

Table. 1 Analysis condition 

Fig. 1 Analysis model 

Table. 2 Comparison of 
displacement results 
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[
𝐾𝑒𝑒 𝐾𝑒𝑖

𝐾𝑖𝑒 𝐾𝑖𝑖
] [

𝒖𝑒

𝒖𝑖
] = 𝜆 [

𝑚𝑒𝑒 𝑚𝑒𝑖

𝑚𝑖𝑒 𝑚𝑖𝑖
] [

𝒖𝑒

𝒖𝑖
] (5) 

となり、次式のように縮約表現される。 

𝐾𝑒𝑒̃𝒖𝑒 = 𝜆𝑚𝑒𝑒̃𝒖𝑒 (6) 

𝑚𝑒𝑒̃ = 𝑚𝑒𝑒 − 𝑚𝑒𝑖𝛤 − 𝛤𝑇(𝑚𝑖𝑒 − 𝑚𝑖𝑖𝛤) (7) 

これにより Table.1 と Fig.1 に示す解析条件からシ

ザーズの鉛直方向変位に対する一般化固有値解析を

行った。FEM の𝐾と𝑚による固有値は、 

𝜆1 = 0.0000, 𝜆2 = 0.1445, 𝜆3 = 0.6075, 𝜆4 = 1.4695,
𝜆5 = 1.4695, 𝜆6 = 1.4695, 𝜆7 = 1.4695, 𝜆8 = 1.4695,

𝜆9 = 2.7883, 𝜆10 = 4.3034, 𝜆11 = 5.0579

SE 法の𝐾𝑒𝑒̃と𝑚𝑒𝑒̃による固有値は、 

𝜆𝑒1 = 0.0000, 𝜆𝑒2 = 0.1545, 𝜆𝑒3 = 0.7552, 𝜆𝑒4 = 1.4695
𝜆𝑒5 = 1.4695, 𝜆𝑒6 = 1.4695, 𝜆𝑒7 = 1.4695, 𝜆𝑒8 = 1.4695

𝐾𝑖𝑖と𝑚𝑖𝑖による固有値𝜆𝑖 = 1.4695が求められFEMと

SE 法の固有モードの一例を Fig.2 と Fig.3 に示す。

固有値で 1.4695 が両者に𝑛+2 個あった。この数値は

SE 法の𝐾𝑖𝑖と𝑚𝑖𝑖から求めた固有値と一致した。

５．格間数𝑛に対する計算量の検証 

 格間数𝑛に対応する計算容量と計算時間は Table.3

に示す。FEM に比べ SE 法は計算時間の大幅な短縮

が可能となり、FEM の計算容量の限界以上の解析を

行うことが可能となった。 

６．格間数𝑛 に対する固有振動数の変化 

 格間数𝑛に対する最小固有値の平方根である 1 次

固有振動数𝜔1𝑛の変化を参照し、解析結果を検証する。

1 格間から 10 格間の固有振動数と先行研究で用いた

予測式𝜔1𝑛/𝜔11 = 1/𝑛(1 格間の 1 次固有振動数𝜔11 =

1.2122)を Fig.4 に示す。FEM と SE 法により得られ

たそれぞれの𝜔1𝑛は予測式とほぼ一致した。

７．結語 

本卒業研究は、シザーズ構造系の階層的な部分構

造から構成される構造解析上の固有値解析に適用す

るために、スーパーエレメント法の解析プログラム

を開発し、支配方程式の行列演算の縮約化、その数値

解と計算速度の検証を行った。 

その他明らかになったことを以下に示す。 

1. 固有値解析では、FEMの𝐾と𝑚による固有値𝜆、SE

法の𝐾𝑒𝑒̃と𝑚𝑒𝑒̃による固有値𝜆𝑒、𝐾𝑖𝑖と𝑚𝑖𝑖による固

有値𝜆𝑖が一致した。

2. 格間数𝑛による 1 次固有振動数𝜔1𝑛の変化の検

証を行った結果、実際に得られた固有値は予測

式𝜔1𝑛/𝜔11 = 1/𝑛とほぼ一致し、検証の妥当性と

FEMと SE法の整合性を確認した。
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Table. 3 Comparison of measurement time 

Fig. 2 Primary vibration mode (FEM) 

Fig. 3 Primary vibration mode (SE) 

Fig. 4 Change in primary natural frequency for n 
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