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1. 背景と目的 

現在, 構造物に耐震壁や筋かいを入れるなどして

構造物の耐力を高めたり, 地面と構造物との間に免

震装置を導入することで構造物に作用する地震力を

低減するなどの工夫がなされている.本研究では, 

二自由度系で表される構造物を対象に, 一般の RC

造, 木造の組み合わせの範囲で 1, 2 層の剛性や質量

を変化させることで 1, 2 層ともに地震による応答変

位を低減させる可能性についての数値解析による検

討を行った. 

2. 対象構造物のモデルの概要と運動方程式 

図 1 は, 本研究が対象とする二自由度系構造物の

モデルを示し, その運動方程式は次式をとなる. 

𝑴𝑢̈ + 𝑪𝑢̇ + 𝑲𝑢 = −𝑴𝟏𝑥𝑔̈ 

ただし, 

𝑴 = [
𝑚1 0
0 𝑚2

],  

𝑪 =  

 

 

𝑲 = [
𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2
] = [

𝜔1
2𝑚1 + 𝜔2

2𝑚2 −𝜔2
2𝑚2

−𝜔2
2𝑚2 𝜔2

2𝑚2

], 

𝟏 = {
1
1

} , 𝑢(𝑡) = {
𝑢1

𝑢2
} 

各変数を以下のように定義し, 添え字𝑖は各層数を示

す. 

 

 

 

 

𝜔𝑖 = √
𝑘𝑖

𝑚𝑖
 , 𝜁𝑖 =

𝑐𝑖

2√𝑚𝑖𝑘𝑖
  

 

𝜔𝑖 : 質点の固有円振動数(1/s) 

𝜁𝑖 ： 質点の減衰比 

ここで, 第一層と第二層の質量の比である質量比を

𝜀 = 𝑚1 𝑚2⁄   とすると , 各モードの固有円振動数

𝛺1, 𝛺2は以下のようになる. 

𝛺1, 𝛺2 =
1

√2
[ 𝜔1

2 + (1 + 𝜀)𝜔2
2

∓ √{𝜔1
2 + (1 + 𝜀)𝜔2

2}2 − 4𝜔1
2𝜔2

2 ]
1
2 

図 2は, モード形状を示

し , モード行列は次式

となる. 

𝝋 = [
𝑟1 1
1 𝑟2

] 

 

ただし,  

𝑟1 =
2𝜀𝜔2

2

𝜔1
2 + (𝜀 − 1)𝜔2

2 + √{𝜔1
2 + (1 + 𝜀)𝜔2

2}2 − 4𝜔1
2𝜔2

2
 

𝑟2 =
𝜔1

2 + (𝜀 − 1)𝜔2
2 − √{𝜔1

2 + (1 + 𝜀)𝜔2
2}2 − 4𝜔1

2𝜔2
2

2𝜀𝜔2
2  

よって変位はモード行列を用いて𝒖(𝑡) = 𝝋𝒒(𝑡)とな

り, (1)式に代入し, 各項の前方からモードの行列の

転置したものを乗じ, 減衰マトリックスの非対角項

を無視することにより運動方程式の非連成化を行う. 

𝜑𝑇𝑴𝜑𝒒̈(𝑡) + 𝜑𝑇𝑪𝜑𝒒̇(𝑡) + 𝜑𝑇𝑲𝜑𝒒(𝑡) 

= −𝜑𝑇𝑴𝟏𝑥̈𝑔 = −𝑸𝑥̈𝑔 

∴ [
𝑁1 0
0 𝑁2

] 𝑞̈(𝑡) + [
2𝑍1𝛺1𝑁1 0

0 2𝑍2𝛺2𝑁2
] 𝑞̇(𝑡) 

+ [
𝛺1

2𝑁1 0

0 𝛺2
2𝑁2

] 𝑞(𝑡) = − [
𝑚1𝑟1 + 𝑚2

𝑚1 + 𝑚2𝑟2
] 𝑥̈𝑔 

 

・・・(1) 

𝑚𝑖 : 質点の質量(kg) 

𝑐𝑖 ： 粘性減衰係数(N・s/m) 

𝑘𝑖 ： バネ定数(N/m) 

𝑢𝑖 ： 質点の応答変位(m) 

𝑥̈𝑔 ： 地動加速度(m/s^2) 

図 2 

・・・(2) 

図 1 

・・・(3) 

[
𝑐1 + 𝑐2 −𝑐2

−𝑐2 𝑐2
] 

= [
2𝜁1𝜔1𝑚1 + 2𝜁2𝜔2𝑚2 −2𝜁2𝜔2𝑚2

−2𝜁2𝜔2𝑚2 2𝜁2𝜔2𝑚2
], 
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ただし, 𝑁𝑗 , 𝑍𝑗 , 𝛽𝑗はそれぞれ𝑗次のモード質量, モー

ド減衰定数, モード刺激係数であり, 次式で与えら

れる. 

𝑁1 = 𝑚2 (
𝑟1

2

𝜀
+ 1) , 𝑁2 = 𝑚1(1 + 𝑟2

2𝜀),  

𝛽1 =
𝑚1𝑟1 + 𝑚2

𝑚2(
𝑟1

2

𝜀
+ 1)

 , 𝛽2 =
𝑚1 + 𝑚2𝑟2

𝑚1(1 + 𝑟2
2𝜀)

 

3. 構造物の振動数範囲 

本論文では以下に示す第一層と第二層の振動数比

θ を用いてモード諸量や構造物の応答変位の特徴を

整理する. 

 

 

振動数比 θ を用いた理由は各層の振動数(𝜔1及び𝜔2)

がどのような極値をとっても, θ は発散せずに|𝜃| ≤ 2

となり, 定量的な取り扱いが可能なためである. 

定義した θ を用いて, 各層の振動数の変化に伴うモ

ード特性値の変化を図 3 に示す. 

ただし, 各モードの固有円振動数𝛺, モード形状𝑟, 

刺激係数𝛽は質量比𝜀の関数であり, 各モードの減衰

比𝑍は質量比𝜀と各層の減衰比𝜁の関数であるため, 

𝜀, 𝜁を0.01 < 𝜀 < 1.00, 0.05 < 𝜁 < 0.15の範囲内とし

た. 

 

図 3 θ と各モード特性値 

ここで, 𝛺, 𝑟, 𝛽図は青線, 橙線, 灰色線, 緑線は,それ

ぞれ質量比 ε が0.01, 0.50, 1.00, 1.50の場合を示す. 一

方, 𝑍を示す図の青線, 橙線, 緑線, 水色線は第一層

と第二層の減衰定数𝜁1, 𝜁2の組み合わせがそれぞれ

(0.05, 0.05), (0.15, 0.05), (0.05,0.15), (0.15,0.15) の 場

合を示し, かつ実線, 点線, 破線, 鎖線はそれぞ質量

比が0.01, 0.50, 1.00, 1.50の場合を示している. 

以降に図 3 を用いて各層の応答変位を各層のモード

特性値ごとに考察していく. 

4. FRMの導入 

本研究では白色雑音状の地動加速度を受ける二自

由度系構造物の応答変位を FRM 法 1)で求めた. 

周波数特性応答マトリックスを以下に示す. 

𝑯(𝜔) = [−𝜔2𝑴 + 𝑖𝜔𝑪 + 𝑲]−1 

応答変位のパワースペクトル密度関数が次式で求め

られる. 

 

ただし, 𝛷𝑥̈𝑔𝑥̈𝑔
:地動加速度のパワースペクトル密度

関数(PSD), ＊：共役複素数を表す. 

𝜎𝑝
2 = ∫ 𝛷𝑢𝑝𝑢𝑝

(𝜔)𝑑𝜔
+∞

−∞
 , 𝜎𝑠

2 = ∫ 𝛷𝑢𝑠𝑢𝑠
(𝜔)𝑑𝜔

+∞

−∞
 

ただし𝛷𝑢𝑝𝑢𝑝
, 𝛷𝑢𝑠𝑢𝑠

は𝜱𝒖𝒖(𝜔)の対角要素である. 

た(6)式のパワースペクトル密度関数の対角要素を数

値積分で求めた. 

図 4 は FRM 法で求めた振動数比 θ 毎の各層の応答

変位図である. 

 

𝑍1 =
𝑟1

2𝜁1
𝜔1

𝜀⁄ +𝜁2(𝑟1−1)2𝜔2

𝛺1(
𝑟1

2

𝜀⁄ +1)
, 𝑍2 =

𝜁1𝜔1+(𝑟2−1)2𝜁2𝜔2𝜀

𝛺2(1+𝑟2
2𝜀)

 , 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝜃 =
𝜔1 − 𝜔2

𝜔𝑎𝑣𝑒
 

 

ただし 
𝜔𝑎𝑣𝑒 =

𝜔1 + 𝜔2

2
 

 

𝛺1 

𝑟1 

𝛺2 

𝑟2 

𝛽2

 

𝑍1 𝑍2 

・・・(5) 

・・・(4) 

・・・(6) 

𝜱𝒖𝒖(𝜔) = 𝑯(𝜔)𝑴𝟏𝛷𝑥̈𝑔𝑥̈𝑔
(𝜔)𝟏𝑇𝑴𝑇𝑯(𝜔)∗𝑇 

𝛽1

 

図4 1層目の応答変位(上段), 2層目の応答変位(下段) 
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ただし, 左側が𝜀 = 0.01, 右側が𝜀 = 0.50, また各

層の減衰比は𝜁1,2 = 0.05である. 

図 4 より, 𝜀 = 0.01の場合, 𝜃 ≒ 0付近では 1 層目の

応答変位が低下して 2 層目の応答変位が増加してい

ることが分かる.これは FRM 法では減衰マトリック

スの非対角要素も考慮して計算しているため, それ

を介したモード間の連成の効果を正しく表現してい

る. 

5. 各層の応答変位と振動数の関係 

図 4 より, 1 層目の応答変位と 2 層目の応答変位は

θ の正, 負側で応答の様子が異なることが分かる.各

層のモード特性値に注目しモードの重ね合わせを用

いて, この応答の差異を説明する.. 

非連成化された運動方程式に基づき各層の応答変位

をモードの重ね合わせを用いて算出したものを以下

に示す. 

1 層目の応答変位 𝑢1：𝑞1 × 𝑟1 × 𝛽1 + 𝑞2 × 1.0 × 𝛽2 

= √
𝜋𝛷0

2𝑍1𝛺1
3

× 𝑟1 × 𝛽1 + √
𝜋𝛷0

2𝑍2𝛺2
3

× 1.0 × 𝛽2 

2 層目の応答変位 𝑢2：𝑞1 × 1.0 × 𝛽1 + 𝑞2 × 𝑟2 × 𝛽2 

= √
𝜋𝛷0

2𝑍1𝛺1
3 × 1.0 × 𝛽1 + √

𝜋𝛷0

2𝑍2𝛺2
3 × 𝑟2𝛽2 

図 4 に示した振動数比 θ 毎の各層の応答変位の図 3

に示した各モード特性値の特徴に基づいて考察する. 

1 層目の応答変位について： 

θ が負側では, 𝛺1が小さい値をとるため, (7), (8)式

の第一項は大きい値をとる一方, 𝛽2が 0 に収束する

ため, 同第二項は0に収束する.また, θが正側では, 

𝑟1が 0 に収束するため同第一項は 0 に収束する一方, 

𝛺2が大きな値をとるため, 同第二項は小さな値をと

る. 

θ 負側        θ正側 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 層目の応答変位について： 

θ が負側では, 𝛺1が小さい値をとるため, (7), (8)式

の第一項は大きい値をとなる一方, 𝛽2が 0 に収束す

るため, 同第二項は 0 に収束する.また, θ が正側で

は, 𝛺1が大きな値をとるため, 同第一項は大きな値

をとなる一方, 𝑟2が 0 に収束するため, 同第二項は

0 に収束する. 

θ 負側        θ正側 

 

 

 

 

 

図 6 2 層目の応答変位 

 

 

 

 

6. 構造物全体の応答の最適化 

各層の剛性や質量を変化させて構造物の全層の

応答変位を低減すさせる可能性を検討するため, 本

論文では各層の応答変位の二乗和平方根(√𝜎1
2 + 𝜎2

2)

を用いて検討することを提案する.二乗和平方根を

用いた理由として, 1, 2 層両層の応答を考慮し, 応

答の大小が区物できるためである.また本論文では

二自由度系構造物として, 柔・剛混合構造物を想定す

ることで, 振動数関数 θ を実構造物に落とし込むこ

とを考える. 

ここで, 一般的な RC 造の固有周期を𝑇1, 木造の固有

周期を𝑇2として以下に示す. 

0.05 < 𝑇1 < 0.15   ,   0.25 < 𝑇2 < 0.5 

上記で仮定した固有周期の範囲内となる二自由度系

構造物を想定し, それぞれの組み合わせと振動関数

θ の範囲を以下に示す. 

1 層目：RC 造, 2 層目：木造の場合 

→  0.5<θ<1.6363  ・・・  A 

・・・(7) 

・・・(8) 

𝑢1 = 𝑞1𝑟1𝛽1 + 𝑞2𝛽2 

 

𝑢1 = 𝑞1𝑟1𝛽1 + 𝑞2𝛽2 

 

大きい値 
0 に収束 0 に収束 

小さい値 

𝑢2 = 𝑞1𝛽1 + 𝑞2𝑟2𝛽2 

 

 

𝑢2 = 𝑞1𝛽1 + 𝑞2𝑟2𝛽2 

 

 

大きい値 

0 に収束 

0 に収束 

大きい値 

図 5 1層目の応答変位 
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1 層目：木造, 2 層目：RC 造の場合 

→  -0.5<θ<-1.6363  ・・・  B 

1,2 層目ともに RC 造または 1,2 層目ともに木造 

の場合  →  -0.5<θ<0.5  ・・・  C 

縦軸に 1 層目と 2 層目の二乗和平方根√𝜎1
2 + 𝜎2

2, 横

軸に振動数比 θ 用いる.また本論文では一般的な二自

由度系構造物を対象としているため質量比 𝜀を

0.50～2.00の範囲内とし, 減衰比𝜁は3%, 5%の組み合

わせとする. 

 

 

 

 

 

 

図 7 二乗和平方根図(パラメータ：各層の減衰比𝜁1,2) 

ただし𝜀 = 0.50である. 

図 7 と同様に𝜀 = 1.00, 𝜀 = 2.00も同様に解析を行い, 

二乗和平方根の最小値の値と対応する θ の値を以下

の表に示す. 

表 1 各質量比, 減衰比の組み合わせにおける二乗

和平方根の最小値と振動数比 

ただし𝜎𝑚𝑖𝑛は二乗和平方根の最小値を示し, θ 許容

範囲は二乗和平方根の最小値から 3% 許容した場合

の θ の取りうる範囲を示す. 

表 1 より二乗和平方根の最小値に注目すると, 1 層目

の減衰比が 2 層目の減衰比より大きい又は同値の場

合(𝜁1 ≤ 𝜁2 ), 𝜃 = 0.5~0.8付近で二乗和平方根が最小

値となる.つまり図の範囲 B にあたる 1 階が RC 造, 2

階が木造である組み合わせが全層の応答変位を低減

する. 

また 1 層目の減衰比が 2 層目の減衰比より小さい場

合(𝜁1 > 𝜁2 ), 𝜃 = 0.0~0.5付近で二乗和平方根が最小

値となる.つまり図の範囲 C にあたる 1,2 層目ともに

RC 造または 1,2 層目ともに木造である組み合わせが

全層の応答変位を低減する. 

また二乗和平方根の最小値から 3%までを許容する

とすれば, θ の範囲はある程度広く設けることができ

る. 

 

7. まとめ 

本研究では, 主として構造物の固有円振動数に着

目し, 二層構造物の全層の応答変位を低減する条件

について検討を行った.一層と二層の振動数に基づ

いて θ を定義し, 振動数比 θ 毎の各層の応答変位の

特徴についてモードの重ね合わせと各モード特性値

を用いて考察した.また全層の応答変位を比較する

指標として二乗和平方根を提案した.設計において

対象となる構造物の各層の減衰比や質量比の組み合

わせに伴う二乗和平方根の最小値に対応する θ を満

たすような振動数の組み合わせとなるように設計す

ることで全層の応答変位が低減できると考える. 

尚, 本研究では, 二乗和平方根を提案したが, 各

次モードの白色雑音に対する応答変位の影響が含ま

れており, 純粋な応答変位によるものなのか固有円

振動数に伴う変化によるものなのか判断できないた

め, 新たな指標の提案が必要であると考える. 
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