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１．目的  

 構造物に地震外力が作用すると，応答変位が降伏変位を越えて，塑性

変形に至る場合がある．そのため，構造物を設計する際には，塑性変形

による最大応答値を把握し，設計に反映させることが重要となる．簡便

に構造物に生じる非線形最大応答値を推定する方法として，等価線形化

法，変位一定則とエネルギー一定則が挙げられる．本研究では，既往の

等価線形化法１)では考慮されていなかった粘性減衰の効果を考慮できる

等価線形系の提案を試みる．初めに粘性減衰エネルギーがどのように推

移しているかを知るため，減衰１自由度弾塑性系における弾性，運動，

減衰の各エネルギーの推移の把握を行う．そして，粘性減衰を考慮した  図 1：バイリニア型復元力特性 

場合の等価線形系の提案を行い，提案法による弾塑性地震応答変位の最大値の解析精度の検証を行う． 

 

２．１自由度弾塑性系のエネルギーの推移 

 本研究では，図 1のようなバイリニア型復元力特性を有し，かつ応答速度に依存する減衰機構（以下，粘性減衰）

が有る場合と無い場合の 1自由度弾塑性系に，大きさが−0.03𝑚/𝑠2，継続時間が0.001𝑠 のインパルス状の地動加速

度を作用させたときに，系内に保存されるエネルギーと消費されるエネルギーがどのように推移しているかを検討

した．  

 図 1において，点 Aは降伏点，点 Bは最大変位，点 Cは復元力がゼロとなる点，点 Dは再び塑性化する点とする．

また，kは初期剛性，𝑢𝑦は降伏変位，μは剛性低下率を表す．表 1.1 は粘性減衰が無い場合のエネルギーの推移を，

表 1.2は 5％（ℎ = 0.05）の粘性減衰が有る場合のそれらを示す．一方，図 2は本研究で用いる各種力学エネルギー

の呼称と力-変位関係図の中で対応する部分を示しており，𝑊𝑒0は初期剛性 kを持つ弾性歪エネルギー，𝑊𝑒1は 2 次

剛性 μ𝑘を持つ弾性歪エネルギー，そして𝑊𝑝は系内で消費されるエネルギーを表す． 

表 1.1より，点 Aでは，地動加速度が作用し終わった瞬間に蓄えられた運動エネルギー𝑊𝑡 = 4.50N･mから弾性

歪エネルギー𝑊𝑒0 = 0.16N･mに変移している．また，降伏点に達したときに蓄えられていた運動エネルギー𝑊𝑡 =

4.34N･mは，最大変位が生じる点 Bに至るまでに系内で消費されるエネルギー𝑊𝑝 = 4.08N･mと AB間における 2

次剛性による弾性歪エネルギーの増加分𝑊𝑒1 = 0.42 − 0.16 = 0.26N･mに変移していることが分かる． 

一方，表 1.2より，点 Aでは，インパルスが作用し終わった瞬間に蓄えられた運動エネルギー𝑊𝑡 = 4.48N･mか

ら弾性歪エネルギー𝑊𝑒0 = 0.16N･m，粘性減衰エネルギー𝑊ℎ = 0.15N･mに変移している．また，降伏点に達した

ときに蓄えられていた運動エネルギー𝑊𝑡 = 4.17N･mは，最大変位が生じる点 Bに至るまでに系内で消費されるエ

ネルギー𝑊𝑝 = 3.03N･mと AB間における 2次剛性による弾性歪エネルギーの増加分𝑊𝑒1 = 0.30 − 0.16 = 0.14N･m

と粘性減衰エネルギーの増加分𝑊ℎ = 1.00N･mとして変移していることが分かる．表 1.1と表 1.2より，減衰が無

い場合では蓄えられた運動エネルギーから 2次剛性による弾性歪エネルギーと系内で消費されるエネルギーに変移

していた．減衰が有る場合では，弾性域では初期剛性を持つ弾性歪エネルギーと粘性減衰エネルギーが増加する．  
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表 1.1 粘性減衰が無い場合のエネルギーの推移（h = 0.00）（×E-10） 

 

 

表 1.2  粘性減衰がある場合のエネルギーの推移（h = 0.05）（×E-10） 

 
 

また，降伏点で蓄えられた運動エネルギーは最大変位に達したときには系内で消費されるエネルギーと粘性減衰エ

ネルギーの増加分として変移し，粘性減衰エネルギーは累積増加していることが分かった． 

 

３．本研究で提案する等価線形化法の提案  

 本研究では，既往の等価線形化法 1)で考えられていた履

歴減衰による減衰の効果だけでなく粘性減衰による減衰の

効果も合わせて考慮できる等価線形系を提案し，非線形最

大応答値を等価線形振動系の線形最大応答値で近似するこ

とを考えた． 

図 2：全歪エネルギーのモデル化（OA間，AB間） 

降伏点に達した後の復元力は(1)式で表される． 

𝐹(𝑥) = 𝜇𝑘𝑥 + 𝑘𝑢𝑦(1 − 𝜇)                                                         (𝑢𝑦 < 𝑥)                                                                                                    (1) 

塑性域での歪エネルギーを求めるため，両辺を𝑥で積分すると(2)式が得られる． 

𝑊𝑒 + 𝑊𝑝 =
1

2
𝜇𝑘(𝑥2 − 𝑢𝑦

2) + 𝑘𝑢𝑦(1 − 𝜇)(𝑥 − 𝑢𝑦)            (𝑢𝑦 < 𝑥)                                                                                                   (2) 

 

塑性応答を含む場合であっても変位応答や速度応答の分布がガウス分布で近似できると仮定すると， 変位の出

現確率に基づく弾性歪エネルギー〈𝑊𝑒〉と系内で消費される歪エネルギー〈𝑊𝑃〉の期待値は，それぞれ(3)，(4)式とな

る． 

〈𝑊𝑒〉 = ∫
1

2
𝑘𝑥2𝑝(𝑥)𝑑𝑥

𝑢𝑦

0

+ ∫ {
1

2
𝑘𝑢𝑦

2 +
1

2
𝜇𝑘(𝑥 − 𝑢𝑦)

2
} 𝑝(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑢𝑦

                                                                                                   (3) 

〈𝑊𝑝〉 = ∫ 𝑘𝑢𝑦(𝑥 − 𝑢𝑦)𝑝(𝑥)𝑑𝑥
∞

𝑢𝑦

                                                                                                                                                                    (4) 
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また，変位応答のガウス分布𝑝(𝑥)，速度応答のガウス分布𝑝(𝑣)が，それぞれ(5)，(6)式のように表されると仮定す

る． 

𝑝(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒

−
𝑥2

2𝜎2                                                                                                                                                                                             (5) 

𝑝(𝑣) =
1

√2𝜋𝜎𝑣

𝑒
−

𝑣2

2𝜎𝑣
2                                                                                                                                                                                         (6) 

変位応答の標準偏差をσ，速度応答の標準偏差を𝜎𝑣と表す． 

 

ここで，本研究で用いる粘性減衰エネルギー𝑊ℎは，減衰力𝑐𝑥̇に変位増分𝑥̇𝑑𝑡を乗じた面積の足し合わせを表してい

ることから，(7)式のように表す． 

𝑊ℎ = ∫ 𝑐𝑥̇
𝑥

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑐𝑥̇2𝑑𝑡
𝑡

0

         (0 < 𝑡 < ∞， ∵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑥̇ )                                                                                                                 (7) 

ここで，最大変位点に達するまでに増加していった粘性減衰エネルギー𝑊ℎを速度応答の確率密度関数を用いて表

すと，粘性減衰エネルギー〈𝑊ℎ〉は(8)式となる．ここで，𝑐は粘性減衰係数[N･s/m]を表す． 

〈𝑊ℎ〉 = ∫ 𝑐𝑥̇2𝑝(𝑣)𝑑𝑣
∞

0

 

          =
𝑐

2
𝜎𝑣

2                                                                                                                                                                                                         (8) 

一方，等価剛性𝑘𝑒𝑞を持つ等価線形系が保存する弾性歪エネルギーは(9)式となる． 

〈𝑊𝑒𝑞〉 = ∫
1

2
𝑘𝑒𝑞𝑥2𝑝(𝑥)𝑑𝑥

∞

0

 

            =
𝑘𝑒𝑞

4
𝜎2                                                                                                                                                                                                    (9) 

(3)式と(9)式より，等価剛性𝑘𝑒𝑞を持つ等価線形系に保存される弾性歪エネルギーが図 2における最大変位点まで

に系内に保存される弾性歪エネルギーが等しいとみなすことで，等価剛性𝑘𝑒𝑞を(10)式のように定義する．ここ

で，η は等価剛性𝑘𝑒𝑞と初期剛性𝑘の比であり，𝛾 =
𝜎

𝑢𝑦
とすると，η は(11)式で表すことができる． 

𝑘𝑒𝑞 = 𝑘η                                                                                                                                                                                                             (10) 

    𝜂 = −√
𝜋

2

1

𝛾
𝑒

−
1

2𝛾2 + 2 erf (
1

√2𝛾
) + (

1

𝛾2
+ 2𝜇 +

𝜇

𝛾2) {1 − erf (
1

√2𝛾
)}                                                                                         (11) 

 

また，履歴応答曲線が 1サイクル間に系に蓄える最大の歪エネルギー𝑊と系内で消費されるエネルギー∆𝑊の関係

性より，(4)式，(8)式，(9)式を用いて等価減衰定数ℎ𝑒𝑞を(12)式のように表す． 

ℎ𝑒𝑞 =
1

4𝜋
(

∆𝑊

𝑊
) 

        =
1

4𝜋
(

〈𝑊𝑝〉 + 〈𝑊ℎ〉

〈𝑊𝑒𝑞〉
) 

        =
1

4𝜋
･

∫ 𝑘𝑢𝑦(𝑥 − 𝑢𝑦)𝑝(𝑥)𝑑𝑥
∞

𝑢𝑦
+ ∫ 𝑐𝑣2∞

0
𝑝(𝑣)𝑑𝑣

∫
1
2 𝑘𝑒𝑞𝑥2∞

0
𝑝(𝑥)𝑑𝑥
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1

𝜂
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[

1
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1
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2

2√2𝜋𝜎
]                                                                                                    (12) 
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４．等価線形系の精度の検証  

提案法による弾塑性地震応答変位の最大値の

解析精度の検証をするために，非線形時刻歴応答

解析，変位一定則 2)，エネルギー一定則 2)，及び

本研究で提案した等価線形化法を用いて得られ

た最大変位応答を，初期剛性の時の周期に基づい

て変位応答スペクトルの形で表して比較した．地

震波には，KOBE-NS波と KAIHOKU波を用い，

減衰定数は 2％(ℎ = 0.02)とした． 

一方，それぞれの周期における降伏点は，まず

与えられた地震波と減衰定数を用いて線形応答解    図 3：変位応答スペクトル（KOBE-NS波） 

析を行い，線形最大変位応答値 𝑥𝑚を求める．求

めた線形最大変位応答値 𝑥𝑚の 1/4の値を，それ

ぞれの周期での降伏変位と仮定して非線形時刻

歴応答解析を行った． 

また，与えられた地震波や解析条件の下で，周

期毎に非線形時刻歴応答解析を行い，塑性率 γ3)

が 3.6〜4.4となる場合のみを対象とし，同塑性率

を満たさない場合の応答変位は 0として，変位応

答スペクトルにプロットした． 

提案した等価線形化法では，剛性低下率μ，塑性

率γ，そして降伏変位𝑢𝑦から，等価減衰定数ℎ𝑒𝑞，等    図 4：変位応答スペクトル(KAIHOKU波） 

価固有円振動数𝜔𝑒𝑞を算出し，それらを用いて線形時刻歴応答解析を行い等価線形系の最大変位応答値𝑥𝑒𝑞と最大速

度応答値𝑣𝑒𝑞を求める．そして，変位と速度の最大値の期待値が3𝜎，3𝜎𝑣であるとして等価剛性𝑘𝑒𝑞や等価減衰定数ℎ𝑒𝑞

を求めた．図 3，図 4は剛性低下率 𝜇 = 0.01，減衰定数 ℎ = 0.02における結果を表す．  

図 3と図 4より，提案法は，1秒以下の周期ではエネルギー一定則，1秒以上の周期では変位一定則に近い結果

となった．更に，非線形時刻歴応答解析の結果にも近い結果を示すことが分かった．ただし，2秒以上の周期で

は，非線形時刻歴応答解析の結果が欠損している部分が多いため，解析精度の考察は難しいと考えた． 

今後は，降伏変位や塑性率の設定を変更して，本提案法の適用範囲を確認する必要がある．更に，今回提案した

等価線形化法では速度応答の分布はガウス分布に従うと仮定し，粘性減衰エネルギー〈𝑊ℎ〉を求めたが，速度と変

位の関係を用いて，粘性減衰エネルギー〈𝑊ℎ〉を簡易的に表現することを考えて，定式化の見直しを行う．  
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