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Fig. 1 Michellの最適構造概念 (1904)

1. はじめに

構造物の形態は，その構造物の目的や用途などに応じて

既設の標準的な構造物の形状をもとに，その設計条件を満

足するように材料や寸法などが人為的に修正され，最終的

な形状・断面等の構造形態が決められる．しかしながら，構

造物が大型化すると，「無駄な贅肉 (材料)を切り落とし，必

要な筋肉を必要な部分に配置する」といった軽量かつ丈夫

な構造形態そのものを設計する必要性に迫られる．このよ

うな構造最適化問題のベンチモデルとして「コート掛け問

題」が知られている．この問題の解として，Michellによる

理想形態 (1904年)1)がある．しかし，この解では各部材の

必要な要素剛性割合や応力状態が明らかになっていない．ま

た，数値計算時には解のメッシュ依存性やチェッカーボード

現象の課題も存在する．本研究では，コート掛け問題や単

純梁モデルに対して，設計領域をマイクロトラスで離散化

し最適形態形成を行い，最小重量となるような最適な骨格

構造と応力状態を明らかにすることを目的とする．

2. Michellの構造最適化

本研究はマイクロトラスの配置によって，Fig.1に示す

ようなMichell1)の概念による最適構造形態を反復法によっ

て再現を試みる．ただし，この構造系は最適であるがトラ

スとしては不安定構造としてよく知られている．しかし，基

本的骨組み構造と考えれば圧縮部材と引張部材だけから成

り立ち，荷重とつりあう構造系となる．
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(a) 連続体 (b) マイクロトラス

Fig. 2 連続体の離散化

(1) マイクロトラスによる最適構造形態

Fig.2(a)に示すような連続体の設計領域 Ωを，M 個の

トラスからなる有限の設計変数

x =
(
· · · , x(m), · · ·

)T

∈ RM in Ω (1)

で満たされるものと近似する．すなわち，設計領域は
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dΩ(m) ∝
M∑

m�1

x(m) (2)

と Fig.2(b)のように有限のマイクロトラス dΩで敷き詰め

られるものとする．離散数M が大きくなれば，この均質な

設計領域 Ωは無数の格子トラスで敷き詰められることとな

る．均等な格子トラスを用いることで離散化によるモデル

の生成および形態創生が容易であり，複雑な設計領域や設

計条件にも柔軟に対応できるといった利点がある．

3. 形態形成の理論 2)

まず初期条件として設計領域と初期剛性 x(0) を設定し，

F (u, f, p, x) = K(x)u − fp = 0 (3)

と線形釣合方程式を定める．ここに uは変位ベクトル，f

は荷重パラメータ，pは荷重ベクトルである．一般に線形有

限要素法では部材剛性 xと荷重 fpが与えられ，そのとき

の変位ベクトル uを求めることになる．

本研究では，剛性行列の修正は各部材の応力と平均の応力

の比によって行い，釣合式の条件を満たすように剛性を変化

させる．荷重制御や変位制御によって釣合点 (u(ν), p, x(ν))
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(a) 25× 40メッシュ分割 (b) 50× 80メッシュ分割

Fig. 3 片持ち梁のマイクロトラス 100×160の解析モデル

が得られたとしたら，このときの部材応力は，

σ(ν) = W (
u(ν)

)
(4)

と，各部材の変位の関数とする．ここに，νはフィードバッ

ク回数，σ(ν) = (· · · , σ(m)
(ν) , · · ·)T を表すこととする．さら

に，部材応力と平均応力 σ(ν) の比によって，

F(x(ν)) = γ
|σ(m)

(ν) |2
σ2

(ν)

x(ν) = x(ν+1) · · · · · · · · · · · · · · · (5)
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σ
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と修正剛性行列も更新される．ここで，γ はどれだけ次の

剛性へと反映させるかを示す還元率を表し，解の収束率を

調整する．したがって，部材剛性は

x(ν+1) = F(σ(ν), x(ν)) = F(F(· · · F(x(0))))

= F (ν)(x(0)) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (7)

のように反復される．

本研究における最適化問題は，最小重量設計を目的にし

ており，以下のように条件を設定した．

Minimize :
M∑

m=1

W (m) =
M∑

m=1

ρA
(m)
(ν) �(m)

subject to :F (u, f, p, x) = 0

A
(m)
(ν) ≤ Amax, σ

(m)
(ν) ≤ σa · · · · · · · · · · · · · · · · · · (8)

ここに，W (m) は各部材の重量，ρは密度，�(m)は部材長，

Amax は最大断面積，σa は許容応力をそれぞれ表す．密度

と部材長は一定であるため，各部材の断面積 A
(m)
(ν) を変化

させることによって，より最適な形態を形成できる．

4. 数値解析結果
(1) コート掛け問題の形態最適化

片持ち支持条件下の設計領域 (100× 160サイズ)の離散

系モデルを考える．荷重は梁先端の中央に鉛直下向きに与

える．メッシュ分割数による最適な構造形態の違いを調べ

るために，メッシュ分割数を 25× 40と 50× 80の 2パター

ンに対してモデル化を行った．得られたそれぞれの形態に

ついて考察すると，Fig.3(a)ではメッシュ分割に依存した

形態になっているのに対し，Fig.3(b)では滑らかな形態が
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(a) 荷重上段載荷
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(b) 荷重下段載荷
Fig. 4 単純梁のマイクロトラス 50×300の解析モデル

得られた．また，Fig.3(a)の最適形態の部材数は初期の部

材数に比べ 25.9%まで除去されたのに対して，Fig.3(b)で

は 24.7%まで除去されている．したがってこれらの結果か

ら，メッシュ分割数を増やすことで，形態は滑らかになり，

より多く部材を除去できると言える．

(2) 単純梁モデルの形態最適化

一端ピン固定，他端ローラーの単純支持条件下の設計領

域 (50× 300サイズ，25× 150メッシュ分割)の離散系モデ

ルを考える．荷重は鉛直下向きで，載荷位置は Fig.4(a)と

Fig.4(b)に示すように梁中央の上段と下段の 2パターンで

モデル化を行い，荷重載荷位置による最適な構造形態の違

いを調べた．得られたそれぞれの形態を考察すると，荷重載

荷位置によってトラスの三角形の位相は異なったが，チェッ

カーボード現象は現れず，どちらもワーレントラスのよう

な形態になった．また，最終的な部材数はそれぞれ初期の部

材数の 23.2%，25.0%となっており，約 3/4を除去できた．

5. 結　語
本研究では，マイクロトラスによるプログラムを構築し，

コート掛け問題や単純梁モデルを例に構造最適化問題に取

り組んだ．設計領域内にマイクロトラスを配置した上で荷

重条件と境界条件を与えて，重量最小となる骨格構造のレ

イアウトを得たことが本研究の最大の成果である．以下に

明らかになった点を示す．

• 片持ち支持条件のコート掛け問題のモデルに対し，メッシュ
分割数を増やすことでより滑らかな形状が得られた．また，
部材数もより多く除去できることが分かった．

• 単純梁モデルに対し，チェッカーボード現象を回避でき，荷
重載荷位置によってトラスの配置や位相が異なるものの，ど
ちらもワーレントラスのような形態となった．
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